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ANALITYCZNA METODA OBLICZANIA NOSNOSCI GRANICZNEJ
PRETOW SKRECANYCH

" MARIAN GALOS i MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. Uwagi wsiepne

Problem rozkiadu naprezen w uplastycznionym przekroju pryzmatycznego preta
poddanego skrecaniu jest problemem wewngtrznie statycznie wyznaczalnym. Jezeli
0§ z jest osig preta, to rézne od zera skladowe stanu naprezenia .4 1 72y sa W zupel-
nofci okreslone réwnaniem réwnowagi wewnetrznei

ez Oy .
ox ay N

(1.1)

i warunkiem plastycznosel, dajacym sig w przypadku ogdlnym przedsiawic w postaci

(1.2) f Tz, Ta) = K (x, 9),

gdzie k oznacza granicg plastycznodei przy czystym fcinaniu (skrecaniu). Przyjeto
tu, iz wielko$¢ ta nie zalezy od zmienne] z (nicjednorodnosé co najwyzej w plaszezyz-
nie xy). Tak wigc rozklad naprezen nie zalezy od tego, czy przyjmujemy teorig
malych odksztatceft sprezysto-plastycznych, czy teorie plynigcia plastycznego.
Ewentualng niejednoznacznosé spo'wodowane; nielintowoscig warunku plastycznoéei
(1.2) usuwaja twierdzenia ekstremalne teorii plastycznosci.

Przypominamy, e ukiad réwnan (1.1) i (1.2) daje sig z latwoécig sprowadzié
do jednego réwnania przez wprowadzenie funkcji naprezen @ takiej, ze

oD 0]

(1.3) Tog = “é}-, Toy = _B;
rownanie (1.1} jest wtedy toisamosciowo spetnione, a podstawienie (1.3) do (1.2)
okrefla funkcje @:

@
(1.4) f(aqs o

%’ ay) k(x, ).

W przypadku jednorodnego ciala izotropowego réwnanie to posiada postaé

VTR

czyli
_..._>
(1.6) lgrad @ | = k.
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A, Nadaj, [14], zwrdcit uwage, iz réwnanie to jest analogiczne do réwnania wzgdrza
idealnie sypkiego piasku o kacie tarcia wewnstrznego u,

Y
(1.7 | grad wi{ = 1g p.

W przypadku konturu jednospéjnego zachodzi réwniez prosta analogia warunkow
brzegowych (2 =0 i w = 0 na konturze) tak, ze okreélenie rozkladu naprezen
oraz momentu granicznego

1.8 Ms =2 @ _ 2k d*zk
(1.8) M = ff dF—@fwa—@Vp
F F

stalo si¢ badZ mozliwe na drodze do$wiadczalnej, badz tez sprowadzito sie do roz-
wazali czysto geometrycznych, ktérych przedmiotem jest okreélenie odpowiedniej
powierzehni réwnego spadku oraz objetoéci pod ta powierzchnia V.

OkreSlenie objgtodei ¥y, bardzo proste w przypadku, gdy przekréj ma ksztalt
prostokata, kola, tréjkata itp., moze natrafiaé na trudnosci przy bardyiej zlozonych
ksztaltach przekroju. Celem obecnej pracy jest podanic ogélnych wzordw anali-
tycznych, okreslajacych te objetosé, oraz rozwiazanie kilku przyvkitaddw, dla ktérych
odpowiednie wzory nie zostaly jeszcze podanc w literaturze. Poswiecimy rowniez
uwage pretom anizotropowym i niejednorodnym, a takze konturom wielosp6jnym.

Znajomo$¢ nosnodei granicznej przy czystym skrecaniu posiada takze znaczenie
jako podstawa analizy przypadkéw zlozonych, np. skrecania z rozeiaganiem lub
skrgcania ze zginaniem. Problemom tym poswigca sie ostatnio wicle uwagi (por.
np. R. Hir, M. P. L. SmBeL, [9, 10], F. A. GAYDON, [3], F. A. GAYDON i H. NUTTALL,
f4], St. PiecaNik, [16], St. PEcENIK, M. Zyczrowski, [17], E. O. IMecwu, [11],
M. WnNuUK, [24, 25, 26], i inne).

2. Okreslenie linii nieciaglosei

Wiasnosci powierzchni réwnego spadku, okreslonych rownaniami (1.6) lub
(1.7), byly wielokrotnie badane. Prawdopodobnie po raz pierwszy zajal sie nimi
De 1A GOURNERIE, [6]; obszerna rozprawe poswiccit im R. ACKERMANN, [1]:
F. ScHiLiNg, [20], badat powierzchnie tego typu odpowiadajace konturom okreslo-
nym réwnaniami drugiego stopnia; z nowszych prac nalezy wymieni¢ do$§é ogdlne
rozwazania W. Ja. SKOROBOGACKI, [21].

Charakterystyczne dla powierzchni réwnego spadku sa tzw. linie nieciggloci,
przy czym chodzi tu nie o nieciaglodci rz¢dnej, lecz jej pochodnych, a wiec —
W interesujacym nas przypadku — naprezefi. Geometrycznie niecigglodci te od-
powiadaja grzbictom wzgérz piasku. Zajmiemy sie najpierw okresleniem réwnan
rzutu linii nieciaglosei na plaszczyzne podstawy.

Jak wida¢ z prostej analizy, linie nieciaglosei przechodza przez §rodki kol stycz-
nych do konturu jednocze$nie conajmriej w dwéch punktach, a wiee lacza punkty
réwnooddalone od dwéch tukéw konturu przy mierzeniu odleglosel wrzdhiZ nor-
malnej. Jezeli kontur posiada wkleste punkty osobliwe, to przez styczno$é nalezy
rozumie¢ jedynie przechodzenie okregu kola przez ten punkt, W przypadka konturu
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wiclokatnego linjami nieciaglodci sa zawsze czgdci dwusiecznych katdw. Uogdl-
niajge to pojgcie W, Ja. SKOROBOGACKO, [21], nazywa linie nieciaglo$ci dla réwnan
typu (1.6) «dwusiecznymi (bisekirysami) konturu».

Zajmiemy si¢ najpierw okresleniem linii nieciaglosc, odpowiadajacej regularnym
tukom konturu, nie posiadajacym wklestego punktu osobliwego. Zaléimy, ze dwa
odcinki konturu opisane sa réwnaniami parametrycznymi x; — X (t), yi=» ()
oraz xz = x3 (2} i yo, = y5 (t2). W dalszym ciagu parametréw t; i ¢y nie bedziemy
uwidaczniali w zapisie; przecinkiem u géry bedziemy oznaczali pochodng podhug
odpowiedniego parametru. Jezeli caly kontur opisany jest jednym réwnaniem,
réwniez mozna efektywnie podstawié x; == xp, y; = V2, ale w nzaleznieniu od dwdch
roznych parametréw #9 i #5; nalezy wiedy pamictad, ze réwnosé fy = I nie okredla
Jinii nieciggtofci (bowiem mamy do czynienia z ta samg normalng), chociaz od-
powiednie rownanie bedzie oczywicie spelnione,

Przy zatozeniu regularnodci lukéw konturu istnieja okreélone normalne 0 10w~
naniach

(x —x) x-Hy—y) ¥1 = 0,

2.1 (x — X2) Xp-+(y — yp) y3 = 0,

a lini¢ niecigglodci okreSlimy z warunku, iz punkt przecigeia sie tych normalnych
jest jednakowo oddalony od obu tukéw konturu:

22 (o — 22— 312 = (x — 24y — yo)2.

Rozwmzame ukiadn (2.1) i (2.2), czyh wspOlrzedne linii nieciagloéci, ozmaczymy
przez X i y.

~~~~~

metirdw 2 1 1y,

- (x5 x5+ yzy;) ¥ — (x, x; + 1Y) s

r ! r 2
Yo — X1 )a

®1

b

(2.3) Ty I ’
(xl xI + ¥ J’l) xz (xz Xy + ¥a5) X3

’ I
sz’x — X )

\12

E

a podstawienie tych wartosei do (2.2) pozwala okredlié zwiazek miedzy parametrami
f1 1 #. Przedstawimy go w postaci

@4 (G —x)2— (o — 32 iy +x3) +
+ 2 (e — x1) (2 — 31) (1 v — x; x3) = 0.

Tak wige linia niecigglo$ci zostala okreslona w sposdb parametryczo-uwikiany. -
Jezeli z rGwnania (2.4) da. si¢ wyznaczyé jeden z parametréw, np. #4, to po podsta-
wieniu tak uzyskanego wzoru do (2.3) otrzymujemy réwnanie linii nieciaglosci
W postaci parametrycznej przy parametrze f;.
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Dla przykladu weZmy pod uwagg przekrdj, ograniczony tukiem paraboli y = x2
i prosta y = g. Réwnania te mozenity napisaé w postaci’ parametrycznej:
x1 =1, = r’.’.,
(2.5) ! !

Xo = Ig, Vo= d.

Ze wzorow {2.3) otrzymujeny

. _ N oy 2
(2.6);.._- o x=1, y= 2t2~1 2 + 1,

a zwiazek (2.4) posiada tu postal

@7 to & (B-a) ty — (6 — 2at+a2 1, — at;) = O.

Jak widaé, jest to réwnanie dajace si¢ stosunkowo latwo rozwiaczé,é 7e wzgledu na #4:

Bta— Va4 (1 — 8a) £-+-(da2 — 20) 5-+a?
(28) ty — 21‘2 .

Znak plus przed pierwiastkiem nie wehodzi tu w rachube, gdyz przy f; zmierzajacym
do zera musimy otrzymywaé skoficzone wartoéci £;; ostatecznie réwnania para-
metryczne krzywej granicznej mozna napisaé w postaci:

2+ a—V 45 (1 — 8a) 3-+(4e2 — 2a) 342
2t

?

e
I

2.9

a4+ 2—a+ V4§ + (1 — 8a) i+ (a2 — 20) £5+a?
42 )

y

Niecata linia, okre§lona réwnaniami (2.9), stanowi poszukiwang lini¢ nieciggloscei.
Oczywiscie musi ona leze¢ wewnatrz konturu, zatem parametr 7 mozna dobieraé
tylko z przedziatu — y/d <t < y/a. Ale zaleznie od wielkosci stalej a nawet
ten przedzial zmiennodci ¢, moze by¢ zbyt duzy. Zbadamy w tym celu punkty prze-
ciecia linii (2.9) z osia y. Najtatwiej okreslimy je przez przyjecie x = 0, czylify = 0,
w réwnaniu (2.7); otrzymujemy pigé pierwiastkow

(2.10) tp=0 lub th=xVatya

Dwa z nich, odpowiadajace znakowi plus wewnatrz pierwiastka, nie wchodza
w rachube, poniewaZ sa co do wartodci bezwzglednej wieksze od ]/ a. Wobec tego
oile @ > 1, otrzymujemy trzy punkty przecigcia si¢ lini (2.9) z osia y, odpowia-
dajace. wartofciom parametru #, =0 oraz f = i]/ a— ]—/Ti ; jezeli natorniast
. a:<:1, to istnigje tylko jeden punkt, odpowiadajacy #, = 0. .

- Wétymostatnim przypadku caly ustalony poprzednio zakres zmiennosci para-

metfu' ‘t3, mianowicie — ]/ a <ty < ]/E, okresla poszukiwana lini¢ niecigghosei,
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natomiast gdy @ > 1, to trzeba: wzia¢ pod uwagg tylko odcinki —— ]/ a <<ty < —
—Va—Va i ya—ya<t,<y/a. Mianowicie jak wynika z 1ys. 1, tworzy
sig wtedy Jeszeze inna galaZ linii nieciaglodci, ktéra moina okreslié przez przyjecie
X = t;, 1 = 1} oraz xo = t3, yo = 15 (réwno oddalona od dwdch tukow paraboli).

Y

Rys. 1

W wyniku otrzymujemy oczywiscie odeinek prostej x = 0, zawarty pomigdzy x = 1 2
(ognisko paraboli) oraz y = a— y/a+1/2 [przecigcic z linig 29 dla 1, = +
i]/a —yal. Z dwéch mozliwych linii nieciaglosei wystapi w rzeczywistodci ta,
ktéra lezy blizei konmturu (na danej normalnej).

Okreslimy jeszcze linig nieciagl@ébi dla przekroju o ksztalcie elipsy. Podstawiajac
do (2.3)

Xy =acost, y=bsint
@11 ’ ’
Xz=acosly, Yy,==>bsint,

otrzymujemy po prostych przeksztaleeniach

(a2 — b2) cos #; cos 13 cos it f
X = : \
aoos 12
2.12) 2
(62— a?) sin £y sin #; sin tl—; f2
T b cos h—h ’

2

a réwnanie (2.4) mozna przedstawi¢ w postaci

{2.13) [1 —cos (#; — t2)] sin (#; - 1) sin2 g ; . 0.




272 MARIAN GALOS { MICHAL 2YCZKOWSKI

7. rownania (2.13), po pominieciu mozliwosci t; = #, wynika 7, = — ¢, Tub #, =
— g — t;. W pierwszym przypadku

2 B2 -
a_-gcostl, y =0,
a

Y
I

(2.14)

natomiast w drugim
- B2 —g
0,. y= A sin fq.

I

(2.15) x

Jeseli @ > b, czyli pélo$ odpowladajaca osi x jest wicksza, to linia nieciaglodci
bedzic przebiegata wzdluz osi x, zatem bedzie okreSfona réwnaniem (2.14); jezeli
a < b, to nalezy wzia¢ pod uwagg réwnania (2.15). W obu przypadkach linia nie-
ciaglosci bedzie czelcia diuzszej
polosi elipsy, lezaca pomigdzy
$rodkami kot $cifle stycznych,
odpowiadajacych  minimalnym
= promieniom krzywizny,
Zajmiemy si¢ jeszeze przy-
*  padkiem punktéw osobliwych,
w ktérych normalna do konturu
nie jest jednoznacznie okreslona.
Jezeli punkt taki odpowiada wy-
pukiosci konturu (jak np. przy
Rys, 2 ' badanym przez nas profilu ogra-
niczonym odcinkiem prostej i fu-
kiem paraboli), to nie wnosi to Zadnych nowych elementéw; linia niecigglosci
dochodzi do takiego punktu wzdluz symetralnej kata, wyznaczonego dwiema gra-
nicznymi stycznymi do konturu w tym punkeie. Jezeli jednak punkt osobliwy od-
powiada wklgstosci konturu, to wokot niego powierzchnia réwnego spadku przy-
biera ksztalt wycinka wklestego stoZka, a odpowiednig linig nieciaglodei musimy

y

wyznaczaé inaczej.

Jezeli istnieje tylko jeden wklgsty punkt osobliwy, to lini¢ niecigglosci wyznaczymy
7 warunku réwnej odlegloéei od tego punktu i odlegtodci wzdiuz normalnej od innego
tuku konturu. Oznaczmy wspélrzedne punktu osobliwego przez xg i yo, wtedy punkt
linii nieciagloScl musi spelniaé réwnanie normalnej i warunek réwnej odleglosei

2.16) E—x) x + G -y ¥ =0,
G -Gy = G302+ G — 3o,

gdzie % = %1 () 1 y1 = y1 (1) sa parametrycznymi réwnaniami konturu (lub huku
konturu). Po rozwiazaniu tego ukladu otrzymujemy

(xxr — x0)2 + (1 — yo)? ﬁ
(X1 —x0) yi— (1 — 2y x; 27
& — %2+ —pe)? x;

SE =X
(2.17)

=7

- Gty —x) yy— 1 —yo) x| 2
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Linia nieciagloéci jest tu przedstawiona réwnaniami parametrycznymi przy para-
metrze f, a wigc w sposGb prostszy niz poprzednio.

Jezeli wreszcie kontur posiada dwa wklgste punkty osobliwe, to mose wystapié:
linia nieciagtoéci réwno oddalona od obu tych punktéw, a wigc bedaca czefcig
symetralnej odcinka laczacego oba punkty osobliwe. Réwnanie tej symetralnej
mo#na napisaé w postaci

518 w Wtys Xp—x (~ x1+x2)
. - — x — .

Dia przykladu wyznaczymy lini¢ nieciggtosei dla przekroju o ksztalcie kordioidy..
Jest to krzywa, ktora zatacza punkt okregu kola o promieniu R, toczacego sig bez
poslizgu po drugim kole o tym samym
promieniu R, rys. 3. Posiada ona réwna-
nia paramettyczne

x1 = (2sin ¢ — sin 2¢) R,
(2.19) o
N =(Q2cost—cos2) R. \

Dlat = 0 mamy x; = p; = 0, zatem jest \

to punkt osobliwy, jak fatwo sie przeko- N

na¢, odpowiadajacy wkleslosci konturu.

Wspohzednymi tego punktu sg xp =0, 1-3r
Yo = R. Podstawienie tych wartoéci oraz Rys. 3

(2.19) do wzoréw (2.17) daje
(2.20) X =Rsint, 3 ==Rcost

a wige — jak moznd bylo przewidywaé — linia niecigglodci jest tu okregiem kola
podstawowego.

3. Obliczanie noSnodci graniczne; skrecanych izotropowych pretéw jednorodnych

Znajomo$¢ rozkladu linii nieciaglosci umozliwia wyprowadzenie ogdinych wzordow
analitycznych, okreflajacych objetosé wzgdrza piasku, a tym samym no$noé gra-
niczng skrgcanego preta. Wezmy najpierw pod uwage wypukly odcinek konturu
jednospéjnego. Wtedy element objetoéci wzgérza piasku jest bryla, przedstawiona,
na rys. 4. Objetos¢ tej bryly mozna obliczyé jako objetosé ostrostupa o wysokosci
o tg u (gdzie o oznacza promiefi krzywizny w danym punkeie konturu), zmniej-
szong o objeto$é ostrostupa o wysokosei (o —m) tg u i graniastostupa o podstawie:
trjkatnej i wysokosci m tg 4. Przez m ornaczono tu mierzong wzdtuz normalnej.
odleglosci konturu od linii niccigglodei. Ostatecznie po prostych obliczeniach

mi2
{3.1) dVy = @"(39—.2}11) tg p ds.

Zaldimy na razie, ze parametr ¢ dobrany jest tak, iz obchodzimy kontur prze-
kroju przeciwnie do wskazdwek zegara (po7niej wykazemy, ze zaloZenie to nie jest
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istotne). Wtedy, jeZeli dany odcinek konturu jest wypukly,. promiefi krzywizny
-okresla wzér

(x’2 _I_ y’2)3[2
32) e T ey

Pl U

Rys. 4

Podstawiajac dalej
{3.3) ds = (x'2 + y'2)L12 g,
{3.4) m=[x—%X2+ P22

oraz wykorzystujac réwnanie normaknej typu (2.1) dochodzimy po prostych prze-
ksztalceniach do wzorn

i

=§ﬁf13@—§yav+ywm

‘(3‘5) Vp 5 xfz
t

2(x1yfr_xu ’ ( _ q x:2+yr2 1/2
n ¥) y13 3¢ {all I
X
lub, po wprowadzeniu X zamiast 7,
|2
A LT 3R (2 4y
6 »72 ;
2(x'y”—x”y')(x—§)3 (x"2+y2y1z

— e dr

(3.6) ¥,

ty

Wykazemy teraz, ze powyisze wzory majg charakter uniwersalny, a mianowicie,
iz dwa poprzednio przyjete zatoZenia nie posiadaja znaczenia. Rozpatrzmy najpierw




ANAITTYCZNA METODA OBLICZANIA NOSNOSCI GRANICZNES PRETOW 275

wklgsly odeinek konturu. Wiedy clement d¥p posiada ksztalt jak na rys. 5. Tym'
- razem obliczamy objetodé jako sumg objgtosei graniastostupa i dwéch ostrostupéw,
otrzymujac

_ 2

3.7 dVy = @ o + 2m) tg p ds.

Jednak?e teraz promien krzywizny ¢ okreSlony jest wzorem (3.3) ze znakiem mihus,
tak Ze po dokonaniu podstawiefi dochodzimy znowu do wzordw (3.5) i (3.6). Jezeli

migu

wreszcie wprowadzimy nowy parametr £ = 1y — 1, to — jak latwo sprawdzié¢ przez
zmiang znaku pochodnych x’ i ¥’ — wzdr nie ulegnie zmianie, a ruch wokdt konturu
odbywa si¢ zgodnie ze wskazdwkami zegara. Tak wigc podstawiajac (3.5) do (1.8)
otrzymamy wzér ogdlny

t

(3.8) M, — & f [ (y—¥)2(x'24 y'2)3i2 N

x'2

o

2" XYY YR (x2 4 p2)L2

+ ; dt,
3x'3

przy czym calkowaniem nalezy objaé caly kontur przekroju. Analogiczny wizér

otrzymujemy przez podstawienie (3.6) do (1.8). '

W przypadku punktu osobliwego, odpowiadajacego wklgstosci konturn, wzdr
(3.8) nie moze znaleZé zastosowania, bowiem element objetoéci posiada tu inny
ksztalt i wprowadzenie elementu diugodei tuku konturu ds nie jest mozliwe. Od--
powiedni wzor, okreSlajacy objgtoéé pod wklesla powierzchnia stozkowa, najlatwiej
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jest napisaé we wspdlrzednych biegunowych (o biegunie w punkcie osobliwym).
Mamy mianowicie (rys. 6)

1
3.9 - dVy = 3 P30y tg pdl.

Przejdziemy do wspdbrzednych kartezjaniskich. Z elementarnego tréjkata (rys. 7)
wynika

(3.10) F2 a2 = ds? — dr2,

rigu

Podstawimy teraz

r=V&E—x)+F—»?,

(X —x) %"+ (V —y0) ¥’
V(x— %)+ G—yo

ds=y32 (524

(3.11) dr =

otrzymujac po obliczenin pierwiastka

| —x) 7 —( —») x|
(x —x0)2 + (F — p)?

Podstawienie (3.12) do (3.9) i (1.8) daje ostatecznie

dt.

(3.12) b =

f
_ 2 e .
O13 Fa =5k [ 1G—305 —G—y0 &= G yop de

przy czym symbolu M, uiyto dla podkre$lenia, ze za pomoca tego wzoru okreslamy
ZaAWSZe tjrlko czesé granicznego momentu skrgcajgcego.

oW przypadku istnienia dwéch wklgstych punktéw osobliwych najtatwicj obliczy¢
e Jest te czqéc ‘objetoéci wrzgbrza piasku, ktéra odpowiada linii nieciagtodci réwno
L Oddalonych od obu" tych punkiéw, a wiec symetralnej odcinka o réwnaniu (2.18).
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Element bryly posiada réwniez ksztalt przedstawiony na rys.-6, 2 wiec elementarna
objgto$¢ okreflona jest za pomocg wzoru (3.9), gdzie tym razem, wobec prosto-
liniowosct linii niecigglosei,

{3.14) r(y = cos b’
Przez a oznaczono tu polowe odleglodci migdzy
punktami osobliwymi, a kat 0 liczony jest od kie-
runku odcinka laczgcego te punkty (rys. 8). Po pod-
stawieniu (3.14) do (3.9), scatkowaniu i wykorzysta-
niu (1.8) otrzymujemy ostatecznie

(02 7T

.  adk| sinfy sin 8, . £ o +?

(.15) Ms1 = 737 | con2 0, - coszf; | 0 @)
el + )

Pozostale czgéci momentu skrecajacego (lub objgtosci wzgdrza piasku) okreSlaja
wzory {3.8) 1 (3.13). ‘ :

4. Przypadek przekrojow wielospdjnych

W przypadku przekrojow wielospéjnych analogia Nadai’a nie ma zastosowania,
mianowicie dla wewnetrzuych hukéw konturu mamy warunek brzegowy w=0
dla wezgdrza piasku, a @ = C # 0 dla funkgji naprezen.

Odpowiednig modyfikacje analogii hszar
Nadai’a podat M. A. SApowskY, [19]. dwuspdjne o L

Nie wehodzac w szezegdly zauwazymy, /

7ze z analogii tej wynika, iz dowolny

przeljn'éj wie%osp(')jny mozna, przy obli- prr \‘:&\3%\}\\)}\3\\\\ X
czaniu granicznego momentu skreca- 5 ‘\\\‘\\:—-,," Z "&Q\\
Jacego, uwazaé za zlozony z pewnych “3.‘5/‘ _'
przekrojéw dwuspdinych o stalej sze- RS

rokodci g; (grubodci Scianek) oraz
z przekroju jednospdjnego, rys. 9 (na-
lezy przypommieé, ze moment skrecaja-
<y odpowiada tu objetodci piasku wraz
z objgtodcia walca, wstawionego w Vs

Y

J
otwor, o wysokodci tg u D' g;). Takie
i=1

7 %
ujecie jest dla obliczen korzystne, ponie- 7 /)///

waz w przypadku konturu dwuspdjnego g
_.‘Jg L
o stalej szeroko$cl piasek zsypuje sic : ,92 =

wylacznie na zewnatrz., Rys. 9
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Obliczenie objetodci odpowiadajacej konturowi jednospéjnemu mozna prze-
prowadzi¢ przy uzyciu wzordw, podanych poprzednio; obecnie zajmiemy si¢ jedynie
pewnymi wzorami dla przekrojow dwuspdjnych o stalej grubodci g.

Szezegdlnie prosty wzdr otrzymuje si¢ wtedy, gdy na danym obszarze dwuspdjnym
nie wystgpuja linie nieciggtosci, czyli gdy promien krzywizny konturu p jest zawsze
wiekszy od gy (w przypadku przedstawionym na rys. 9 zachodzi to dla ¥y, nato-
miast nie zachodzi dla ;). Do wzoru wyjéciowego (3.1) nalezy wiedy podstawié
m = gy = const, zatem objetos¢ elementn wzgdrza piasku

. : ds
“.1) tg,u ds ftg,u —_,

2

83

Pierwsza z calek jest réwna diugosei uku zewnetrznego konturu danego obszaru;
oznaczymy go przez s;. Druga calka posiada warto$C 2n, poniewaz dodaje sig tu
po prostu elementarne katy, Otrzymujemy wiec

4.2) = ( g5 — ngz ) tg -

Objetose walca wstawionego w otwdr (lub czeéci walca odpowiadajacej tylko kon-
turowi dwuspdinemu) wynosi

(4.3) Vi = g Fus tg i,
gdzie Fyi jest polem powierzchni otworu (powierzchni wewnetrznej), tak ze osta-
tecznie .
: I, 2
4.4) . Vpi == Egi 85— gﬂg,; + g Fun ) tg p.

Wzor (4.4) moZna napisaé jeszcze w prostszej postaci. Pole powierzchni czedei
pierscieniowe] o stalej szeroko$ci g; mozna obliczyé nastepujaco (jako calke réznicy
pola powierzchni dwéch elementarnych tréjkatéw):

(4.5) Fm‘,—_f[ (gmgi)szS:};(gi—%)dszgi.%ﬂgiz.

5

W takim razie
(4.6) Fui = Foy — Fpi = Fy — gi si+-ng?,
a po podstawieniu do (4.4) i redukcji

. 1 1
. 7) _ Vpi = (3 ng; — ngs'z + g1 ng) tg u.

L _Wzor (4 7) _]est o tyle dogodniejszy od (4.4) , 7e zazwyczaj, zwlaszeza w przypadku
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obszardw dwuspdjnych, znacznie IatWIe_] jest obliczy¢ pole powmrzchm F, niz pole
powierzchni F,. Zatem ostatecznie

_ 2
(4.8) My= (g ng; — g8 + 28 in) k.

W przypadku wystapienia linii nieciaglosci obliczenie nieco sig komplikuje, bowiem
nie zachodzi wtedy réwnos$¢ m = gy i naleZy przede wszystkim okrelié parametryezne
réwnanie linii nieciggtosei, Tok obliczed w stosunku do przytoczonego w p. 3 nie
ulega jednak _zmla_me_

5 Nlektore rozwxazama szczegolowe dla lzotropowych pretow jednorodnych

5.1. Elipsa.” Pownerzchmq réwnego. spadku, zbudowana nad konturem ehptycz-
nym, rozwazal z punktu widzenia teorii skrecania plastycznego L. S. LoypieNzon,.
[13], jednak doszed! on zaledwie do parametrycznego uwiklanego okveflenia funkeji
naprezen @. Podobne wyniki vzyskal juz znacznie wezedniej R. ACKERMANN, [1],
ktéry wyrazil przypuszezenie, iz okreflenie dla tego. konturu funkeji naprezen
nawet za pomocg réwnania uwiktanego typu f(®, x,») = 0 nie jest mozliwe.
F. ScHILLING, [20], wykazal, ie przedstawienie w takiej postaci jest mozliwe i podat
efektywnie to réwnanie. Jest ono jednak tak skomplikowane (cztery wiersze druku),
ze o wykorzystaniu go do obliczed objgtosci ¥, nie moze chyba byé TMOWY, ¢o
stawialoby pod znakiem zapytania mozliwos¢ uzyskania cislego wzoru na no$noés
graniczng skrgconego preta o przekroju eliptycznym.

Zastosowanie wzora (3.5) lub (3.6) z podstawieniem (2.11) i (2.14) b (2.15)
prowadzi jednak nadspodziewanie szybko do celu. Zaloimy, 7e a = b, wiedy linia
nieciaglosei jest okreslona réwnaniami (2.14) i korzystniej jest postuzyé sie wzorem
(3.5) niz (3.6), bowiem podstawiamy tu po prostu ¥ = 0. Otrzymujemy {(mmnoiac
przez 4 objgto$é éwiartki)

=2

' 2 352
(5.1) Vy = v3_tg ,uf [22—@2 sin? 7 -+ b2 cos? £)372
° 2h4
a2 (@ sin? 1 - b2 cos? HI2] dt

Wystepujace tu catki sg oczywiScie catkami eliptycznymi. Po sprowadzeniu ich.
do postaci normalnej. otrzymujemy

‘ 2 A R
(5.2? Va :‘abztg,u 2K T _'EK ) s

gdzie K (42} i E (k2) s3 pelnymi calkami eliptycznymi pierwszego i druglego rodzaju,.
Wobec (1.8) otrzymujemy stad wzor na moment graniczny Ms. Oznaczymy stosunek
polosi elipsy przez

(5.3) =

I
<
AN
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1 zapiszemy wzor ostateczny w postaci

(5.4) My = ab? kfy(y) = 1/ ad b3.kf2 (v),
gdzie

4
55 i) = 5 REU — 93— 2 K(1 — 2],

4 —
{5.6) L@ =57y RE (1 — 42— 92K (1 — 93] = /9 /1 (y).

Wzér (5.4) podano cclowo w dwéch postaciach, bowiem dla malyeh y (elipsa
‘wydtuzona) dogodnicjsze jest postugiwanic sig funkcia f1 (g} (wysokod¢ wzgdrza
piasku jest rzedu krétszej polosi b), natomiast przy v bliskich jednosei dogodniejsza
Jest funkeja f5 () (wysoko$é wzgdrza piaskn jest rzedu ]/ ab). Wiasnoéé ta jest
zreszta widoczna z tablicy 1, w ktdrej zestawiono wartogei obu funkeyj f1 (¥) i /2 ().

Tablica 1. Nosnos¢ graniczna skrecanego
preta o przekroju eliptyczrym

w= bfa S1(y) L
0 2,6667 0,0000
0,1 2,6600 0,8412
0,2 2,6405 1,1809
0,3 2,6086 1,4288
0,4 2,5651 1,6223
0,5 2,5107 1,7753
0,6 2,4459 1,8946
0,7 2,3713 1,9840
0,8 2,2876 2,0461
0,9 2,1951 2,0825
1,0 2,0044 2,0944

W przypadku 9 =1 mamy K(0) =E() =n/2 i otrzymujemy wprost wzor
I dla preta o przekroju kolowym.
5.2. Pélkole. Kontur pdlkola opisze-
my dwoma ukladami rdwnaft parame-
trycznych (rys. 10);

_r

] d,
Xt =TFCO8f1, Xp=1,,
5.7
% M=rsint, yp=0,
I -
T 0 dy Tx przy czym 0 < t) <@, —r < 1y < 1,
Rys. 10 Na drodze elementarnych rozwazat

- hatwo stwierdzi6, Ze linia niecigglode
Jest w tym przypadku parabola, jednak dla naszych celéw wyrazimy réwnanie tej
* paraboli przez parametry ¢, i t,, Z téwnah (2.3) wynika

o~
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a poniewaz zwiazek (2.4} posiada tu postaé"
{5.9) 12 008 8] — 24y p+12cos ) = 0

i daje si¢ efektywnie rozwiklaé ze wzgledu na oba parametry, wiec ostatecznie

10 ~_ l—sing ~ l-—singy
{5. ) x = o8 ;—I, y= COSl';—rtg 51
albo ' R
~ ~ I 5
5. = fy, =
{3.11) X=h y=73 o

Objetos¢ wzgérza piasku 7, bedziemy oblioiali jako sumg objetoéei ¥y i ¥,
tys. 10. W przypadku objgtosci ¥, mamy y, — Y2=yy =0, x, =11 ze wroru
{3.5) otrzymujemy ' -

tep 2 -
E = — 2 = — 3 {p N
{5.12) Vs 5 ¥2 dt, | T tg o, |
—
‘Obliczanie ¥y jest rowniez doéé proste wobec x?+71% = r2; mamy tu

tgu - 1—sin\2 ~ | (I —sin ti 3
((5.]3) Vi :"“‘6—F3f[3(—“—*—) tg2 fiﬁZ( _) tgd l‘1] dt,
0

cos ty cOS

a po kilku przeksztafceniach i przeprowadzeniu calkowania

i1 16
{5.14) V= (? b ritg

tak ze ostatecznie

— 4
517 M;= (‘? — ?) 3k =0,6028 r3k.
5.3. Kolo z weigeiem kolistym. Kontur opisze-

my tu réwnaniami (rys. 11)

Xy =Rcost;, xXp==a +rcost,,

(5.18) .
Y1=Rsint, y;=rsing, ' _ Rys. 11

Jjest on wigc scharakteryzowany trzema parametrami podstawowymi: promieniem
zasadniczym R, promieniem wciecia 7 i przesunigciem frodkéw kot a. Parametry
4 1 t; w réwnaniach (5.18) mozna uwazaé za’' zmieniajace si¢. w granicach
. R2—y2 | g2
arc ¢os ——————
519 . 2aR
Nl
( ) : Ui RZ g2 42 )
' T Arccos —————— < £ < 7.
SR _ . 2ar =2s :

Rozprawy InZynierskie — 7
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Ujmujemy w ten sposéb pot obszaru, a dla obliczenia objetosci bedziemy odpo-
wiednie wielkosci mnozyli przez 2. Zalozymy, Ze a--r = R, co zapewni jednospdjnosé
obszaru, jednak uzyskane rozwigzanie wykorzystamy pézniej dla obszaréw dwu-
spdjnych. , .

Przejdziemy do okreflenia linii nieciaglo$ci. Ze wzoréw (2.3) otrzymujemy

- sin #o - sin fotg £
(5.20) x = a, YT a
SIN. fy — COS Iptg ¥y SIN fp ~— COS I tg iy

Réwnanie (2.4) po pewnych przeksztatceniach daje
(5.21)  {R4-r) sin () — tz)--a (sin t3+sin ) = 0

(zwigzek fen moina tu nawet w prostszy sposob otrzymaé z elementarnych roz-
wazafi geometrycznych bez pomocy geometrii rézniczkowej). Réwnanie (5.21)
daje sig efektywnie rozwigzaé ze wzgledu na obydwa parametry £, i #;, tak Ze linie
niecigglodci mozna okredlic w sposéb dogodny dla dalszych rachunkéw. Stosujac
wzor na sinus réznicy katow, wyrazajac funkcje sinus przez kosinus i rozwigzujac
otrzymane réwnanie kwadratowe otrzymujemy mianowicie

(R + )2 — @

(5.22) Sin iy = (R+r)2_2d(R+F)COS tl+a281]1t1
albo .

R4 —a2
(5.23) sinf; = ( ) sin fy.

(R+r)2+2a(R--r)cos ty + &>
Réwnaniami parametrycznymi linii nieciaglosci beda wige
[(R47)2 —a?] cos £y ~  [(R+r)? —a?] sin 4
2(R4r—acosty) ’ Y T2 (Rtr—acos )

(5.24) 5=

albo po wprowadzeniu parametru #
[(R+F)? — a?] cos ty {R+#)2 — a2] sin &y
2(R4+r-+acosty) ' 2(R+r+acosty)

Sa to réwnania elipsy, bowiem po wyrugowaniu parametru # lub #, mo7na je napisac

w postaci
~ a\?
4(’“““7) 45

(R+r2 | (Rirp—at
~ Mozemy teraz przystapié do obliczenia objetosci wzgdrza piasku. Po podstawieniﬁ
(5.18) i (5.24) do (3.5) i uporzadkowaniu otrzymujemy do scatkowania . funkcje

k24

A=

(5250 F=a-+

(5.26)

3 [(R+rPE—a?P
. e (R+r—acos t)? _
are cos EHE 1 [REA2—aP
o ' 4 (R-}-r— acos 11)3} 1+

tg u
G =3
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Wystepujace tu calki naleza do cafek elementarnych, jednak obliczenie ich jest do$é
zmudne. Po skorzystaniu z ogélnie znanych wzoréw redukeyjnych (L. S. GRADSZTEMN,
L M. Rvzig, [T}, wzor 2.554.3} oraz wzoréw dla funkcji cyklometrycznych typu

' o 1— 1
(5.28) arc tg fr=v = —arccos U
140 2
(wzory takie moina do$¢ latwo wyprowadzié przez przejécie z funkeji cyklometrycz- -
nych na trygonometryczne) otrzymujemy.

2—R—a  2(R+r)2—6R(R+1)+a?
b

529) - ¥ = 2R3 are cos +
(5.29) Vi= 5\ Riarceo R ]
—_— —R R
x.l/(R_f_}.z)_azarCCOS p —|-ﬁ_]/,zm(R_a)zl[(R_l_a)szg]}

Podobnie po podstawxemu (5.18) i (5.25) do (3 5) uzyslcu_]emy

23

tep 3 {(R+:)2ﬁa2]
(5.30) Va=—3 J o ! " (R¥1+acos r2)2
are cos 3R 1 R_E_.27a23
‘ + - R +r) ] } >

4 (R+r+acosty)?

a po scatkowaniu

B :tmg_ﬁ—{ 5 @42 —R2  2(R+1)2 —6r (R+1)-1a?
(3.31) Vy= Tk : arc cos - + 5 .x
—— ¢ =R 3R—7
x I/(RJH'P — a?arc cos + V] rz_(R__a)z] [(R+a)2——12 }

Ostateczny wzor uzyskamy przez dodanie (5.30) i (5.31) i podstawienic do (1.8).
Przedstawimy go w postaci bezwymiarowej

M, 2 pPrP—au2—1 2 pPPtaz—1
(5.32) ZR3 3 arccos 20 -+ 5 p3arc cos 20
! p—1 1—
— % (1422 — a3 arc cos T V[pzk(lwﬂ)zl [(1+a)2—p2),
gdzie wprowadzono oznaczenia
(5.33) o - PR TR

Zajmiemy si¢ obecnie -przypadkami szczegdlnymi wzoru (5.32). Przyjmujac
a =R, czyli a = 1, otrzymujemy wzdr podany w pracy M. WNuKA, [26]; jest to
przypadek o tyle wazny, Ze dla tego przekroju (kolo z weigciem kolowym o $rodku
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na okregu kota za_sadniczégo_) znane jest §ciste 1 posiadajace prosta postac rozwiazanie
w zakresie sprezystym. Stosujgc mianowicie przekszialcenie

2
(5.34) arc cos (% — 1)"= 2 arc cos %,

otrzymujemy

8

kR3

2 1
(5.35) =73 (24p3) arc ccns£ — —(2p+p?32 arccos (p — 1) 4

2 6
1 -
Tarl—p Va—p.

Wartosci tej funkeji zestawiono w tablicy 2.

Tablca 2, NoSnosé¢ graniczna skrecanego preta o prze-
kroju kolowym z wcigeiem kolistym :

p=rlR  M:JkR? p=r1/R  MifkR3
0 2,0944 0,7 1,2140
0,1 2,0455 0,3 1,0490
0,2 1,9533 0,9 0,8879
0,3 1,8335 1,0 0,7341
0,4 1,6940 1,5 0,1596
0,5 1,5409 2,0 0,0000

0,6 1,3794

Waznym przypadkiem jest réwniez ¢ = R —r, czyli ¢ = 1 —p; mamy wiedy
styczno$¢ obu két. Wzér (5.32) upraszeza si¢ znacznie, bowiem ostatni wyraz od-
' " pada, a funkcje arkus kosinus przyjmuja wat-

toé¢ o« lub =/2. Ostatecznie

m
(5.36) ;ﬁs = (Lhp? —2p¥2) =

2 - !
=§~n(1—p32)2.
Wykorzystamy teraz wzor (5.36) dla oblicze-
nia noénodci granicznej badanych pretéw w za-
kresie obszardow dwuspéjnych, gdy a-+# << R,
czyli a+p <1 (rys. 12). Wzdr (5.32) wtedy
oczywiscie nie ma zastosowania, natomiast
objetos¢ wzgdrza piasku, zgodnie z analogia
Sadowskyego, oblicza si¢ jako sume objetosei
- Rys. 12 stozka $cigtego o promieniach podstaw R i r
. oraz objetosei odpowiadajace] obszarowi jedno-
spOjnemu, okreélonej wlasnie wzorem (5.36) przy zastapieniu R przez a-l-r.
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Objetosé stozka Scigtego wynosi

(5.37

i= - alR—(at+n)l],

tg u

a wzor (5.36) napiszemy w postaci

(5.38)

t
Vo=l ey — o

285

i ostatecznie po powrocie do postaci bezwymiarowej przy oznaczeniach (5.33)

(5.39)

M

kR3

Tablica 3. No$no$¢ graniczna skrecanego preta o przekroju
kolowym z weigeiem lub otworem kolistym: ﬁs,fkm

3

7T [1 _|_p3 — 2p3,"2 (a+p)3.’2].

p=r{R
0,2
a=afR

0,5 T 1,0
0 2,0776 1,8326 0,0000
0,1 2,0496 1,6679 0,0079
0,2 2,0164 1,4888 0,0313
0,3 1,9787 1,2965 0,0703
0,4 1,9370 1,0917 0,1244
0,5 1,8917 0,8752 0,1932
0,6 1,8431 0,9936 0,2763
0,7 1,7913 1,1226 0,3728
0,8 1,7365 1,2588 0,4820
0,9 1,8483 1,3992 0,6028
1,0 1,9533 1,5409 0,7341
1,1 2,0420 1,6805 0,8744
12 2,0044 1,8139 1,0221
1,3 — 1,9352 1,1753
1,4 - 2,0358 1,3316
1,5 — 2,0044 1,4883
1,6 — — 1,6420
1,7 — — 1,7882
1,8 - - 1,9200
1,9 - - 2,0306
2,0 — - 2,0944

Wzory (5.32) i (5.39), traktowane tacznie, rozwiazuja problemi no$nosci gra~
na skrecanie prefa o przekroju kofowym z weieciem lub otworem

nicznej ze wzgledu

kolistyni,
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Okreslone tymi wzorami wartosei liczbowe podaje tablica 3, a odpowiednie wykresy
funkeji dla p = 0;0,2;0,5 i 1 zestawione sa na rys. 13.

MR |
23{/3 - 'DEU — D
z e
£42 /£
Obszary '
N dwuspdjne Obszary
Jednospdfre
4 -
il
OV TR T T R R
a 1 2 o

“Rys. 13

54. Kolo z dwoma symefrveznymi woleciami kolistymi. Przekréj taki jest wazny ze
wzgledu na zastosowania, mianowicie stanowi uproszczony schemat przekroju
wiertla kretego, rys. 14. Ze wzgledu na podwdjna symetrig _wystarczy * rozpatrywaé
tylko ¢wiartke przekroju, mnozac na-
stgpnie obliczona objgtos¢ wzgorza
piasku przez 4. W takim razie réwnania
konturu mozemy napisaé w postaci
(5.18),przy czym parametry ¢y i f zmie-
niaja sie teraz w granicach

R2— 242 44

arccos —————— £ H € =
2aR T2

oraz
R2— g2 — 2

arccos—————————— < | A
2ar R

Rys. 14 Linia nieciaglo$ci bedzie czefeia lindi

(5.24) lub (5.25), a ponadto pojawi s1¢ .

nowa linia pieciaglo$ci ¥ = 0. Objgto§é wzgbrza piasku obliczymy jako sumg

Vi+Vat+ Vs (rys. 14). Objetosé ¥y r6zni sig od (5.27) tylko. granicami calkowania;
po pomnozeniu przez 4

af2 e T . -
3[R — P
R3—— =
| -4 T(REr— acos t\2 .
Re—g2ggt . Fa 3 .
arc ¢os ZaI:— 1 [(_R +;‘-)2 . a2]3 } .
4 (Rtr—acos ) L

2
(40 Vi=-gigp
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Podobnie otrzymujemy

-~2a(R-+r) : .
arc ¢os (R-J}-F—)—:i-_ﬂ“
=l o2, IREP— P
(541) V3= 3 tg o f [’” 4 (R+r44a cos 1y)2
Riep?—r® - '

4 (R+r+acos i)’

Obliczenie objetodci V3 jest najlatwicisze, bowiem odpowiednia linia nieciagloéei
jest tu prosta x = 0. Mozemy tu wykorzystaé wprost wzdr (3.7) (kontur wklgsly),
podstawiajac g = r _dr'a'z m = (afcos 13) — ¥, przy czym dla uproszczenia oznaczono
1y = m — t;. Otrzymujemy

arc cos —— ’ 1 [(R_i_,)z —_ a2]3 }
. . 2

(R0}

Co Ei.l’(:Cl'.)S(R_l_rJa_hg2

3aZr 2a3
3— dts,

2
A = e —
642 Vs 3 tg 4 cos?sy  cosity/

(=2

a po scalkowaniu

2a (R+1) i
X
(R+m2t a4 (R+1)2

2
543y V3= ?tg I {r3 arc cos

R _ g
X [(R+1)? — 2] [(R+1P+a — 6r (R+P)]ata? In i : }

Calkowanie funkcji (5.40) i (5.41) i zastosowanie przeksztalcen typu (5.28) prowadzi
ostatecznie do wzoru, ktory zapiszemy w postaci bezwymiarowej przy uzyciu ozna-
czen (5.33):

Ms 4 14 a2 —p? 4 . pPPHa?—1

i Y a3
(5.44) R 3 Aresin— 2a + 3 p?arccos 2

L 1 2 2312(~ L@ + -1fp)
3[( +p)2 — 2] alCSIHHrp are sin —

2 2(1—p
— S all+p?— @]+ =V — 0 Pl [(+ar—p +
4 1
+ —a*ln R .
3 o

Liczbowo i wykrelnie ujmiemy tylko wazny przypadek szezegdlny e =1, czyli
gdy $rodki malych kof leza na obwodzie kola zasadniczego. Wtedy moina zastoso-
waé wzdr (5.34) 1 wzor ogdlny (5.44) upraszcza sig do postaci

5.45 VS_ 4 2-Lp? . 2 L 2p 4+ p2)3i2
[V o et e R e b
(5.45) TR 3(’ p)al‘cc:os2 i 3(p 9

2 -
% [a.rc sin + arc sin (1 wp)] — —3—(21) +p +

I+p

2 — 4
+ 3P (Il —p) y4—p2 -+ ?111 (1+p).
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Wartodci liczbowe iej funkeji podaje tablica 4, a wykres zaleznofci s = f(p)
przytoczono na rys. 15 wraz z analogicznym wykresem dla przekroju kolowego
z jednym weigciem kolistym, sporzadzonym w oparciu o tablice 2.

Tablica 4. Nofno§é¢ graniczna skrecanego preta
«o przekroju wiertla»

P=r{R ﬁsl’kR:’ p=r/R ﬁsfkR3
0 2,0944 0,5 1,0864
0,1 1,9975 . 0,6 0,8326
0,2 1,8189 0,7 0,5969
0,3 1,5949 0,8 0,3%10
0,4 1,3452 ¢,9 0,2259
0,5 1,0864 1,0 0,1117

" Zwrécimy jeszeze uwage na przypadek graniczny p = 1. Wtedy obszar przekroju
preta i‘ozpada si¢ na dwa oddzielne obszary, z ktérych kazdy przenosi polowg

M/kRs

2n/3
2

Rys. 15

momentu skrecaigeego. Odpowiedni przekrdj ograniczony trzema -lukami kot
o promieniu R, przedstawiony jest na rysunku 16. Podstawiajac p = 1 do (5.45)
i dzielac wynik przez 2. otrzymujemy dla takiego przekroju prosty wzér

G—yDa

: B 5 .
(5.46) M= [ 12 —1+ ?ln2] ER3 = 0,05585 ER3.

5.5. Dwg_'_luki -eykloidy (owal). Drzigki prostocie wyrazefi na element dhugosci
hiku i promieni krzywizny cykloidy otrzymujemy tu wyjatkowo prosty wzér na
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graniczny moment skrecajacy. Réwnanie potéwki konturu {rys. 17) napiszemy
w postaci :

(5.47) X=R(t—sint), y=R(l —cosi).
)
R — =
“2RJL___
I X
k3
Rys. 16 | ’ Rys. 17

Linig nieciaglodci jest oczywidcie odcinek prostej f == 0, przy czym nalezy podkre§lic,
z¢ — W przeciwiefistwie do elipsy — obejmuje on caly przedziat 0 < x < 2R (po-
niewaz promieft krzywizny cykloidy w punktach x =0 i x = 2R dazy do zera)..
Mamy tu

(5.48) X242 =2R2(l —cost), x'y’' — x'y"' = —R2(l —cos t}

i po podstawieniu do (3.5) otrzymujemy (mnozac przez 4 objetos¢ Ewiartki)

2 .
(5.49) Vo= tep f 4R3 12 (1 — cos )32 dr.

.0
Otrzymana calka nié jest catka eliptyczna, jak mozna by sadzié na picrwszy rzut
oka; wprowadzenie kata #/2 = u otrzymujemy calke funkcji sin3 # i ostatecznie

256
(5.50) My = =5~ kR? = 28,44 kR3.
Moment ten jest tylko o okolo 6 %) mniejszy od momentu granicznego dla przekroju
eliptycznego o tych samych pdtosiach.

5.6. Kardioida. Przekrdj o ksztalcie kardioidy, ktéry moze znaleZé zastosowanie-
praktyczne przy walach krzywkowyeh, jest o tyle cickawy, Ze wobec wystepowania
wkigslego punktu osobliwego musimy czgéé objetosci wzgdrza plasku ¥V, (rys. 3)
oblicza¢ wzorem (3.9) Iub (3.13). Réwnania parametryczne konturu napiszemy
w postaci (2.19), punkt osobliwy ma wspéirzedne xq = 0, ¥o = R.-Linia nieciagloéci
jest okregiem kola (2.20), '

Obliczymy najpierw objetoé¢ ¥;: Mamy tu

(5.51) x24y2=8R(1—coss), x'y'—x"y =_12R (1 —cost),

wige wyrazenia te nie réinia sie w sposob istotny od uzyskanych dla cylkloidy (5.48)
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i calkowanie przebiega do§é prosto. Po podstawieniu do (3.5) i wykonaniu catko-
* wania w gramicach od 0 do z oraz pomnoZeniu przez 2 otrzymujemy

2 . 64
(5.52) Vi— o Rdgs My = kR

Moment ﬂzlsz obliczamy wzorem (3.13) otrzymujac

_ 4 ~ - 64
{5.53) M =?kfR3 ]/Z(I—COS 132 dt::?kRz.

0
i ostatecznie

_ _ . 256
(5 54) M= My+ Mz = TkR3 = 28,44 kR3.

6. Nofnoéé graniczna skrecanych pretdw anizotropowych

Problemem plastycznego skrecania pretéw  anizotropowych zajmowali sig
W. O. Grocpzalew, [5], i G.1. Bykowcsw, [2]. GeogDZAIEw wykazal, ze przez
wprowadzenie pewnej liniowej transformacji wspdirzednych mozna zawsze spro-
wadzi¢ problem skrecania jednorodnego preta anizotropowego do problemu skre-
cania preta izotropowego o pewnym innym, przeksztalconym konturze przekroju.
Bykowcew zwidcil uwage na niejednorodne prety amzotropowe i przypadki
anizotropii krzywoliniowej, np. walcowej.

Drzieki transformacji zaproponowanej przez GEOGDZAJEWA moina bedzie wy-
korzystaé wyniki obecnej pracy réwniez do obliczenia no$nosci granicznej skreca-
nych pretéw anizotropowych. Przedstawiajac warunek plastycznosci Misesa dla
najogolniejszego przypadku anizotropii w postaci

{6.1) 0yt b o Ty ey Ten Ty = |
i wprowadzajac funkeje naprezen (1.3) otrzymujemy réwnanie
6.2) Cl(a@) +e 2(@05) —63@@:1
dx oy -
Jak wiadomo, state ¢; muszg speinia¢ nieréwnosé
©3  g<dno

aby forma kwadratowa (6.1) byla dodatnio okreglona. Wyprowadziny feraz nowe
zmienne niezaleZzne .
. . c ]/ 4¢icg — Co
{6.4) ¥ ~x+"—3""y, f=_l_2um_£
’ 26’1
uzyskujac w tym ukladzie wspdhrzednych takie samo réwnanie jak dla pretow
izotropowych : . '
()@ 2 C)@ 2 481

0x dy deyep— 3
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Warunek brzegowy @ =0 na konturze (jednospdjnym) oczywiscie pozostaje.
Graniczny moment skrecajacy, jak wykazal GEOGDZAIEW, okreSlony jest za pomocy
WZOoTH : e

. 46‘1
(6.6) M= 4 er— ff@(x,y)dx dy'.

Dla naszych celéw wygodniej jest postuzZy¢ sie analogia wzgdrza piaskowego, Po-
réwnujac réwnanie wzgdrza piaskowego (1.7) i réwnanie (6.5) dochodzimy do
proporci

HY ]/401 Cz — C‘g
6.7 T e e e
( ) 3 @ ‘ 2 ]// €1 tg ru’a
a po wyliczenin stad @ i podstawwmu do. (6.6) otlzymu_]emy
803!2
(6.8) My = Vs

(@ere—ctgp
przy czym V:_:, jest objgtodcia wzgdrza piasku zbudowanego na obszarze przeksztal-
conym. Wzbr (6.7) jest uogdlnieniem wzoru 1.8), ktdry otrzymujemy przez przyjecie
¢y = cg = 1/k2, ¢3 = _
Objgtos¢ ¥, mozemy obliczy¢ za pomocy wzordw (3.5), (3.6), (3.9) lub (3.15).
Dla przyldadu zajmiemy sig pretem anizotropowym. o przekroju eliptycznym,
w szezegodlnosci o przekroju kolowym. Réwnanie konturu napiszemy w postaci
(2.11), zatem réwnaniem konturn przekszialconego bedzie
. Cy }/ 4(,‘1 Cyg — C% .
{6.9) x' —acost+—bsmt y =——F——bhgint
2¢ 1 2(31
Jest to przy zalozeniu (6.3) pewna elipsa obrocona wzgledem ukladu x, y, miano-
wicie ruguiac parametr 7 ofrzymujermy
(4 2+ b chy? 2e3 %' '

X
6.10) + T avhea 2 b
(6.10 a  atb2(4ei c;—c3) a2 {/4eiey — 3

Potosie o', b’ tej elipsy wynosza (por. [28])
1
{6.11) a, b = Vi'z]/az e +b2e £ ]/(a2 cL—b2ex)2 - a2b2cl.

Zatem objetos¢ wzgbrza piasku ¥, okreslona jest za pomoca wzoru (5.2), a pod-
stawienie jej do (6.8) rozwiazuje zagadnienie. Wynik mozna zapisaé w postaci

— 16¢;” a' b2

r; — ) — 2 o
gdzie

: b’ @eci+b2ey—Viate, — b2 ¢ 2+a2b2c
6.13) p=— 1 2 {aZey 2) 3

ab ]/4(,'1 Cy— 6'3
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Szczego]me wazny dla zastosowan technicznych jest przekrOJ kotowy. Podstawiajgc

o a = b = R do (6.11) otrzymujemy najpierw

(6.14) | a',b' = "1757-1 ]/ c1t+ep + ]/.(6’1;— e +ef,
b: . — 2 2
(6.15) pmto ot Vo ap+d
, a 1/401 ¢2— 6
oraz
e 8R3
(6.16)  M;= RE( —4)— 2K (1 — ).

3 "61/01 +et Vi —e) +

W przypadku ¢; = 0, ¢; = ¢ = 1/k2 (izotropia) mamy v = 1, E (0) = K (0) = /2,
i ofrzymujemy ogélnie znany wzor

. 2
(6.17) M, = 5 akR>.

7. Nognos¢ graniczna skrecanych pretéw nicjednorodnych

Skreeanin w przypadku niejednorodnodei plastycznej poswiccit uwage A. 1. Kuz-
NIECOW, [12]. Stwierdzit on, ze w ogélnym przypadku uzyskane réwnania sa trudne
do scatkowania, jednak problem upraszcza sig znacznie, gdy granica plastycznodci
zalezy tylko od odleglodei punktu od konturu lub gdy jest funkeja tylko jednej
zmiennej w ukladzie kartezjafiskim. .

Z tych dwoch przypadkow pierwszy moze posmdac duze znaczenie praktyczne,
odpowiada mianowicie powierzchniowej obrdbce cieplnej. Rozwiniemy obecnie
rozwazania Kuzniecowa i podany sposéb obliczania granicznego momentu skreca-
jacego. Jak stwierdza KuzNiecow, linie nieciaglosei sa tu takie same jak w przypadku
materialu izotropowego.

Oznaczmy najkrotsza odlegloé¢é rozpatrywanego punktu od konturn przez n
1 zalozmy, Ze znany jest rozklad granicy plastycznosci przy skrecaniu k = k (n).
W praktyge jest to zwykle pewna funkcja malejaca zmiennej n. Wprowadzmy funkeje
naprezen za pomocy zwyklych wzoréw (1.3) (odmiennie od KuzNiecowa). Wiedy
rownanie okreslajace funkcje naprefen mozna zapisaé w postaci

(7.1 lg?;:d P| = k(n),
czyli

db(n)
(1.2) dn = k(n),

a moment skrecajacy Jest pr oporc_lonalny do objgtosci wzgdrza piasku o zmiennym
kacie zsypu p = u (n).
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Dzigki analogii obliczymy wprost moment skrecajacy, a catke podwdjng ziterujemy
teraz nastepujaco: : -

(1.3) ' ﬁszsz@wrzzfdsf (1“%)@(11)&’:1,
F 8 0

poniewaZ dF = (1 -— nfg) ds dn, czyli J = 1 — njp jest jakobianem przeksztalcenia.
- Przez m oznaczyli$my tu, podobnie jak w p. 3, odleglosé linii nieciggtosci od konturu.
Wobec (7.2) po scatkowaniu przez czedci otrzymujeny ostatecznie

e m . :
(7.4) Hg':2-f'dsf (m'—z—é'*—n-!—aé)k(n) dn.

m

0
W szezegdlnym przypadku & (n) = & = const (jednorodnosé) otrzymujemy oczy-
wiscie wzor odpowiadajacy (3. 1). W przypadka liniowej zmiany granicy plastycznodei,

{7.5) k = ky-4dn

otrzymujemy po wewnetrznym scatkowaniu

p — m? o md Cm3 omt
(7.6) Ms:zf{(T—FQ)k“L(?H@)A]dS‘
5

Pierwszy skiadnik przedstawia no$nosé graniczng preta jednorodnego o granicy
plastycznosci kg, drugi — «poprawke na niejednorodnoéén. Okazuje sig, 7e poprawke
t¢ czgsto nawet tatwiej jest obliczy¢ niz no$noéé preta jednorodnego. Podstawiajac
do (7.6) wzory (3.2), (3.3) i (3.4). otrzymujemy na poprawke AM, wzér

by ™
= 4 40— (2 p2)2
1.7 AM, = Ef[—— 3

b

3G —x"PY (=3 (x'2 -y
—— — dt

Nalezy tu podkres§lié, e w przeciwienstwie do wzoru (3:8) wzdr (7.7) nie jest uni-
wersalny o tyle, ze moze byé zastosowany tylko przy takim doborze parametru ¢,
iz ruch wokdt konturu odbywa sie zgodnie ze wskazéwkami zegara. W przeciwnym
przypadku nalezy zmienié obydwa znaki na plus. Prostota w stosunku do wzoru
(3.8) polega na tym iz wyrazenie x'2+y'2 wystepuje tylko w potedze catkowitej.
Tak np. w przypadku elipsy, (2.11), otrzymujemy po wykonaniu prostego catkowania
prosty wzdr
7w b3

\ M= — — (32 _ B2
(7.8) AM, 24a(3a b2y A,

a wigc nie zawierajacy calek eliptycznych w przeciwiefistwie do (5.2)..
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Poswiecimy jeszcze chwile uwagi niejednorodnosci nieciaglej. Niech np. k () =
= Jy — const dla 0 < n < g oraz k(n) = ky = const dla g <n <m, p1zy czym
zatbzmy, ze na kazdej normalnej g < m, czyli grubos¢ zewngtrznej strefy nie jest
wicksza od najmniejszego promienia krzywizny. Korzystajac ze wzoru ogdélnego
(7.4) i rozbijajac calke wewngtrzna na dwie catki w odpowiednich granicach otrzy-
mujemy najpierw

_ w2 g2 g} m? ms.
(79) MSZZf{[(mﬁ“ZE“)g_?+ Q:I(ki IC2)+("‘—_'§)]€}CIS

Wyrazenie wewnatrz pierwszego nawiasu jest rowne podwdjnej powierzchni calego
przekroju, mamy mianowicie.— podobnie jak przy wzorze (4.5) —

{(p —m)? . m
{7.10) F_—— jg‘lpﬁ——"é—_“}dsﬁ f(mufg)ds,

wyrazenie wewnatrz ostatniego nawiasu daje nos$nosé graniczna danego przekroju
ze wzgledu na skrecanie przy stalej granicy plastyeznoéci ks, tak Ze ostatecznie
otrzymujenty

- — 2 .
(7.11) M = M, (k) + (? mgd —g2s + ZgF) (ky — k).
Zauwazymy jeszcze, iz przy ky = 0 otrzymujemy po prostu pret dwuspdjny o stalej
grubodci $cianki g i wzér (7.11) przechodzi w (4.8).
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Peseme

OIIPEAENEHWE HECYIIEA CIMIOCORHOCTY CTEPKHEN MNOABEFTHYTHIX
KPYUYEHWIO AHAITMTHYECKUM METONOM

Bnaropapsa amamorzx Hamas w Cagoeckoro mpoGileMa onpereneHms Hecymedl cnocoOHOCTE
H3OTPONHEX OMHOPDONHBIX CTEDMKHEH IOHBEPTHYTHIX XPYYSHWIO CBEXEHA K ONpelelIcHHI0 PACYCTY
0GBEMa Tl ¢ MOCTOSHHBIM BaxNMoHOM {00BeMa mecyansix Gyrpos). Lemnio mactommedt paborer
ABIsieTCA NpHBEACHEC AHANHTIYCCKUX (OpPMYN, ONpefetiomdx 10T o6bem. B w. 2 marorcs
YPAaRHCHEA JMHEH pazphiBa HaOPMKEHWH, COOTBETCTBYION(HE DPETYNAPHLIM JyraM KOHTYDa,
ONHOM BOTHYTOH CHHEIYISDHOH TOUYKE M JBYM BOTHYTHIM CHETY/IEPHSIM TOUKAM. DTHMH ypapHeHH-
AME TocleRoBaTenrHo spimores (2.3), (2.4), (2.17) u (2.8). O6rem Oyrpa pecka HIM £ro YacThk
ompenersieTcsa obmumy Gopmynamy (3.5) mwma (3.6) aubo (3.13) u (3.15).
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Irn npumepa faervcs pemeHue i cewensi B Qopme SILIANICE, TONYKPYTa M KpPyrd ¢ BEI-
“PESAHHEIM KPYTOBSIM OTBEPCTHEM, KPYTa C IBYMS BBIPE3AHHBIME KPYTORKIME OTBEPCTHSIMHE, OB
-OTPaHMICHEOH ABYMA JyTaMA OUKHONAS! M KaPOHOALL PesynbIaTh cONOCTABIEHE B prne Tabnun
T ARAarpaMm,

B n. 6 BupemeHubie $OPMyIE! TPUMEHIIOTCS K PACYETAM Hecymei cuoc()SI{ocm AHH30TPOIIHEIX
-crepxael, tak xak B, O.T'eormxaen {5] moxasam, wto Gnaropaps nogcrasnemmEo (6.4) MOXEC
"CBECTH X 3AM24C A3IOTPONHOTO CTEPHKHA IpecOpaseBaHHOTO koRTYpa. B I, 7 BBIBSACHHEIC (POPMYIEL
TIPHMEHARTCA K OIpenenenysiM Hecyimel crocofaocTR TOJBEPYHYTEIX KPDYYEHHIO HEOAHOPOMHEIX
-CTepxHeH eCiTi NPENeT MIACTIHOCTH 3ABECHT TOMBKO OT PACCTOAHHS TOYKH OT KOHTYDA CEueHHS;
BTOT 'THH Hed,uﬁoponﬁocm MOMOT AMETh IPAKTHYECKOS 3HAMCHAE TPH MOBePXHOCTHOW TEpMM-
weckolf obpaboTke. PaccmarpusaeTcs Taxme ciyuail pasprimmolt HEOHHOPOFHOCTH,

Summary

ANALYTICAL CALCULATION OF THE LIMIT LOAD OF BARS SUBIECT
TO TORSION

Owing to the analogies of Nadai and Sadowsky, the problem of calcnlation of the limit load
:of an isotropic homogeneous bar subject to torsion is reduced to that of computing the volume
-of a solid of uniform slope (a «sand hill»). The aim of the present paper is to derive general equa-
tions determining this volume. In Sec 2 are given equations of discontinuity Imes of stresses cor-
responding to regular arcs of the contour, one concave. singuiarity and two concave singularitits.
“These are, respectively, Egs. (2.3), (2.4), (2.17) and (2.18). The volume of the sand-hill or
Ppart of it is determined by the respective general Egs. (3. 5) or (3.6), (3.9) or (3.13) and (3.15).

As an example are given solutions for elliptic profiles, a semicircular profile, circle with a circular
inciston or with two circular incisions, a profile bounded by two cycloidal arcs and a cardioid.
“The results are represented in the form of tables and graphs.

In Sec. 6,the equations derived are applied to the computation of the limit load of anisotropic
‘bars, because it has been shown by W.0. GEoGDZAEW, {5], that this problem can be reduced by
-substituting (6.4) to that of an isotropic bar with transformed contour. In Sec. 7, the equations
-derived are applied to the computation of the limit load of a non-homogeneous bar subject to
torsion if the yield point depends only on the distance of the point from the contour of the section;
#his type of non-homogeneity may have a practical value in the case of surface heat treatment
"The case of discontinuous non-homogeneity, is also considered.

POLITECHNIKA ERAKOWSKA

Praca zostala ziotona w Redakeji dnia 22 czerwca 1963 r.






