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1. Wstep

Ustroje zlozone z elementéw kratowych o zmienmych sztywnoéciach zginania
znajduja duZe =zastosowanie w roinych konstrukcjach inZynierskich zwhaszeza
o przeznaczeniu komunikacyjnym i przemyslowym. Wyznaczanie wielkosci nadlicz-
bowych, sit przekrojowych oraz obciazen krytycznych natrafia w tych przypadkach
oczywiscie nia wigksze trudnoéci niz w ustrojach ztozonych z pretéw o stalych prze-
krojach poprzecznych. Jedng z podstawowych i szeroko rozpowszechnionych metod,
umozliwiajgcych obliczanie wyze] wymienionych wielkoSci w ustrojach pretowych
jest metoda przemieszczen. i

Wyprowadzenie wzordw transformacyjnych metody przemieszezefi oraz zasto-
sowanie tej metody w rdinych rozwiazaniach zagadnien statyki, statecznodci i dy-
namiki zlozonych ustrojéw pretowych o stalych przekrojach poprzecznych jest
miedzy innymi szeroko opisane w monografiach [1] 8. Braszkowiaka i Z. Xacz-
EOWSKIEGO oraz [2] W. NOWACKIEGO.

Wyprowadzenie odpowiednich wzoréw transformacyjnych dla pretéw o zmien-
nych sztywnodciach zginania natrafia na ogdl, zwlaszeza w zagadnieniach statecz-
noéci, na trudnodci w nzyskaniu calek ogdlnych réwnan réZniczkowych o zmiennych
wspoélezynnikach.

Niektore rozwiazania zagadnied wyboczenia pretéw o zmiennych sztywnodciach
Zginania, podane np. w znanej i interesujacej monografii [3] F. BLEICHA oraz w pracy
[4] F. TOLKE zostaly otrzymane w oparciu o catki ogdlne jednorodnych réwnan
rézniczkowych drugiego rzgdu. Poniewaz catki te zawieraja tylko dwie stale dowolne,
zatem. rozwigzania podane w pracach [3, 4] i innych dotycza wylacznie bardzo
szczegblnych sposobdw podparcia pretéw i uniemozliwiaja wyznaczenie sit krytycz-
nych w wielu waznych dla prakiyki inzynierskiej zlozonych ustrojach pretowych.

Rozwiazanie zagadnienia zginania I wyboczenia usirojéw ramowych, zloZzonych
7 pretéw zbieinych o kolowych i kwadratowych przekrojach poprzecznych, podali
autorzy w pracach [5, 6, 7). Natomiast praca obecna stanowi rozszerzenie publi-
kacji [8] oraz usprawniajaca modyfikacje rozprawy [9].

W pracy tej wyprowadzono wzory transformacyjne metody przemieszezef,
umozliwiajace rozwigzanie zagadnien wyboczenia i zginania ustrojéw sprezystych

{belek cigglych'i ram), zloZzonych z pretéw kratowych o sztywnodciach zgmama’_ s

zmiennych w sposdb czesto spotykany w konstrukejach inZynierskich.
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Wyprowadzone Wzory moga byé zastosowane do wyzZnaczania sit przekrojowych
i obcigzen krytycznych w przypadku ram hal fabryczaych, ram dZzwigowych, suwhic
bramowych, masztow, stupow wysokiego napigcia, niektorych elementéw mostowych
i wielu innych konstrukcjach.

2. Zginanie

2.1, Zmiemnoé¢ momentn bezwiadnosc przekrejn  poprzecinege preta. Rozwaszmy pret
kratowy, w ktorym moment bezwiadnoéci praekroju poprzecznego (rys. 1} wy-
raza sie funkcja:

@0 T(E) = Is (i &'+ px £,
gdzie

st:/T’ETks Ei’:]‘_ﬁé’

an 4 I
w=Y T pr=Y 7 i e = 1.

Symbolami I; i Ix oznaczono tu momenty bezwladnosci przekrojow podporowych.

I

I(E) T
X
: &l L &'l t
i {
Y

Rys. 1

2.9, Réwnanie réiniczkowe odksstalcone] osi preta nieokciaZonego. R&wnanie rozniczkowe
odksztalconej osi preta ma postaé:

2 2
(2.3) 75&5—2 [EI &) ii:.(?] =
Catka ogdlna réwnania (2.3) wyraza sie funkcje;
@4 YO = (CLE+Ca8) In (e +pr O+ Ca &+ ke
Uwzgledniajac nastepujgce warunki brzegowe: _
2.5) y@ =y yM=yn YO =Ip YO =lgs

wyznaczamy wystepujace w funkcji (2.4) stale catkowania
1 ,
€1 =~ (@ — Dpit+-Q21n )y o — (uf — 14210 pa) 91,

I
§?-6)_ C=— 4ICh ) -Gl — D) o — (g — 14210 pe) 9l

Cy=y— Cilngy, Ca=ys— Colnpn,
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gdzie
2.7 A = (i — pe)* — 4 (0 pa2.

2.3. Momenty zginajace i sily poprzeczne. Momenty zginajace 1 sity poprzeczne, wy-
stepujace W koficowych przekrojach preta, wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami

- [g(s) % y(rf)]
£=0

Mg = 2 e
(2.8) ) :
ki 2 dg? £t »
d a2y (&)
(2.9) T =T = — {Tﬁé [EI & _c%r]] E;:?'

2.4. Wazory transformacyine. 2.4.1. Pret obustronnie utwierdzony (tys. 2). Po pod-
stawicniu obliczonych stalych catkowania do funkcji (2.4) otrzymujemy na
podstawie wzoréw (2.8)i (2.9, nastepujace wzory transformacyjne na wielkosci
statyczne.

zA1 kk-
%

El;
Mix = =~ De () gat2 (@) g — » (1) 9,

Fl, 5
(2.10) My =7 Lo () ittt # () o — @ (),
Ely
Too =T = — "5 () pi-o () gr — £ vl
gdzie
Ye — Vi
(2.11) Y= e

1 ‘

w () =~ (2 — O (4F — i +41n ),

(2.12)
2

e(w) ="r (2 — 1) [ — 1 (pi+ 1D In il
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1
P () = i — 1) [Qus — P2 (i — 1) I pad),

@) o) = (i — D [ — w2 — ln gl

1 .
& () = Z(,ua — mr)4;

A wyraza sig za pomoca wzoru (2.7).

24.2. Pret utwierdzony w wefle i oraz podparty przegubowo-przesuwnie w wesle k
(rys. 3). Korzystajac z warunku My, == 0 i eliminujac z pozostalych wzoréw transfor-
macyjnych (2.10) kat ¢z otrzymujemy

Er, ,
Mg = %" () (91 — v),
(2.13)
Erg
Tip = Tin = — =) (s — y),
gdzie . .
¢ (s — )3
(2'14) . %:(‘u) — Mo\ He

i — 4 la g




ZGINANIE I WYBOCZENTE RAM ZROZONYCH Z PRETOW HEATOWY(QH 473

2.4.3. Pret utwierdzony w weéle i oraz o nieobracalnej lecz przesuwnej podporze
w wedle k (rys. 4). Z warunku Ty = 0 rugujemy z pozostalych wzoréw (2.10) kat
¥ 1 otrzymujemy

Ef;
(2.15) M = — Myt = — (91 — )

Wrystepujace w powyzszych wzorach wspolezynniki py i py zestawiono w tablicy 1

Tablica 1. Wartosci wspolezynnikdw g; i uy

I _ u}; _ 4/ _ 7; _ 4/ 1
E "V E Ve|"™VE VYV
0,10 1,780 0,562
0,15 1,600 0,622
0,20 1,500 0,669
025 1,410 0,708
0,30 1,350 : 0,740
035 | 1,300 0,770
0,40 1,257 0,797
0,45 1,220 0,818
0,50 1,192 0,841
0,55 1,163 0,862
0,60 1,137 0,880
0,65 1,114 0,398
0,70 1,096 0,914
0,75 1,075 ) 0,931
0,80 1,057 0,946

W przypadku momentu bezwladnodci stalego na calej diugoéei preta [y = I =
= Iy =1I, 7a§ ws = up = 1. W zwigzku z tym wzory (2.12) i (2.14) sprowadzaja
sie do formy nieoznaczonej 0/0, Po zastosowaniu reguly de I'Hospitala wyprowa~
dzone wyzej wzory sprowadzaja sig do znanych wzordw transformacyjnych, poda-
nych np. w monografii [1].

2.5. Sity wyjéciowe. 2.3.1. Prgt obustronnie utwierdzony. Obcigzenie silq skupiong
(rys. 5). Rozwazmy pret obeiazony sifa skupiong P dziatajaca w dowolnym punkcie
prostopadle do osi preta,

Warunki réwnowagi przekroju ¢ zapisujemy nastgpujaco:

(2-16) Mci"I‘Mck = 05 — Tci—|‘Tck+P == {),

Sily prackrojowe wystgpujace w réwnaniach (2.16) wyrazamy na podstawie
wzorow (2.10) nastepujaco:
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El, e
McF? tha % (1) e — w.f(ﬂ)E ,

Elge Ye
My= w1 (1) potve (1) il

(2.17)
_ E[ Ye
T = (51)2 [CUE(,M)(P{: C,g([u') "gi]s
Ye
T = — @ [1’5’ () @ot-Ly (H)ﬁ] ;
gdzie : : :
@.18) Ly = VI, Lye=VIis;

I jest momentem bezwladnosci przekroju poprzecznego ‘w punkeie c.
Funkeje # (1), » (), w (4)i{ () wyrazaja sic wzorami (2.12),a symbole & i &
oznaczaja, ze funkcje te odnosza sic odpowiednio do preta i—c oraz c—k.

Uwzgledniajac wyraZenia (2.17) i rozwigznjac uklad réwnan (2.16) znajdujemy:

c 1o g2t 1 — 2,
$e™ EI, (i — )2 A {1 ( pop-F2 I pew) [(1 — )2 —

— 4o (In mc)ZH(l — o +20050 1 grac) [(1 — pizp)? — 4piy (I peer)?1},

T EL m fl {01 — A, In o) [(1 — 2532 —

— dpin (10 peer)?]H(1 — prig+H4pip I per) (1 — pdo)? — 4pd(ln w021},

gdzie A wyraZa sig za pomocg wzoru (2.7).
Migdzy wspblezynnikami p wystepujaeymi we wzorach (2.19) istnieja nastepujace

zaleznodct :
T e
fe = Mi'f‘!‘#kf o paT
VI}.«; ]/ 1
mé’ pr &, feke = ;5;;

Wykoﬂzystuj gc wyrazenia (2.20) we wzorach (2.19) otrzymujemy
P2 1
BT G G T | e e
+ (o — g [ &2 pn E) In pry — (062 — p &2 In (g &'+ pp ]+
4 Qs — pr) (s & pore 82 {(In )2+ Tin (s &'+ pse E2} —
— 2 G — ) (i E% — p & I s+ I Quag 61 &) —
- 2.Gu s ) {0 2 T G P} )

(2.19)

- Ye

(2.20)

2.21) @ =
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(2.20) . PB 1 s per
fod Yo = FIA (r — ) {{2 (prs — pa) 88 —

— 2{ps — pr)? [ E24-pn 82 In g — (0482 — pp B In (i &'+ pg £)] —
— (pae — ) [L4-Cuoe &'+ §7F {(In pa)2+-[In (g &' px P} —

— 2 ) (128 — WEEP L ) In o (pe &'+ pr ) +

+ 4 (e &' pe &) {(In ) — [In (pe &'+ px P} In #a}}

Momenty 1 sily poprzeczne wystepujace na koficach preta wyraZaja sie na pod-
stawie wzordw (2.10) nastepujaco:

To

E Ye
Mg = M= _é_? 8.5(.!”) Pe — 'VE(J“)E:I’

Ely . Ve

My = Mkc=w$, Ak (w) svc+w;'(,u)§"l ,

(2.22) _
El,e Yo

Tig = The = — Ei)—z[ws(#) Yo — Ce(ﬂ)‘g_l],

EISE' ye
Tyt = The= — @32 Ve () Pt (#)E .

Podstawiaj@c do wzordéw (2.22) wyraZemia (2.21) oraz uwzgledniajac zaleznoSci
(2.18)1(2.20) otrzymujemy nastgpujace wzory na sily wyjsciowe dla preta obustron-
nie utwierdzonego obcigZonego sity P przylozona w odleglofel £ od pedpory i:

1 '
MY, = — Pl {(uf — DY E I gy — In Qoo &'+ O] —
— 26 In g I petIn (e &'+ O,
1
My = —"Plj{(ﬂi — 1) & [In geg4-In (g & iz &)1 +
+ 28" In g [In pe — 1o Qs &'+ px )1},

0 — _fim f . 2 2 gt 2 = (2B 2

Tix = - 16 (e — pa-H (it ot & — Dln g — G & — pip £+
+ 26 — D In (& Fprd) — 210 pg {In pe-Hin (g &+ p O,

0 P 2 2 g 2 2 e 2

Ty = —"Z'{f(m—ﬂk ~ (& tppé — Do gt & — pz & +
28 — D) (e +pxd) — 210 gag o gy — I Qe+ DI}

Rozwazmy nastgpnie przypadek obcigZenia preta sifa skupiona w polowie jego
rozpigtosci.
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Rys, 5

Wowcezas £ = &' = 1/2; wzory (2.23) przyjmuja postaé:

Pl . . e

Mgfc: 24 [(#s - 1)(IHM1—IHM i ) —2In (ln‘ug-l—ln'u 2@)],
IR it i+

My = _ﬂ[(ﬂ?‘: - 1)(111 Mi‘I-hl'u—z@) +21n ,u.;(ln‘u;—ln'u z‘u—k)],

(2.24) »
T = A {(m — ) [(s — pa)+2u: In ] —

i 1k
— ~ui+41nm)(lnm+1n“ 2‘“)},

P ,
Th=— ﬂ{(’“ — ) (o — po -— 2p0 In ) 4

ot i etk
+(M§_Hi)(1ﬂ.ui—f—1nﬂ 21” )"‘“ 4111#!7(11’1#5‘—'111 7 )}

W przypadku preta orsialym momencie bezwladnodei wzory (2.23) po zmudnych
przeksztalceniach sprowadzaja sig do. nastgpujacej znanej (por. np. [1]) postaci:
M, — — PIEE?, My =PIR2E,

Ti = PE2(28+1), T = — PE2(2E'4-1).
Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku dla & = & = 1 jest

P

8’ 2°

Obciazenie ciagle na pewnym odcinku preta (rys. 6). W tym przypadku
wzory na sily wyjéciowe wyprowadzimy latwo z odpowiednich wzoréw podanych
powyzej, przyjmijac
226 P =q(§)idk

: i catkujge wyraZenia na sily wyjéciowe w granicach od & do &,.

(225)

My = — My, = Tip = — Ty =
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g(&)idE
g(&)

Z’t 7 uvs o | - kV

& %

4

: &al [ l
&l | ET
Rys. 6

Dla preta obustronnie utwierdzonego na podstawie wzorow (2.23) otrzymujemy:

Mikﬁmﬁfq(g) {2 — 1) & [In s — Tn ug E'+px 8] —

. — 2& In gz [In g+ 1n Qpeg &'+ pe £)13 dE,

2
Mg, = _\ZI‘I(‘E) fu — 1) En s + In (s & + pz &)] +

{2.27) i -+ 28" In pag [ln pr — In Qug &'+ px O} dE,
!
Tjy = i f g (&) {(us — pr) & [(ps — pa)+2p In o] — [(ue — pix) =
b A x (s & o £) 12 In g} [l gg-+In (e £+ peb)]} d2,
1 . '
Ty = ]‘f‘l(f) {(ui — pa) [ — pa) § — 2 e &' ) +
& + (i — pr) (o &' e &) fin patln (s &' g 8] —

— 21n gy [In gz — I (g €7 4 a1} 6.

W przypadku préta o stalym momencie bezwladnosci wzory (2.27) przyjmuja
postac

Eﬂ gﬂ
M=~ [ q©ée2ds, Mu=10 [q®8E &,
{2.28) : b 3! .
Th=1[q@&2QE+Dds, T =Th—1 [ (@t
& &
Obcigzenie réwnomierne na calej dlugodei preta (rys. 7). Przyjmujac

we wzorach (2.27) g (§) = ¢ 1 wykonujgc calkowanie w granicach & =0, & =1
znajdujemy;

q
1) F P Y Y Y Y Y I Y YE YT YN ¥
/i ’
g\/\/\/\/\N\VVWVW\WI—k/
7
L | ‘ [
s 1..
Rys. 7

Rozprawy Inzynierskie — 8
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gz 1

My, = —ud m[(m — ) (g — 3) —
— 2(up — 1) B+ 1) In g — 8 (In pi)?],
g% 1
Mes = 47 (o = a2 (s — )2 (s — p)? (i — 3) -+
@) 202 — 1) G+ 1) In s — 83 (In ),
Ty = fl— m [(pe — pa)? (i — 3) -4 (;ua‘ — px) In py —

~ 16 ui (In pa)?].

T = g [(m — ) (@ — 3) px — 4 (s — pa) In s +
# 44 (Ms

+ 16p (In g3)?].

W przypadku preta o stalym momencie bezwladnodei przekroju poprzecznego
wzory (2.29) na sily wyjéciowe przyjmujg znana postaé
gl2 ql

12 Th=— Tp =5 -

My =~ My, = — 5

2.5.2. Pret utwierdzony w wesle i oraz przegubowo przesuwnie podparty w wezle k.

Obciazenie sita skupiona (rys. 8). W tym przypadku wzér na moment
wyjéciowy mozna latwo otrzymaé, wychodzac z odpowiednich wzoréw wyprowadzo-
nych dla preta obustronnie utwierdzonego.

~ Przyjmujac w p1erwszym i dluglm 76 WZOTOW (. 10) i = 0, p= 0 oraz MM =1
obliczamy

zAi . k
FASVAN WAVAVAVAYAN AP ATATATAT AT AT AT LAY A
Rys. 8
‘ !
2.30) | P =

Els iy % (1)
i znajdujemy przekaznik FE T R
s) 20— 1— (1) Inp)
Box() - o Alng—u e
_ "W rozwaZanym przypadku moment utwierdzenia (wyjsciowy) M}, otrzymujemy
. na podstawie wzoréw (2.23) ze zwigzku

(235 Mg =k =
™ .
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- Pl
(232) My =M, —ku My = — i £2E [In g+ In (o £+ e )] —

(D & In e — In e &+ px 1),
gdzie Ay = 41n py — uf |- 4, symbole MY, i MY, oznaczaja momenty wyjéciowe

wyrazone wzorami (2.23) i zostaly tu wprowadzone chwilowo dla bardziej przej-
rzystego przedstawienia zwiazku (2.32).

Znajac wielko$¢ momentu M;), znajdujemy sity poprzeczne wyjiciowe 7z réownan
rownowagl

P ’ 2 2
T = A =4 In gy — & (g — pg) —
(2.33) — (U &+ d &) M — In (s &'+ uz 1),
P
Th = 7 {6 (us — p3) — (AHE+2 D Tl g — I (o &' -1 O

Jesli sita P dziata w polowie rozpigtosci (& = &' =14), wtedy wzory (2.32),
(2.33) upraszczaja sie do postaci:

Pl Mt e
Mfk:_ﬂl[(ﬁf—l)lnm*(ﬂf+3)lﬂ 3 ],
P Mt pir
234)  Th= —3 [(ﬂ% S In pitpi — pi — (@i +3) In— ]
P Hat
Th = EYR [Mf — (i +3) (TH M — In _—2”“)] .

W przypadku preta o stalym momencie bezwladnosci przekroju poprzecznego,
wzory (2.32), (2.33) po zmudnych przeksztalceniach sprowadzaja sie do znanej
postaci (por. np. [I])

MY, = — LPIEE' (2 — &),
(2.35) 19, =4 PE (3 £,
The = — +PE2(3 — §).

Latwo zauwazy¢, 7e w tym przypadku dla £ = & =1 mamy

3 11 ’
My = — 1 PL T = P Th= P
Obciazenie ciagle na pewnym odcinku preta (rys. 9). Wzory na sily
wyjéciowe otrzymamy przyjmujac w wyrazemach (2. 32) (2 33) P = q (&)1 d&
i calkujqc je w granicach od & do &,.
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q(é)ldf.
e
A k
é VivATA A v
| &l : 7
&l |
R B |
Rys. 9
P I
M= —Ifq(f) {280 g +1n (ua &'+ px )] —
& — (D) & [in s — In Gui&'+ e O} &,

(2.36) Ti.’c_——f‘J(E) {4lnpy — & (M M.L)*
— (L& 2 &) [In g — In (ug & +px O]} d5,

£
I .
18 =g @@= A+ T = Tn G T D
1 EL N .
Wzory (2.36) mozna réwniez fatwo otrzymaé wprost ze wzorow (2.27), podobnie
jak w przypadku obcigzenia sita skupiona.
W przypadku preta o stalym momencie bezwladno$ci przekroju poprzecznego
wzory powyisze przyjmuja postac:

EB
2
MY = —-TI 9@ 8 Q- O,

£
!
(2.37) T = ?f g & @B —E9dg,

&
Tiy = Tie — 1 f q (&) dE.
&

Obciazenie réwnomierne na catej diugosei preta (rys. 10). Przyjmujac
we wzorach (2.36) g (&) = ¢ i wykonujac catkowanie w granicach & =0, £, =1
znajdujemy :

ql? 1

Mj = s G - ) (1 +5) — 4 Quatpe) In ],

1
_¢ 1 . - |
A0 Ga— ) o) Q2ute — 3py — 5)+4 (g — piad In g,

———— . . ) 2 .2 _
44, (o — #)[(ue ) Qg — pi +5) — 2pe In ]

(2.38)
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FETTRRRIRRERRRRARIREYL

%,41

!P
i a4
v

AV AVAVAVAY SEAVANA AP LA S s i
|- X
Rys. 11
W przypadku preta O stalym momencie bezwladnodci przekroju poprzecznego,
wzoty, (2.38) przgjmuja Znang postad:
gl 5 3
My = g > Tfk='8‘q1, T = — g 4l

2.5.3. Pret utwierdzony W wezle i oraz o nieobracalnej lecz przesuwnej podporze
w wesle k. Obcigzenie sila skupiona (rys. 11).

Podobnie jak W przypadku rozwazanym w p-keie 2.5.2. wzory na momenty
wyjsclowe mozna tatwo otrzymaé, wychodzac 7z odpowiednich wzorow wyprowa-

dzonych dla preta obustronnie utwierdzonego.

Przyjmujac we wzorach (2.10), ¢ =0, gz =0 otrzymujemy

El;
, My = — 7 v () ¥,
(2.39)
EIS
My = """ ® () .
Z warunku
El;
(2.40) T =Tui = 7 =1

wyZnaczamy kat . ktéry po podstawieniu do wroréw (2.39) daje przekazniki

3
_ oy
(241) w o tl) @)
% w it 1)+ 210
w1 = Kk (W (a1 — pa)

Momenty wyjsclowe na koficach preta znajdujemy ze zwiazkdw
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— o 1
MYy = My — FuTgy = — Pl@; L)
2.42)

Mgf = Hf(c)i —_ EkiTgi - QPI

[ (2 — 1) — In pet-In Qs £z O],

em———[E (42 — DIn gy — In ! N,
(s — ‘uk)z[ (g — D+F1n g (15 &' +pa &N
gdzie, podobnie jak w przypadku 2.5.2., symbole M], MiT?, oznaczaja momenty
i sily wyjéciowe wyrazone za pomoca wzoréw (2.23).

Jedli sita P dziata w polowie rozpigtodci preta, to jest przy & = &' = 4, wtedy
wzory (2.42) przyjmuja postac:

1 Mg
M?:—PIF[Z—lmz(l ;1 —)]
i 2 (ue — pa)? B =T 4.

(2.43)
1 Mt
0 = —pl——— {1 — 1 2(1 iy — 1 )]
Mka Plz (,U'?. . }Ll.k)z [luk + 0 fig n 3

W przypadku preta o stalym momencic bezwladno$ci przekroju poprzecznego
wzory (2.42) sprowadzaja sic do nastgpujgcej postaci:

Pl 0 Pl
(2.44) My = = EQ—8, Myu=— 5
Przy & = £ = 1 znajdujemy znane wartosci

o 3 1
M“.:: _?Pl, Mki:——g——Pl‘

Obcigzenie ciggle na pewnym odcinku preta (rys. 12). Przyjmujac
w wyrazeniach (2.42) P = g (§) I df oraz wykonujge catkowanie w granicach od &
do & otrzymujemy nastepujace wrzory na momenty wyjsciowe:

g(&)ide
diimnte
7 ﬁ\/\/\/vv e — ki%
Eql
R 1 §2[ L |
&l | E7 1
Rys. 12
2 &y
My = — (‘ui_‘;k_)zf g (&) [E (g — 1) — In pu-tln (e &'+ pi £)] dE,
2 ‘EIEB
- 2 1) s — 1 1 dE.
(i~ P f 9 1€ G — D+HIn g — In Guedpus)] s

&




ZGINANIE T WYBOUZENTE RAM ZEOQZONYCOH Z PRETOW KRATOWYCH 483

W przypadkn preta o stalym momencie bezwladnosci przekroju poprzecznego,
wzory (2.45) przyimujg postaé

&
2
My, = -fwgf g EQ— b,
{2.46\

2o
My = _EJ g (&) &2 d¢.
Obciazenie rownomierne na caltej diugoéci preta (rys. 13). Przyjmujac

we wzorach (2.45) g (£) = ¢ i wykonujac catkowanie w granicach & —= 0, & =1
otrzymujemy nastepujace wzory na sily wyjsciowe

gl py
M= — — ———— (2 — 1) (4 — 3)-+41n pi],
ik 2 (M‘i. — Juk)3 [(F’i )(l‘l’i )+ H’i]
(2.47) " ,
_ar Hi
MG S ————————— 2.‘ — .
n3 2 (,Lt . .“ )3 [Ju'a M.’C 4}.1'1 fu‘ﬂ}
H'HH !iHHi’i'wnwaQ
7£ AVAV AV AVAVA VALV AT AYA ST AT TATEY k;?
: 7
| t |
i |
Rys. 13

W przypadku preta o stalym momencie bezwladnodcei przekroju poprzecznego
wzory (2.47) sprowadzaja si¢ do znanej postaci

0 — = 0 - X
My, = — My

3. Wyboczenie

3.1. Réwnanie roiniczkowe zagadnienia. RoOwnanie rémiczkowe odksztalconej przy
wyboczeniu osi preta o zmiennej sztywnoSci Zginania, jest nastgpujace:

d2 dzy(é) d2y (&)
(3.1) s [EI(E) = ]+sz d}; =0, .

gdzie EI (&) oznacza sztywno$¢ zginania preta.

Przyjmujgc zmienno§é momentu bezwladnosci przekroju poprzecznego __wedk
wzoru (2.1) zapisujemy rownanie (3.1) w postaci o
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a2 [ d2y(5)] 10

(3.2) a5 (03 &' +pz £)? dE2 iz =),

gdzie

._]/Eiz'
(3.3) =V

Calka ogdlna rdéwnania (3.2) ma postaé:

Gd) 3O =V &+ px &) {Cy sin [o In ps (s & + s & +

+ Carcos o In g (e £+ up 1} -+ C3 6 - Cop
gdzie

l/ o2 1
. TV e

Uwzgledniajac nastgpujgee warunki brzegowe (rys. 14)

Rys. 14

(3.6) YO =y, yO=wyx, YO =Ip ¥y 1) =Ip

otrzymujemy stale catkowania

21
C1= F{[Ur.ut (ps — 2B)1 @i + [(uatpex) B+20 (i — i) A — 2] o —
— (i — p) (i + 20 4 — By},
-
= {2p 14 — 0 (i — pe)l o — [(patpa) A — 20 (s — px) Bl o —
(3.7 ' — (s — p) L4 + 20 (B — )] w3,

i
G = 1 (W — D {2 [pA+20 (1 — Bl o220 (1 — puB) — pn Al g —

= (g~ ) (14 402) Ay},
Cq=y;— Cip A — Cou B,
gdzie

O 0BY A= (@D (G ) (1 — 4D ddg 2 Guek ) BT,
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Yo — W

{3.9) A=sin(2elnu), B=cosQColnw), wvp= ;

3.2. Momenty zginajace i sily poprzeczne. Momenty zginajace i sily poprzeczne, wyste~
 pujace w koncowych przekrojach preta, wyrazaja si¢ nastepujacymi wzorami:

P [Ef(s) dzy@] |
E=0

2 d&2
(3.10)
" [EI & dzy(f)]
ki — 12 dfz et »
d [ EI(&) d2y(&)
(3.11) Tiw = Tgy = — {ldf [T e + Sy (5)]] gm0

3.3. Wzory transformacyjee. 3.3. 1. Pret obustronnie uiwierdzony (rys. 14). Po podsta~
wieniu obliczonych stalych catkowania do funkcji (3.4) oirzymujemy na podstawie
wzorow (3.10) i (3.11) nastepujace wzory na wiclkosdci statyczne:

ElL
My = - [a (o, @) pi4-P (o, p) pr — 9 (0, ) v],
El, .
(3.12) My = e [8 (o, &) pi+pez o (o, p) @5 — y (0, @) v),

El,
T = T = 5 [0 (o, )} paty (0, ) o — 8 (0, ) ).

Wystepujace w tych wzorach funkcje a (o, i), B (o, ), V{0, 1), y (o, p), 6 (o, u}p
wyrazaja sig za pomoca wzorow:

1
a(o, p) = A,k [Corat-per) 4 — 20 (s — p) B1,
2
B o, 1) = o, lo (ui — px) — Al,
1
(3.13) ? (o, ) = A—l(m — p) [ 4 — 20 (s B — 1)),
) N
y (o, ) = o, P (s — pe) 120 {ps — B) — A],

1
d (o, ) = 2, (g2 — pe)? (1-+40%) 4,

gdzie

@314 4= {(m — ps) (1 — 42) A-+4g [2 — (et o) B}

(s — i) (1+402)
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We wzorach (3.13) dla skrécenia zapisow wprowadzono po lewych stronach
znakow réwnosci symbol p, ktéry zastepuje pi 1 px.

3.3.2. Pret utwierdzony w weZle i oraz podparty przegubowo-przesuwnie w wezle k
{rys. 15). W tym przypadku z warunku przyréwnania momentu My do zera oblicza

sig kat g Nastgpnie, po podstawieniu wyznaczonego w ten sposdb kata ¢y do
pozostalych wzoréw (3.12), otrzymuje sic mnastepujace wzory transformacyjne

El; ,
My = “;,‘" &’ (o, i) (pi — ),

(3.15)
EL
Tip =T =~ 5 (o p) g — 8" (0, 9],
gdzie
1 1

(3.16) a' (o, u) = A 2umd, (e, p)= A—Z(Mi — px) (A+20B),
prIy czym '

4
(3.17) Ay = [ t-pur) A — 20 (g — pr) Bl

(g — pr)? (1-+402)

3.3.3. Pret utwierdzony w weZle i oraz o mnieobracalnej lecz przesuwnej podporze
w wezle k (rys. 16), Przy tym sposobie podparcia preta nie moga wystapié sity po-

S Al k a
s AV AT AV :%—a—-—-_
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przeczne. Przyjmujac Ti: = 0 1 rugujge w ten sposob kat ¢ otrzymujemy wzory
transformacyjne

EIS r Hr
My = T [a" (o, &) @it (o, ) pil,

(3.18)

EIS r r

My = T[ﬁ (o, 1) it (0, ) @xl,

gdzie

1

a' (o, p) = T # e — ) (208 — 4),
1

(3.19) B (o, ) = — ;(m — BE) 0,

1
1o, g} = 57 i (s — pr) QB+ A).

3.3.4. Pret utwierdzony w weile i ze swobodnym kovicem k (vys. 17).

Rys. 17

W tym przypadku odpowiedni wzér transformacyjny otrzymuje sie na podstawie
wzordw (3.15) z warunku Ty = 0, ktéry umozliwia wyrugowanie kata 1, badz
tez ze wzorow (3.18), przyjmujac My = 0 i eliminujac kat g,

Otrzymujemy wowezas

- EI '
(3.20) Mg = ——a'"' (o) s
gdzie .
(g = ) (14-40%) A
2 (208 + 4)

(3.20) o' (o, 1) =

Przykiad 1. Rozwazmy zginanie ramy przedstawione] na rys. 18, ztoZonej z pretow
kratowych. Moment bezwladnoéci przekroju poprzecznego rygla na odcinku 1-2
jest staly i réwny I, pozostatych zas pretéw zmienny wediug funkeji (2.1) od wartosci 7
przy wezlach 1 i 2 do Iy = 0,0625 I przy podporach. '
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Warunki rownowagi zapisujemy nastepujaco:
(3.22) M AMpt+-M;; = 0, My+My+Myp =0, Tijpt+The =0,

przy czym przez M, oznaczono tu sume My, + M3,

g=50T/m
l VAV AV AV AVAV AV AV IGD —
A I —
S k] 7 20T TN
7 757
s
Qﬁ
w
B R e Rl L
: _
| 25 7 50 7 98

Rys. 18

Réwnania (3.22) po uwzglednieniu wzoréw (2.13) oraz znanych wzoréw
transformacyjnych dla preta o stalym przekroju poprzecznym (por. np. [1]), przyj-
muja postac:

[0,75 %' (1) +4] 1 +292 — 0,25 %" (u) + MIA 0,
(3.23) 21 + 10,75%'(15) -+ 4] g2 — 0,25 x'() p = 0,
— 0,25 2'(1) 1 — 0,25 %'(1t) 2+ 0,5 %" (u) p = 0.
Postugujac si¢ wzorami (2.2), (2.14) i (2.38) znajdujemy nastepujace wielkosci
1 = 02515, pa=pup=fhc=tap =20, fiq = tp1 = fica = pip2 = 05,
%' (u) = 6,9046, MPA = 5,459 Tm.

Uwzgledniajac znalezione wielkosci zap1su;|emy uklad roéwnan (3.23) w naste-
pujacej postaci:

5
9,1784 gy + 292 — 1,726 v -+ - 5459 =0,

(3.24) 201 + 9,1784 @3 — 1,726 p=0,
- 1,726 ¥ — 1,726 P2 |- 3,452 Y= 0,
Rozwigzujac uklad réwnad (3.24) otrzymujemy:

0,669 > >
1= —0U, 'EI: Py =1, EI:

5
p=— 02888
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Ze wzoru (2.13) oraz przy wykorzystaniu znanego wzoru transformacyjnego
dla preta o stalym przekroju poprzecznym i z obliczonych wielkodei odksztakcen
znajdujemy momenty przywezlowe:

My, = 3,149 Tim,
Mg = — 0,6564 T, /

My = — 2,4930 T, A4 ~qmm—
My = — 0,9720 Tim,

seesnynannasnBNRTA AN

My = 0,6561 Trm,
My, = 0,3159 Trn.

Moment w polowie rozpietosci
preta 1-4 wynosi M = 2,3315 Tm.

Wykres momentow przedstawio-
no na rys. 19,

Przyklad 2. Rozwazmy wyboczenie ustroju zlozonego z pretéw kratowych, przed-
stawionego na r1ys. 20. Momenty bezwladnoéci przekrojéw poprzecznych pretow
zmieniaja si¢ wedlug funkeji (2.1) od wartodci T w wezle 1 do I = 0,0625 I przy
podporach.

Rys. 19

g
Iy Y 1
A g DC JE—
5 jﬁ =
T Iy 70
Qu
oy
8l —
o
L 50 | 50
# A+ |
Rys. 20

Warunki réwnowagi zapisujemy nastgpujaco:
(3.25) My + Mg+ Mg=0, Tgz=0.
W oparciu o wzory (2.13) 1 (3.15) otrzymujemy
[2%'(e} + a'(o, W)l 1 — @'(o, ) =0,

(3.26) , ,
_ a(o',.“)fpl -+ 5(0’,”)1‘,1)=‘0.
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Korzystajac ze wzoréw (2.2) i (2.14) znajdujemy
L=0251, w=20, pr=05  »'(u)=1,726.

Po podstawieniu obliczonego ='(u) do uktadu réwnan (3.26) i przyréwnaniu
do zera wyznacznika gléwnego otrzymujemy funkcje

(3.27) f (o) = 13,8092 80, w)+a'(a, 1} 8'(e, p) — [o'(o, w)]* = 0,
ktéra dla okreflonych wartodei u zaleZzy tylko od wielkosci o.

Drogg prob, w oparciu o wzory (3.3), (3.5), (3.9), (3.16) i (3.17) znajdujemy ¢ = 1,8,
dla ktérego f(o) = 14,4746 oraz ¢ = 2,0, dla ktérego f(v) = — 3,4512. Inter-
polujac liniowo otrzymujemy o = 1,9615 spehniajace réwnanie (3.27).

Zatem sila krytyczna obliczona w oparciu o wzér (3.3) wynosi

Py = 0,03850 EL

Dla poréwnania wynikéw podajemy wiclko$é sity krytycznej, obliczonej przy
zalozenin statych zastepczych momentéw bezwladno$cei przekrojow poprzecznych
pretow okreflonych ze wzoru f = l/I Iy,

Pir = 0,0181 EL

Otrzymana sita krytyczna jest o okoto 53 %, mniejsza w stosunku do sily krytycznej
obliczonej w sposdb Scisty. Doéé znaczna réznica wynikéw wystepuje tu na skutek
duzej zbieznoci pretébw o zmiennych sztywnoSciach zginania.

W przypadku obliczenia momentu zastepezego zZe wzoru fp = (I41p)f2 sita kry-

tyczna wynosi
Pir = 0,03855 I

i jest ona wigksza o 1,3% w stosunku do sily obliczonej w sposdb  Scisly.
Oczywifcie ta bardzo mata roznica migdzy obliczonymi wartodciami jest tu
przypadkowa. '

4, Zakoficzenie

Przedstawiona praca stanowi kolejny etap szeroko pomyslanej rozprawy, w ktorej
autorzy zamierzaja ujaé szereg nowych i oryginalnych rozwigzan z zakresu waznych
dla praktyki inzynierskiej zagadnief ze statyki i statecznosei sprezyste ustrojéw,
zlozonych z elementéw o tdznych zmienonych sztywnoéciach zginania.

Nastepne przygotowane juz do druku prace obejma zastosowanie metody prze-
mieszczef do rozwiazywania zagadnien jednoczesnego zginania i $ciskania (lub
rozciagania) ustrojéw, zlozonych z elementéw o zmiennych przekrojach poprzecz-
aych. : '
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PezmwwMme

BOIIPOC M3rABA U MOTEPH VCTOWYMBOCTH PAM COCTOAMINX
13 PEMETYATHIX CTEPXHE#H C NEPEMEHHBIMI XKECTKOCTSIMM W3THBA

B pabore BBOAATCH QOpMyNs! Hpeobpa3OBAHUA KOOPIHEAT METOHA NepeMelleHHd, AAFNmx
BOIMOMHOCTE PEINeHA 3aiau XACAIOIMMXCH TOTEPH VCTOWUKBOCTH M H3rMOa YIODYTHX CRCTEM
(MHEOrOmpoNeTARX 0amok M paM), COCTORLUEX M3 UYACTO BCTPEHACMBIX B MHKEHEDHBIX KOH-
CTPYKIMAX DPEHICTYATHIX CTEPXHCH ¢ MEpeMEHHOH KeCTKOCTbIO M3rkba.

Brisenesabie GOPMyIEI MOXKHO HCIIONB3OBATE I OOPCOSACHIS CEUT B CEUEHHsIK H KPATHYSCKAX.
HArpy30K, B CIYY2E PaM 3aBOICKHX LEX0B, PaM KPAHOB, MOCTOBEIX KPaHOB, MA9T, MAUT BEICOKOTO-
HATIPABACHAA, HEKOTOPHIX 3EMEHTOB MOCTOB M BO MHOTHX APYLHX KOHCTPYKUIHSX,

Summary

BENDING AND BUCKLING OF FRAMES COMPOSED OF LATTICE ELEMENTS
WITH VARIABLE BENDING RIGIDITY

Slope-deflection equations for the displacenmient method are derived thus enabling the solutiomn
of the buckling and bending problem of elastic structures (continuous beems and frames)
composed of lattice elements with bending rigidities variable in usual ways.

The equations obtained may be vsed to determine section forces and critical loads for industrial -
hells, crane frames, rate cranes, masts, high tension towers, some bridge elements and many other
structures.
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