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SPREZYSTE FALE GIETNE W NIESKONCZONEJ RURZE. .
PRZY PRZEPEYWIE PEYNU NIESCISLIWEGO

ANDRZE]: BOBESZK O (WARSZAWA)

1, Wstep i oznaczenia

We wspdlezesnej literaturze fachowej wiele prac poswigconych jest zagadnieniom
rozprzestrzeniania sig sprgzystych fal gigtnych w rurach przy przeplywie czynnika,
jak rowniez zagadnieniom drgafi swobodnych i wymuszonych. Problemy powyisze
wylonily sie, w zwiazkn z zaobserwowanym drganiami rurociagu naftowego,
eksploatowanego przez Trans-Arabian Pipe Line Company i zostaly rozwaZone
po raz pierwszy w pracy H. ASHLEYA i G. HAVILANDA, [1]. Wyprowadzono w nigj
przy zalozeniu niefci§liwosci przeplywajacego plynu i w oparciu o elementarng
teorie zginania réwnanie ruchu rury i wyznaczono czgstosci drgad wasnych przez
zastosowanie nieskoriczonego ukladu réwnan oraz podano zwiazki dla predkoéci
fazowych sprezysiych fal gigtnych w nieskoficzonej rurze. Réwnanie ruchu wy-
prowadzone przez tych autoréw zostato uécilone w pracy [2] i niezaleznie w [3],
gdzie podano inna metode jego rozwigzania i rozwazono drgania wymuszone.
W pracy [4] uwzgledniono wplyw §cisliwosci przeptywajacego plynu i skoficzonosci
przekroju rury. Doswiadczalne okreslenie czestosei drgah wlasnych zawiera praca [5].
Uzyskane w niej wyniki w duZym stopniu pokrywaja si¢ z wynikami uzyskanymi
na drodze Tozwazafl teoretycznych. Szczegélowa analiz¢ postaci drgafn wiasnych
przy pominigciu sztywnofci zginania (np. dla przypadku weza gumowego) zawiera
praca [8]. Nalezy zauwaiy¢, iZ w pracy tej blednie okreslono zakres hiperbolicznosci
réwnania ruchu, co jednak nie zmienia wynikéw korcowych. Praca [9] zawiera
do§é wyczerpujaca analize matematyczng zagadnien brzegowych rozwazanego
problemu i, co wydaje si¢ najistotnicjsze, nzasadnienic nieprawidlowoéci stosowania
metod wariacyjnych, z uwagi na fakt, iz odpowiednie réwnanie rézniczkowe dla
funkcji ksztaltu ugiecia rury jest niesamosprzgzone. Dalsza czgSé pracy zawiera
rozwigzanic w postaci fal wedrujgcych dia rury nieskonczonej i konstrukeje roz-
wigzania przy pomocy funkcji Greena dla rury skoficzonej.

We wszystkich powyzszych pracach rozwazano rure o stafym przekroju w ramach
elementarnej teorii zginania przy stacjonarnym przeplywie plynu 1dea]nego nie-
Scifliwego (z wyjatkiem pracy [4]).

Rozwazenie powyzszego problemu w ramach teorii powlokowej, co stanow1
odrebne zagadnienie, znajduje sig w pracach [7], [10], [11], [12] i [13], gdzie uwzgled-
niono ttumienie wewnetrzne materiatu powloki.
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Zasadniczym celem ninigjszej pracy jest préba uwzglednienia zmiennodci prze-
kroju rury i predkoéci przeptywun plynu w réwnaniu ruchu oraz przedyskutowania
w ramach réznych teorii zginania (elementarnej, Rayleigha i Timoszenki) anizotropii
i dyspersji sprezystych fal gigtnych.

Oznaczenia
A . pole przekroju poprzecznego Tury,
4;  pole przeswitu rury,
E modut Younga materialu rury,
G modut sprizystosci poprzecznej materiatu rury,
I moment bezwladnosci przekroju poprzecznego rury,
K stala sprezystoéci podioza,
S sila rozciagajaca rure,
U predkoéc niezaburzonego przeptywu,
W  wydatek,

% wspolezynnik charakteryzujacy sztywnos$é zginania rury,

e

% wspolczynnik charakteryzujacy silg rozciagajaca rury, pokrywajacy

e sig z predkofcia fal poprzecznych w strunie,

co predkosé fal nieskoficzenie diugich w precie,
¢1 predkosé fal podiuznych,
¢z predkosé fal poprzecznych,
¢p predkosé fazowa fal giginych,
¢g predkosé grupowa fal gietnych,
—‘}j- wspolezyanik charakteryzujacy sprezystosé podioza,
Q -
k  liczba falowa,
7 promieri bezwladnosci przekroju poprzecznego rury,
w  czgstodd kolowa,

;A . . .
gfzf stosunek gestosci przeplywajacego plynu g 4; do gestofei ma-
¢ terialu rury g4 na jednostke dhugosci.

2. Roéwnanfa ruchu
w Rozwaza si¢ nieskoficzong

sprezysta rurg o przekroju
pierScieniowym, w ogdlnym

o

O

Gl s IELAEI L przypadku zmiennym wzdhz
J Unt) \ o8i rury, przy nieustalonym
: ¥ przeplywie ptynu (rys, 1).
—— Réwnanie ruchu rury wypro-
IS SIS

e o

wadza si¢ W oparciu o zasade
wariacyjna Hamiltona,[3), przy
nastgpujacych zaloZeniach;
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1) Przyjmuje sig elementarna teori¢ zginamia, tzn. pomija si¢ sily poprzeczne
i bezwladnos¢ obrotowa.
2) Zmiany pola przekr()]u uwaza SlQ za male W cely zapewnienia stosowalnosci

teorii jednowymiarowej przeplywu.
3) Przeptywajacy plyn traktuje si¢ jako idealny (tj. niclepki i nieprzewodzacy),
aicécisliwy, co dla przypadku.cieczy o malej lepkosci (np. wody lub nafty) stanowi

wystarczajaca aproksymacj¢.
Predkosé elementu. plynu w k1erunku prostopadtym do osi rury jest pochodna
substancjalng ugiccia w (x, 1) wzgledem czasu i wynosi

ow ow
(21) 7 L ~+U(x,t)ﬂ—.

Energ;a kinetyczna elementu dx rury i plynu w danym momencie czasu bedzie

1 ow\: 1 w\?
22y dr= E@A(x) > + — 5 0 A U2 (x, t)+ +U(x t)a dx,
va$ energia potencjalna odksztalcen sprezystych
o wr={pao(5 e 5]« g ke
{2.3) V= —2—E (x) " S(x) K(x)w

Stosujac zasad¢ Hamiltona, mamy

a 2z
2.4 ff{ QA(x)(dt) ZQiAi(x)[Uz(x,t)+( +U(x t)a )]

1 (aZW) 1 (aw)2 1 : 2}
——EI(x) ——ES(x) o —?K(x)w dxdt =0,

W rozwazanym przypadku réwnanie Eulera, pokrywajace sig z rownaniem ruchu;
bedzie mialo postac¢
4w dI(x) B w [ d21(x)

@5 By TE S —a

Nw
+0; U2(x, 1) As(x)— S(x)J ()x2

92w
+291 U(x, 1) Au(x) 3 aIHQA (x)+e¢Az (x)l oz

dAn;(x)] as (x)} ow n

U (x, ) (
+- {ei[“iat— A3 (¥ +2U (x, ) Aé(x>+U2 D5V Td Jox

ou o
+gi[ a(x D 4 LU, D af( )] L KG)w=0.

Po wykorzystaniv z réwnania ci@'g}o'éci

(2.6) L mUG DA =W
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zwiazku .

c)U | :
a( )Ai(x)w(x,r) i“ =0,

en ...

ostateczna postaé rownania ruchu Jest nast@pujqca

obw I B 21()
(2.8) EI(x)—“i-ZE = 63 [ d2 +g¢UQ(x t)Ai(X) S(x)]

—i—2gi U (x t) Ai (x) FYY + [e4 (x)-l—gg Ay (x)] —1—

o2
oU(x, ' t das
+ {Qs[ ;f ) +U(x, t) (;C )] Ay (x)— dix)

ow
} +E@Ew=0.

b3, Rozwiazanie w postaci fal wedrujacych dla rury o stalym przekrbju
przy stalej predkoSci przeplywua piynu :

W rozwazanym przypadku réwnanie ruchu (2.8) upraszcza sig tak, ze po wprowa-
dzenin nowych WSpolczynnlkow 3ego ostateczna postac b@dzw nastqpujqca

Hw aw
ER))] b2—~*+(sU —02)—" +2£U +(1+B) i +d w=0,

Rozwigzah powyzszego réwnania poszukuje si¢ w postaci

3.2 | - w(x, £) = exp i(wt“; kx);- -

Po podstawieniu (3.2) do (3.1) otrzymuje si¢ réwnanic na o

(3.3 (1 +e) @2 — 2 Ukeo — b2 k4 — 2 j2 — dZ—I—eU2 k2 0,

plerw1astk1 ktérego sq

7 ]/ (1+¢€) (b2 kA2 k2—|—d2) — U2 k2
(34}~ P12 1+s T 1de -

Pr@quéci, fazowe fal propagujacych sie wzdiuz rury beda

42
2 — 1 —elJ2
v, ]/(1+e)((;2k +c2+k2) el
I+e ' I+e

i

G T epp=

za$ ich predkodci grupowe
£U (14-2) (262 k2+4-¢2) — s UJ2
(36) 691,2 = I——Fz‘ "._' - = 7 - .
(14-¢) ]/(I—!—s)‘ (bz k242t E) —elJ2
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Zwigzek (3.6) vogdlnia znang zaleino$¢ ¢y = 2¢p z clementarnej teorii zginaria
belek, ktéra mozna uzyskaé z (3.6) przy podsiawieniu ¢ =0, d =01 & = 0.
Rozwigzanic (3.2) przedstawia fale wedrujace o stalej amplitudzie przy zalozeniu,
76 w jest rzeczywiste, Przy w zespolonym rozwiazanie (3.2) przedstawia fale we;dxu;acce
o amplitudzie narastajacej wyklad- ,
niczo z czasem. Zatem warunek q"f.
nienarastania amplitudy fal wedry-"
jacych jest nastepujacy:

(3.7) U< Uy,
gdzie
(3.8) Up=

_ d 14¢
= ]/_(b2 k24-c2+ E) At

Zaleznodé Uy od k przedstawiono
na rys. 2. Krzywa powyzsza posiada ... . i K
minimum przy k = /djh. W inter- : Rys. 2

pretaql fizyczne] oznacza to, iz przy

powyzszej hczble falowej pr@dkosc grupowa pokrywa sig z p1qdkosc14 fazowa, tzn.,
Ze energia przenosi sig z ta samg predkodcia co i fala.

Yegigi =

F ol L R,

4. Rozwigzanie w postaci fal wedrujacych d rury o stalvm przekroju
przy zmiennej predkosei przeplywn plynu

Rozwazany przypadek jest interesujacy ze wzgledu na do$é czeste wystepowanie
nieustalonych przeplywéw w rurociggach, zmiennych w czasie zaréwno mono-
tonicznie (np. otwieranie lub zamykanie zaworow) jak 1 perlodycznle (ap. przy
pompowaniu plynu).

Roéwnanie ruchu rury przy przeplywie nieustalonym bedzie

4w 02 w 2w
2— 2(1) — 2 N
4.1 b +[el2() c] I~2£U(t)o af—i—(l—l—e) 6t2
dU (5 ()w
€ T ox + w=0.
Rozwiazania (4:1) poszukuje si¢ w postaci -
(4.2) : w(x, 1) = T (£) exp i (— kx).

Po podstawieniu (4.2) do (4.1) otrzymuje sig réwnanie rézaiczkowe Zwyczajne
na T (#) o zmiennych wspolezynnikach

(4.3) (1+&) T — 26U (@) k1L [52 kd--c2 k24-d2 — U2 (£) 2 — e (() k] T = 0
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b po wprowadzeniu oznaczef

_ U ik
{4.4)
B2 kA4-c2k24-d2 — e U2 () k2 — aU(t) .Ek
y{n= Tre

townanie
{4.5) TOF2OT O+y (O T(2) =0.
Przy podstawieniu
@.6) () =f() exp [fa () di]
i spelnieniu warunku o (f) = — §(f), zagadnienie sprowadza sie do rozwiazania
réwnania

- . _ dz
4.7 AURS [52 ket o — 1— Uzt )} T =0

Jesli U(¥) jest funkcja periodyczna, to (4.7) jest réwnaniem Hilla. Badania obsza-
16w statecznodel ostatniego mozha dokona¢ np. przez zastosowanie nieskonczo-
nego ukladu réwnan, [14].

Jako przyklad rozwazmy przypadek, w ktérym predkoss przepiywu 7mienia
si¢ z czasem sinuscidalnie

(4.8) U (£) = Uy+Us cos b1,

Rownanié na f(f) ma postaé

“.9) F -2 (1 — 2u5 cos B — 2z cos 201) 1) = 0,
gdzie
k I/ B ]/ 2 2 Ut

Q _' 1+£ Uﬂ’-—— UO + 2 5

4

Uy U, 4
(410) H1= Utz » Mo = Uz
Uf,,—(Ung 7«) ' U2 — (U0+ 2)

Rozwiagzanie okresowe poszukujemy w postaci szeregu

i i |
4,11 ST D) = i
(4.11) _ 7@ = . 1;15 (ak COS 5~ -i—b;;sm 3 )
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Po podstawieniu (4.11) do (4. 9) otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie czgstosci kry-
tycznych:

02 )
ltm—7rm — (1 £ u2) — 12 0
902
— (g1t u2) 1= 5 —mH —#2 e

“.12) | 2562 =0.
— 2 M 1—m TR :

4962

0 —— M2 — M . - 402

Picrwsze przyblizenie dla pierwszej harmonicznej wynosi

(4.13) o 0, =202y TEp;,

zaé drugie o
L Tt P

(4.14) . 0, = 29]/1iﬂl+ @,LT

5. Anizotropia 1 dyspersja fal

Rozwazymy anizotropig i dyspersje, tj. zaleznosé predkodci fazowej od kierunkn
rozprzestrzeniania . 81@ i d}ugosm fali, przy pominigciu sily osiowej i sprezystodci
podtoza. ‘

A. Teoria elementarna. Réwnanie ruchu po wprowadzeniu nowych wspélezyn-
nikdéw ma postaé

Totw 02w

i ) 02w
2 — _ =
(5.1) cir ot +£U2 '+‘28Ua at+(1+£) atZ

Dla rozwigzania w postaci (3.2) stosunek predkosdei fazowych do predkosci ¢
jest okreSlony przez zwiazek

cprz _ ol ﬂu@mm~@z _ U
gdzie (= —,

(5.2) o 1—|—s 142 ’ o

Z powyzszego zwiazku przy ustalonych & i { moina okre§lié najmniejsza wartosé
liczby falowej (krytyczng), powyzei ktdrej rozwigzanie (3.2) przedstawia fale wedru-
jace o stalej amplitudzie, ponizej za$ amplituda fal wedrmjacych rosnie wykladniczo
z czasem. Wyznaczenie wartofci krytycznej liczby falowej fal gictnych w rurach
ma duze znaczenie praktyczne. Mianowicie procesowi wymuszania drgas gigtnych
rury z okre§lona czgstoscia @ w pewnym przekroju rury odpowiadaja fale wedrujace
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w kierunku przeplywu i przeciwnym, o réznych diugodciach i réinych predkosciach-
fazowych. Przy zmniejszaniv o maleje rowniez k. Przy kr = (kr)er, gdzie

(5.3) i (kfer = £ ]/ The’

znajdziemy

(5.4) e o %—52]/(11.8)3 |

B. Teoria Raylelgha Uwzglqdmeme poprawki. na bezwladnosc obrotowq pro=-
wadzi do réwnania, [15],

(34.w S o w 02w

(5.5) 6(2, r2 b?— rzw + +25U +(1+8) ()ﬂ 2 | 0.
Analogicznie _ ‘ _ , o
iy ma &l Ve ery?] (k)2 —= 14 (kr)?] o2
(5.6) co  1det(kr)2 e : 1+e+4-(kr)?
oraz _

142 (1 £2) h/ 402 }
(5.7 (kr)er = -l/—~—2— - 1+ m 1.

Dla fal diugich przy kr — 0 zwigzek (5.6) przechodm W (5.2). Podobanie dla matych ¢
(5.7) przechodzi w (5.3).

C. Teoria Timoszenki. Uwzglednienie poprawki na bezwladnosé obrotowq i sile
poprzeczna prowadzi do rownania, [15], s

.5 \ o2 za4w A M w (1 , , ’Uz) o4 w
(5.8) - (cof“'ﬁ‘? _)r' Oxc 28" Ur ox3 of e tee’ e ca " i on
U , 0w ()4 + 2@4 + , oW 02 + () +
—}—286 r a o8 (1+s) zr o el 3 ZsU (l+e) FY .:,‘

gdzie &' = E/k'G.
- Po’ podstawieniu rozwigzania w postaci (3.2) i wprowadzeniu wielkosci bcz-
wymiarowych otrzymuje sie réwnanie na x — epleg.

(5.9 (1+e)e (kr)z wt— s’ & (k)2 w3 — {{H-(l—l-s _ 6@) &) (kr)2—|—1—|—s} w2
+26£ [6(kr)2-1] (1 — e’ £2) (fer)2 — 222 = 0.

Réwnanie to dla kr —0 przechodzi w réwnanie

(5.10) C(le) w2 —2almtel2 =0
kt()rego.pierwiastki 59 .
AT I Ve

- ”1’2__1+a— It+e
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Podobnie dla kr -> co réwnanie (5.9) przechodzi asymptotycznie w rownanie -

(5.12) (14-6) &'t — 2e6'C, w3 — [1+(1-F6— 8L2) '] 12+ 288'C, w1 - 88" £2 = 0,

kiGrego pierwiastki sa

o V(l+46) & —ee"2 (2

G maT T (Ito) e

"y x4 =x1

o —0 | Teoria elementorna 4
0 ok - ! m————————e S
' / // R

AT

' | I ﬁ LI Teoria Rayleigha
a7 - ‘

: Teoria Timoszenki . "

‘ - lo4ss
as|-/- ' 2=0 o= -
LY /,/ Lt _ 2| .
t}'a —

02 At : T 095
Ly ity -
o\ -l _
. \9.5 10 - 45 20 25 30 515 40 45 &0 85 60 65 70 kr
-4 : R P e TS
ol \\\
_D’a - )
_0‘4,_.__
f ——l

—07
-8 \\ _ !

- t::%h uE

_w \ T -

Rys. 3
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Ze wzoru (5.13) uzyskaé mozna wyrazenie na krytyczna warto$é stosunku pred-
kosci €/ do cq.

| 1
(5.14) for = ]/f

po przekroczeniu ktdrego, nawet fale bardzo krétkic beda niestacjonarne o nara-
stajacej amplitudzie, _

W charakterze przykladu wyznaczono krzywe dyspersii dla. ¢ = 0,5, &' = 2,8,
{=01 {=1. Przypadek { =0 odpowiada rozprzestrzenianiu sig fal w rurze
przy spoczywajacym plynie. Krzywe dyspersji odpowiadajace temu przypadkowi
polozone sg ponizej odpowiednich krzywych dla rury mezapehnonej plynem. Dia
malych wartoéci { anizotropia fal jest nizznaczna, tak Ze w przypadku rur stalowych
przy predkosciach przeplywu rzedu kilku metréw na sekunde predkodci fazowe
fal propagujacych sig w kierunku przeplywu i przeciwnym mozna uwagad za jed-
nakowe, Natomiast dla dugych wartosci ¢ (przypadek taki wystepuje przy prze-
plywie plynu przez rurg gumows), anizotropia fal jest znaczna i w sposéb zasad-
niczy zmienia ich charakter rozprzestrzeniania sig. W obydwu rozwazanych przy-
padkach krzywe dyspersji maja postaé przedstawiona na rys. 3. Por6éwnujac sto-
sowane teorie zginania moZna wysnué nastgpujace wnioski:

1) Wszystkie teoric dajg efekt anizotropii fal dla malych wartosci ¢ w zakres1e
fal dtugich.

2) Dla fal krétkich i duzych warto$ci ¢ jedynie teoria Timoszenki daje poprawne
wyniki.

3) Dla przypadku ¢ = 1 wynik uzyskany z teorii Timoszenki najbardziej rozni
si¢ od wynikéw teorii elementarnej i Rayleigha, a mianowicie fale o kr zawartym
od 2,4 do co propagujg sig zawsze w kierunku przeplywu, a stosunki predkodei
tych fal do predkosci ¢y daza asymptotycznie od 0,333 do 0,225 i 0,442.

4) Krytyczna warto§é stosunku predkosei przeptywu U do ¢, po przekroczeniu
ktérego wszystkie fale bedg mieé narastajaca amplitude, w rozwazonym przypadkn
wynosi 1,035,

Na stwierdzenie, w jakim stopniu teoria Timoszenki daje poprawne -wyniki,
pozwoli znajomo$é fcislego rozwiazania w oparciu o ogélne réwnania teorii spre-
Zystodei dla wydrazonego grubosmennego cylindra z wewngtrznym przeptywem

plynu,

-

6. Wplyw roziladu predkosci w poprzecznym przekroju rury

Rozwazany przypadek ma zastosowanie dla przeplywéw plynéw lepkich (np, ges-
tych olejéw, rys. 4).
Réwnanie ruchu rury w rozwazanym przypadku ma postaé

L4 i £

Hw aw 92w
©.1) EIW -+ (2:»:9; f U2(r) rdr — S) o +4n9¢f u rdra 5 +
0 4]

+(QA+95A5) +KW =0.



SPREAYSTE FALE GIETNE W NIESKONOZONE! RURZE 175
Dla przeplywu laminalnego rozkiad predkodci ma postaé

6.2) U@) = Un (1 — ;;) .

t
Rownanie ruchu bedzie

ot w 4 021 02w w
(6.3) EIW -+ Bk 2 4; — —|-2g¢ UA@ +(9A~l ngi) aﬂ
+ Kw == 0, | w
gdzie Q
2 i ”x {\\\\ \ \ >
-(-] fU(r)rdr 7 Fld P LSS TET T
ri | . %’m

ol |

oznacza predkosé Srednia prze-
plywu laminarnego. (LISTII IS TESY

Po podstawienin (3.2) do (6.3) ESSSE\\ \ \\k\ W

i wprowadzeniu nowych wspdl-

czynnikdw otrzymuje sig Rys. 4
d? £ 8%4)—“—
oiF ]/(1+e) (b2k2+c2+ kz) ~(—§-—UP
6.4) Cp12 = 1+c 1+e
Predkoéé Srednia krytyczna Ib@dzie .
- — d? 3(l+£)
— 2 2
(6.5) : Uer : ]/(b k24-e2+ ) 4t
b

Z uwagi na fakt, iz w przeplywie
laminarnym wystepuje najbardziej
niewyréwnany rozklad predkosci,.
przeplyw ten jest najbardziej nie-
korzystny z punktu widzenia utraty
statecznodci rury. W miarg wzrostu
liczby Reynoldsa maleje stosunek

Preeplyw jednoradny Un/U predkosci maksymalnej do-
predkosci $redniei, [16], (np. przy
Re = 5000, UnfU=1,3, a przy
Re =3000000, Un/TU=1,15). Tak
wiec dla przeptywow turbulentnych.
krzywe U (6) zawarte beda pomie-
dzy (3.8) i (6.5). Zalezno$é Uer odi
Rys. 5 . & przedstawia rys. 5.

=
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Krzywa odpowiadajaca stalemu rozkladowi pr@dkos'.ci =przy g o posiéda
asymptotg

_ \ a2
6.6) Unp=T|/ B2 k24c2+ L

dla krzywej za$ odpowiadajacej przeplywowi laminarnemu asymptota ta jest of e.

7. Zakonczenie

Przedstawione w pracy wyniki maja ograniczony zakres zastosowar z uwagi
na nieskoriczono$é rury oraz jednowymiarowe potraktowanic problemu. O ile
zalozenie niescidliwosci plynu dla przypadku cieczy jest dopuszezalne i technicznie
uzasadnione (predkodci’ przeplywu cieczy w rurociggach sa rzedu 5 mjsek), to dla
przypadku gazéw znacznie ogranicza zakres zastosowad. W zwiazku z powyiszym
“jako zagadnienia otwarte pozostaja: trojwymiarowy problem rozprzestrzeniania
si¢ fal sprezystych wzdhuz grubosciennej rury przy przeptywie plynu idealnego
scifliwego oraz zagadnienie drgan w analogicznym problemie dla rury o skonczonej
dhugodci.

Liferatura cytowana w tekécie
[1]1 2., Asmrey, G. HAVILAND, Bending Vibrations of a Pipe Line Containing Flowing Fluid,
J. Appt. Mech,, 3, 17 (1950).

[2] B. V1. ®eonocres, O wosebanuax u yemoiuueoemu MpyGu mpu_npomexanuu wepes nee
scudxocrmi, Witx. C6., 10, 1951, - G

[31 G, W. Housner, Bending Vibrations of a Pipe Line Centaining Flowing Fluid, J. Appl.
Mech., 2, 19 (1952). : C C :

[4] F. 1. N. Nroroson, VFibrations of a Cylindrical Tube Containing Flowing Fluid, Traps.
Royal Inst, Technol,, 73, Stockholm, 1953, s

[31 R.H. Lowg, Tr., Experimental and Theoretical Study of Transverse Vibration of a Tube
Containing Flowing Fluid, Y. Appl. Mech., 1, 22 (1955).

} [61 G. H. HANDELMAN, Bending Vibration of a Tube Containing Flowing Fluid, Quart, Appl.
Math., 3, 13 (1955).

[7] Cumne Cue-MN, Problems in Hydro-elasticity, Proc. 9-th Intern. Congr. Appl. Mech.
Brussels 1956, :

18] G. HEmRICH, Schwingungen durchsirimter Rohre, Z. Angew. Math. Mech,, 11/12, 36 (1956).

4| HU HarCrane, Tsoow Wan-SHIA, On the Flexural Vibrations of @ Pipe Line Containing
Howing Fluid, Proc, 3-xrd Congr, Theor, Appl. Mech., Bangalore 1957,

- [10] CaenG Cep-Min, Vibration of Panel in the Presence of a Fiuid, Acta Mech, Sinica, 1,2 (1958).
© {11 Coenc CHE-Muv, Vibration of Pipe Line, Acta Mech. Sinica, 2, 2 (1958).

{12] B. B. Bonoren, Kotebanua n yemoiiuusocs YHPY20IL yuAHOpUNecKoli 0BoAOUKE 8 HoMmOKe
cocumaemoii scudcocrny, Mk, C6., 24, 1956.

‘ [13] T, - NiesyTTO, Z. Sgr, The Vibration of a Cylindrical Shell of Finite Length with a Supersonic
Inside Flow, Proc, Vibr. Probl., 3, 2 (1961),

[14]7 B. B. Bonotan, Hunamuvecran ycmoﬁéuaocmb ynpyeux cucmenm, Mockpa 1956,
(157 €. II. TH’MOI[!EHI_C.O, Korebanun ¢ unoiceneprom deae, Mocksa 1959,
[16) JI. T, Notusncrai, Mexanurca swcudkocrmn u zaza, Mockpa 1959,

»




SPREZYSTE FALE GIETHE W NIESKORCZONE] RURZE 117

PezwoMe

VIIPYTBE WM3THUBHLIE BOJIHLL B BECKOHEUYHOM TPVEE IIPU
OPOTEKAHWI YEPE3 HEE HECKAMAEMOW XHIKOCTH

PaccMATPUBASTCS HECKOIERO ACTIEXTOB PACOPOCTPAHEHHT YHPYIAX mITACHETX BONME B Oecxo-
weunoit Tpy0e IPE IPOTEKaHMH Yepe3 Heo HeciEmMaeMoil HuaRoCTE. PopMyIApyeTca yPABECHIA
nBmxenys TPYOH TEpeMeNHOTO CeSCHNS (Y HeCTATHOHAPHOM MOTOKe MHAKOCTH, PACCMATPR-
pacTCl BIMSHS DAIIHEX TEOpH HMIrKoa (smemMerETapHOH, Panes X Tumowsenky) Ha (opmMy
KPEEEX JECOEPCHE W HCCNCAYOTCH, B JaMKAX 3JeMEHTAPHO TEOPWH, BIHHAHIC PACHpPeCHCHHA
CKOPOCTH B TIONEPEUNOM CEYSNHM TPYOLI Ha BONHUHHY KpUTHYECKOH CEOPOCTH TEUSHIL.

Summary

FLEXURAL ELASTIC WAVES IN AN INFINITE TUBE CONTAINING FLOWING
INCOMPRESSIBLE FLUID

This paper contains a discussion of several aspects of the propagation problem of flexural elastic
waves in an infinite tube containing flowing incompressible fluid. The equations of motion
of the tube are derived assuming variable cross-sectional area and non-steady-state flow. Various
bending theories (elementary, Rayleigh and Timoshenko) are vsed to discuss the form of the dis-
persion curves. On the grounds of the elmeentary theory the influence of the type of velocity
distribution in the cross section on the value of the critical flow velocity is considered.
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