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OSZACOWANIE KRZYWEJ NOSNOSCI GRANICZNEJ
PRZY JEDNOCZESNYM SKRECANIU Z ROZCIAGANIEM
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1. Wstep

Rorwazania nasze dotyczace znajdowania oszacowania z gdry i z dolu krzywej
nofnodci granicznej f(Ms, N) =0, gdzie M, jest momentem skrecajgcym, N sila
podiuzng, przeprowadzimy w oparciu o znane twierdzenia wariacyjne {ekstremaine)
teorii plastycznodei (L. M. Kaczanow, [9], W. Pracer i P. G. Hopgce, [14],
R. Hirr, 4], oraz P. G. Hongg, {7]). W szczegblnosci wykorzystamy dwa z nich.
Po pierwsze, twierdzenie o maksymalnym oporze plastycznym lub tzw. twierdzenie
o maksymalnej pracy plastycznej (M. A. Sapovsky, [16], G. H. HanDeELMAN, [3]
oraz L. M. Kaczavow, [10] i [11]). Przyjmujac w my$l tego twierdzenia rozklad
naprezen statycznie dopuszezalny i Zadajac nastepnie, aby zachodzito maksimum
jednego z obciazent zewngtrznych przy siatej wartosci drugiego, znajdziemy oszaco-
wanie dolne krzywej noénosci granicznej w plaszezgznie Me, N. Po drugie, dla
znalezienia oszacowania gérnego krzywej granicznej postuzymy si¢ nierdwnoécia
Hilla, [4] i [5], i na drodze rozwazan energetycznych, A.R. RzAwnicyn, [15}, po
przyjecin pewnego ukladu przemiészezen kinematycznie mozliwych (co jest r6w-
nowazne zatoZenin pewnego schematu zniszczenia, dla ktorego poszukiwaé bedziemy
nastgpnie minimum obcigZzed zewnetrznych) znajdziemy odpowiednie rownanie
S (M5, N) =0.

Twicrdzenia wariacyjne teorii plastycznoéci sa chetnie wykorzystywane w pracach
licznych autoréw. Wspomnimy tu o pracach rozwiazujacych problem posnodei
granicznej w przypadku jednoczesnego dzialania momentu zginajacego M, oraz
momenty skrecajacego Ms, mianowicie: G. H. HANDELMAN, [2], R. Hir
i M.P. L. Smerr, [6], M. C. STEELE, [17], i jedna z nowszych — F. A. GAYDON,
H. Nutrar, [11.

W pierwszej czgci ninigjszej pracy podamy pewne sugestic ogélne dotyczace
znajdowania oszacowania dolnego, tj. przyjmowania rozkladu naprezen statycznie
dopuszczalnych, mozliwie dobrze aproksymujacych rzeczywisty rozklad naprezen.
Wykorzystamy tu m.in. analogig dachu A. NApara, [12], przy czym proponowany
schemat obegjmuje przypadek nosnoéci granicznej M, N preta o dowolnym ksztalcie
przekroju, Podobnie podany w drugiej czesci pracy uklad przemieszczen u, o, W,
kinematycznie mozliwych, odnosi si¢ do dowolnego ksztaltu przekroju poprzecz-
nego rozpatrywaﬁego preta 1 umozliwia znalezienie oszacowania z géry..Poz_ladto
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celem niniejszej pracy jest podanie efektywnego rozwigzania postawionego problemu
w przypadku preta o przekroju kwadratowym. Znalezione oszacowania dolne oraz
gorne zostana nastepnie wykorzystane dla oszacowania dobroci aproksymacji
rownania krzywej f(Ms, N) = 0, ktoére wyprowadzono w pracy [18].

2. Oszacowanic z dolu

Dlia znalezienia oszacowania dolnego krzywe] granicznej f (M, N) = 0 postuzymy
si¢ kryterium wariacyjnym, tzw. twierdzeniem o maksymalnym oporze plastycznym,
wedlng ktdrego spomiedzy wszystkich mozliwych schematdw rozktadn naprezen
ten jest najblizszy rozkladowi rzeczywistemu, dla ktérego sily zewnetrzne, powo-
dujace uplastycznienie, beda posiadaly warto$é maksymalng. Przy tym Zada sig
tylko, aby dary rozklad naprezen byt statycznie dopuszczalny (spetnial réwnanie
téwnowagi wewnetrznej, warunki brzegowe oraz warunek plastycznodci 1). Jezeli
przedstawié napreZenia  Tus, Tay, 02 przy pomocy funkcji naprezed @, jak
np. u R. Hitra, 4], to sily zewngtrzne wyraza sie pewnymi funkcjonatami zalez-
nymi od poszukiwanej funkcji naprezen. Zadanie, aby jeden z funkcjonaléw osiagat
ekstremum, np. M [®] = max. przy warunku poboczaym N [P] = const prowadzi
po napisaniu réwnania Eulera-Lagrange’a do §cislego postawienia problemu, tza. do
nieliniowego réwnania rézniczkowego, eliptycznego o pochodnych czastkowych.
W ten sposob wykotzystanie twierdzenia o maksymalnym oporze plastycznym
oraz konsekwentne stosowanie metod rachunku watiacyjnego daje w cfekciec réw-
nanie §ciste, znane skadinad, kt6rego nie potrafimy w przypadku ogdlnym rozwigzaé
bez uciekania si¢ do metod przyblizonych. Jednakze kazdy problem wariacyjny
moze by¢ sprowadzony do zagadnienia szukania zwyklego ekstremum, jezeli zrezyg-
nowa¢ z funkeji i wprowadzié zamiast niej pewien parametr, co jest réwnowazie
przyjeciu a priori pewnego rozktadu naprezefi statycznie dopuszezalnego, a nastepnie
poszukiwaniu takiej wartodci parametru, dla ktérego zachodzi wymagane ekstre-
mum. Postapimy w ten whasnie sposdb,

Przyjety rozklad naprezef moze byé w zasadzw dowolny, byleby spetniat réwna-
nie réwnowagi wewnglrznej

()T-'zx asz ()Uz

TdxT oy oz =9,

2.1

warunek brzegowy (powierzchnia boczna preta ma byé wolna od naprezefn nor-
malnych)

(2.2) Tex COS (B, X) 4Ty cOS (1, ¥) =0,
gdzie n ozhacza normalng do konturu, oraz warunek plastyczinoscel
(2.3) _ 62143 (_T§$+T;y) = (Q2,

"1 §cile] mowiac nie zadamy, aby warunek plastycznodel byt dokladnie spelniony, nie moze byé
jedynie przekroczony.
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Pewnych wskazéwek odnosnie rzeczywistego rozkladu naprefen  dostarcza
analogia dachu A. Nadaia, [12], opisujaca czyste skrecanie w zakresie sprezysto-
plastycznym; mozna spodziewaé sig, Ze podobszary, kt6re pozostaja sprezyste
przy czystym skrecaniu, pozostang uplastycznione przede wszystkim na skutek
dziatania naprezef normalnych o, Podzielimy wigc obszar rozpatrywanego prze:
kroju na dwa podobszary w pewien specjalny sposob, tak aby granica tych pod-
obszaréw przebicgala podobnie do granicy wyznaczonej analogia dachu (rys. la):
Wprowadzimy jednak pewng poprawke zadajac, aby obszar wewneirzny 2 stykal
si¢ z konturem tylko w skoficzonej ilodci punktéw (rys. 1b), wtedy warunki brzegowe
beds natozone wylacznie na funkcje naprezen @y, odnoszaca sic do obszarn ze-
wnetrznego 1.

a ' ' b

7
/%’~£ e

Rys. 1. Podzial przekroju poprzecznego na podobszary 11 2

bt

W podobszarze | zatozymy rozklad naprezen o = e (gdzie a <1 oznacza
pewna stala) oraz rozkiad naprezed stycznych, odpowiadajacych roéwnanin
i warunkowi brzegowemu @) =0 wzdluz konturu. NaprezZenia styczne sa wtedy
proporcjonalne do naprezefi w stanie granicznym przy czystym skrgcaniu ze wspot-
czynnikiem zmniejszajacym (1 — @2)'2, a trajektorie naprezen stycznych @; = const
biegng réwnolegle do konturu ograniczajacego przekrdj. Zakladamy ponadto,
e trajektorie naprezen stycznych @, = const w obszarze wewngtrznym sa prosto-
liniowe (2): otrzymujemy je Iaczac odpowiednie punkty przecigeia trajektorii
@; = const z liniami nieciagtodci, stanowigcymi granice podobszaru 2 tak, aby
prawo o cyrkulacji naprezen stycznych byto zachowane (rys 2). Wynika stad spel-
nienie warunku ciagloéci funkcji naprezen przy prze_]scm przez granicg obydwu
podobszardw, czyli 75 = |grad @,| nie moze byé dowolne przy przyjetym uprzednio

= |grad @], lecz takie, aby stosunek 7,/t; byl réwny stosunkowi modutdw
gradientu jako funkcji naprezen @, oraz @, odpowiednio. Rozkiad napreZen nor-
malnych w obszarze wewnetrznym o wynika 2 warunku plastyczno$ci. Réwnanie
réwnowagi wewnetrznej jest oczywiscie spetnione tozsamosciowo w obydwun roz-

patrywanych podobszarach, Latwo ponadto wykazac 7e speknienie warunku cigghoéei
prowadzi do nierdwnofci :

2.5) ) ' . 771>172,

(2.4) ' lgrad @ =
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™,

co z kolei na mocy warunku plastycznoéel daje
(2.6) o) < 6@,

- Otrzymany w ten sposéb rozktad naprezen jest rozkladem statycznie dopuszezal-
nym, spelnia bowiem réwnanie réwnowagi wewngtrznej (2.1), warunek plastycz-
nosci (2.3), warunek brzegowy (2.2) wzdluz konturu ograniczajacego przekrdi
oraz warunek ciaglodci przy przejéciu przez granice podobszaréw 1 i 2. Ponadto
schemat ten zostal sparametryzowany; za parametr bedziemy uwazaé odleglosé
linil nieciaglodci, to jest linii oddzielajacej obydwa podobszary od gramicznego
polozenia tej linii, gdy nosnoéé graniczna zostaje wyczerpana na drodze czystego
skrecania: wedtug analogii A. Nadaia odpowiada to linii zatomu wzgdrza piasko-
wego. Parametr d, ktory decyduje o wielkoSci obydwu wprowadzonych podob-
szarow, jest zatem miara wzajemnego stosunku skrecania i rozciggania.

a y , b v4

a3 §

*‘l’

v

Rys. 2. Przykfady funkeji napreZen @4 i @, odpowiadajacych statycznie
dopuszezalnemu rozkladowi naprezen

Nieréwnofci (2.5) oraz (2.6) wskazuja na to, Ze stan graniczny w obydwu pod-
obszarach jest osiagany w rézny sposéb: w obszarze skrajnym 1 przewaza napreze-
nie styczne pochodzace od skrecania, zatem zewnetrzna czedé przékroju osigga
stan czysto plastyczny przede wszystkim na skutek dzialania momentu skrecajacego,
natomiast cze$¢ wewnetrzna przekroju pozostaje gléwnie pod wplywem rozciaga-
nia (02), mniejsza rolg graja tu naprezenia styczne 7,z i Tzy. Okaze sig, Ze tak okreslony
schemat rozktadu naptezen stosunkowo dobrze aproksymuje rzeczywisty rozktad
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naprezen, odpowiaddjacy nosnodci graniczne] preta, poddanego jednoczesnemu
skrgcaniu i rozcigganiu.

Dalsze rozwazania, majace na celu znalememe réwnania kresu dolnego krzywej
granicznej, przeprowadzimy na przykladzie przekroju kwadratowepo. Ze wzgledu
na symetrig rozpatrywaé¢ bedziemy jedynie oktant (tys. 3) wycicty z przekroju’
kwadratowego, przy czym w bezwymiarowym ukladzie wspélrzednych x, y dlugosé
polowy boku kwadratu wynosi 1. Zgodnie z wyZej podanymi uwagami oktant
dzielimy prosig

a b

, M o Z,

2} {1} . ‘ﬁ

Ts

1
d 4, 1 X )

=y

Rys. 3. Podzial oktantn kwadratu na podobszary 1 i 2

x—06
(2.7) y=1*a)

gdzie 6 jest parametrem, na dwa podobszary: skrajny 1 oraz wewngtrzny 2, Nalezy
zatem précz spelnienia réwnaf (2 D), (2.2) oraz (2.3) zgdaé réwniez spehienia
warunku rownowagi wewnqtrznej przy przejéciu przez lini¢ nicciaglodei, tzn. nalezy
tak przyja¢ naprezenia styczne Ty w obszarze 1 oraz 7, w obszarz: 2, aby ich rzuty
na kierunek normalny do prostej y = (x — 6)/(1 — 8) byly sobie réwne:

{2.8) . - [Ty = [T2lm -

I tak majgc na uwadze (2.1), (2.2) oraz (2.3) dla obszaru zewuqtrznego 1 plzy_]-
mujemy

2.9) gr=0a, Tp=0,

Tey ™= ]/— ]/1 —a?

gdzie @ oznacza parametr okreslajacy wzajemny stosunck skrecania i rozciagania
przy czym e =0 odpowiada czystemu skr¢canin, a = 1 daje czysie rozciaganie.
W dalszym ciagu rozwazan parametr ten zostanle wyrugowany. Podobnie dla obszaru
wewngtrznego 2 przyjmiemy

td

:]/1—,u2(1—a2)Q, Tzz=';'/%ﬂll/l—~a2,
(2.10)

0
Toy = 76——ﬂl/l—a2,
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przy czym wspdlczynnik zmniejszajacy g = 7o/7| nalezy okreflié z jedynego, dotad
nie wykorzystanego, warunku (2.8). Warunek ten (rys. 3b) daje

@i | 7; cos (p--45%) = 75 cos .
Skad . :
__ cos (p-+457
(2.12) . H= W
lub inaczej
2
(2.13) M=§(I—tg¢)-

Kat ¢ mozna tatwo wyrugowaé korzystajac z danych geometrycznych i wprowadzté
parametr 4. Widoczny zwiazek :
3 V2

@19 sing  sin(45+¢)

mozZna przekszialci¢ do postaci \

, 8
(2.15) ‘ tgp = 573
co, po wstawienin do (2. 13) daje wreszcie
1—5
(2.16) ,u——]/ py—e

Wzdr (2.16) mozna rowniez uzyskaé na drodze innych, byé moze prostszych,
rozwazat. Jezeli przez @, oraz @, oznaczymy funkcje naprezeft w obszarach 11 2
odpowiednio, przy czym funkcja @ przy przejSciu przez granice obydwu podobsza-
row pozostaje cczywifcie ciagla, to mozemy napisaé '

7y |grad @

@ o Emd Bl

Miara gradientu jest odwrotnoéé odleglosci dwéch sasiednich lnii @; = const
(i =1,2), tzn. dwoch sgsiednich trajektorii naprezen stycznych, a zatem: otrzy:
mujemy natychmiast : '

{grad@;gl_dl_ _1—-6
G T gede) T VP2

¢o jest identyczne ze wzorem (2.16),
Sily zewngtrzne obliczymy wedlug schematu

(2.19) A =ff(r,;g;}ézzy5;) dedy, N={[odrdy,
F F

Przy CZym x = x4, y = ya s to wspélrzedne wymiarowe oraz a jest polowa boku
kwadratu. '
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Korzystajac ze wzordw (2.9), (2.10) i (2.16) oraz obliczajac catki osobno w obydwu.
obszarach 1 i 2, a nastepnie dodajac je otrzymujemy

) 8Qa3
(2.20) Ms= % i-az{fxdxf dy +
1

+%—g[fdﬁf@+m@wlfw_f@+w@]}

&

=
co po wykonaniu odpowiednich obliczen daje
; 8Qa® (1 —0)(8+2)
(221) MS—EI—/E’ 1 Q, s
Analogicznie obliczamy silg podiuing

| 1 — o
(2.22) N=40a1(1 —atd}/ 1 —2 S {1 —a?) |-

Obydwa wzory na sily zewnetrzne przepiszemy obecnie w postaci bezwymiarowej;,
wprowadzajac bezwymiarowy moment skrecajacy ms = M/ Ms i bezwymiarowa
site podluing # = N{N, przy czym wielkosci oznaczone dwiema kreskami u gory
“przedstawiaja odpowiednio graniczny moment skrgcajacy oraz graniczna sile pod-
tuzna. Jest oczywidcie 0 < ms < 1, 0 < n < 1, a wartodci skrajne ms =1, n =0
oraz n = 1, ms =0 odpowiadaja czystemu skrecaniu oraz czystemu rozcigganiw
w stanie pe’{nego uplastyczmema Dla rozpatrywanego prc;ta

= '%m3 _
(2.23) Ms = 3 ]/3 N = 40a.

Otrzymuiemy wicc
Mg = VT_?' W (5},

(2.24) 1— o\
n=(l __a).a+5]/1u_2(2_5) (I —a?),

gdzie oznaczono

(- 8)(0+2)

(2.25) O =y,

Jest to parametryczne rownanie krzywej granicznej ms = mis (@) i n =n (a), nato-
miast drugl parame.r 8 nalezy okreSlic z warunku istnienia ekstremum. Parametr &
mozna latwo wyrugowaé; z rdwnania pierwszego mamy

==
(2.26) e AT
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po wstawieniu do drugiego otrzymujemy ostatecznic

]/ N 1/w (1——6)2 n;
£2.27) n={1—103 12_”72_6 d 22—_”5 ““W,—ZE

Roéwnanie (2.27) przedstawia sile podiuzng jako funkcje momentu skregeajacego ms
oraz parametru d. Zgodnie z twierdzeniem o maksymalnym oporze plastycznym
zazqdamy obecnie, aby 7 osiagato wartosé maksymalnq przy ustalonym ms. Mamy
wige warunek

28 ' [an} 0
{2 ) - ()6 My =const~ )

Rozniczkowanie prawej strony réwnania (2.27) wzgledem parametru 9, przy przy-
Jjeciu ms = const, po dosyé zmudnych przeliczeniach, prowadzi do réwnania:

@29 (A=Y (1—82(8+2)2 — m2(2 — 0P {(64+2) [(0+2)2 — 2m¥] -+
+ 26m2} — V(0+2)2 — 202 {(54+2) [(3-+22 (1 — 8 -
(2 — 2] +n 6(2 — 8) (4 — 8)} = 0,

Roéwnanie to nalezatoby obecnie rozwigzaé ze wzgledu na 6, otrzymujac § = d{(ms),
€0 umozliwitoby bezporednie wyrugowanic parametru d, rzecz nie wydaje sie
jednak mozliwa do przeprowadzenia [réwnanie (2.29) jest dwunastego stopnia ze
wzgledu na 6], Mozna postapié inaczej: znalezé z réwnania (2.29) ms = my(9),
Tozwigzanie to wstawié¢ do réwnania (2.27), otrzymujac w ten sposdb zaleznosé
(2.30) n = n[8, ms (§)] = n(3),

€0 W powigzaniu ze znalezionym uprzednio zwiazkiem ms — m (8) dawaloby
parametryczne réwnanie krzywej granicznej, skad na koniec nalezatoby Wwyrugowac
parametr 4. Obierzemy t¢ droge. Zauwazmy przedtem, Ze réwnanie (2 29) daje
si¢ sprowadzi¢ do prostszej postaci, mianowicie:

2.31) : A1) MA@ mi+ 38 =0,
gdzie wspdlezynniki '
T 100 =202 — 82 {(2+0) (4 — 106-+-282+63) +
+ 2[4 — 62— 2(1 — 8)2]},
232) (8 =42 {B2[4(1 — ) — (2 — 624 — 82 —
— 244 — 105+252+53) 21— 5)2—I—(2 — 02},
[0 =02+8)1 —d)2(4 — 106+262+63)

Nalezy zaznaczyé, ze zaréwno réwnanie (2.29) jak i (2.31) jest spelnione, jak byé
powinno, w obydwu przypadkach szczegélnych: -

{2.33) 8§=0, ms=1 =206, mys=0,
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z ktérych pierwszy odpowiada czystemu skrecanin, drugi czystemu rozcigganiu;
znaczenie &y wyjadnimy pdiniej. Nie trudno podaé cisle rozwigzanie réwnania
(2.31) w postaci zamknigtej, przytaczanie odpowiednich wzoréw wydaje si¢ jednak
bezcelowe, gdyz nie moZna z nich skorzystaé przy dalszych rachunkach (odwracanie
zeé wzgledu na 8). Omawiane réwnanie rozwigzemy metoda szeregdw potggowych,
szukajac rozwiazania zbieZnego dwukrotnie: w poblizu ms; = 1, a nastepnie w pobli-
zu ms = 0. Przyjmujemy

{2.39) g =1-—a; 62—

oraz rozwijamy wspdlczynniki f; (8), f2(0) i f3(J) na szeregi potegowe w otoczeniu
punkto § = 0, mianowicie

, F1(8) = 16(4 — 12613624 ...),
(2.35) F2(8) = — 16(12 — 285+-752-1-...),
F3(8) =32(4 — 889821 ..).

Takie postgpowanie odpowiada poszukiwaniu rozwigzania w przypadku, gdy 6
jest mate, co jest rdOwnowazne niewiclkiemu «zakléceniu» skrecania przez nalozenie
réwnoczesnie dziatajgcej sity rozciagajacej (lub éciskajacej). Uzyskane nizej rozwiaza-
nie stoswje si¢ wigc dla n < my. Po wstawieniu szeregdw (2.34) oraz (2.35) do
réwnania (2.31) i porédwnaniu wspdlczynnikéw przy 42, otrzymamy latwo

(2.36) a = 3/2.

Rozwiniemy z kolei na szereg potegowy 6 wyrazeme (2:27) przyimujac moment
skrecajgcy w postaci (2. 34)

n

L ¥ p = 1-0,4368m ...
Q37 n= ]/2{11 i+ lé-»)a fou T h~

Po dokonaniu odpowiednich podstawien otrzymujemy 2
mg=1-0,3333n"..

3 ) 3
8 = —d2—, =—
(2 3 )y ms=1-— 2 . n=s 6+ .., a
skad po wyrugowaniu parametru mamy 0 ' 1 ms
1 Rys. 4. Oszacowanie dolne krzy-
(2.39) My =1——n2— ., wej granicznej f(mg, n) = 0:
3 adla n<€m;, bda m<n

co jest poszukiwanym oszacowaniem dolnym krzywej nosnosci gran‘cznej £ (ms, n) =
= 0. Rownanie (2.39) przedstawia tylko czesé a tej kizywej (n < ms), co przed-
stawiong na rys. 4.

Aby uzyska¢ podobme rozwiazanic w przypadku duzego rozciagania i malego
skrgcania (ms < n), nalezy przede wszystkim znaleZé te wartosé parametru &, dla
ktorej zajdzie réwnos§é ms = 0, a zatem n = 1, co odpowiada czystemu rozciaganiu.
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Z rownania (2.31) otrzymujemy ms = 0, jezeli wyraz wolny f3 (8) =0, przy nic-
jednoczesnym przyjmowaniu wartofci zero przez funkcje f1(6), f2(d): '

(2.40) : 1@+ 130 >0.
Mamy wiec réwnanie
(2.41) 24851 — &2{334-242 — 105+4) =0,

skad dostajemy ciag pierwiastkéw

50=]/6_~2, 63x—-2

2.42) _
(242 b= —V6-—2, dg=1, &=2.

Zo wzgledéw fizykalnych (rys. 3) wartoéci 8y, 6; 1 653 nalezy odrzucié, Latwo wykazag,
se réwnieZ rozwiazanie 44 = I nie odpowiada postawionym warunkom: przy
8 ==1 mamy f1(3) =f2(8) =0 i ms # 0, co jest sprzeczne z zatozeniem (2.40).
Pozostaje wige jedyny pierwiastek réwnania (2.41) &y = 0,4495, dla ktorego
zachodzi ms = 0 oraz n = 1. W ten sposdb dla § = §y otrzymujemy przypadek
czystego rozciggania: we wzorach (2.9) i (2.10) @ = 1, naprezenia styczne w obydwu
podobszarach znikajg, 71 = 72 = 0, natomiast naprezenia normalne o = o? = Q.
Rysunek 5 przedstawia uklad trajektorii
naprefen stycznych @ = const, @, =
= const w przypadku, gdy 6 — dp, tzn. gdy
prosta dzielaca oktant kwadratu zbliza
sie na osi x-6w do punkiu x = dp Na
pierwszy rzut oka rysunek przypomina
uklad trajektorii naprezefi stycznych dla
- funkcji Prandtla, a wige w przypadku
sprezystego skrecania preta posiadajgcego
przekrdj poprzeczny w kszitaleie kwadratu.
Uwaga ta nie wyda sig dziwna, jezeli po-
réwnad ja z wnioskami pracy [18)], w ktorej
wykazano, Ze rozwigzanie znane z teorii

&= . . .
iﬁfﬁ—' sprezystosci (problem de Saint Venanta)jest
Rys. 5. Trajektorie naprezed stycznych pierwszym przyblizeniem, przy uwzgled-
w przypadkn § — nienin wpltywu skrecania na rozcizganie

dla funkcji spaczenia przekroju w=w(x, ),
ktora rozwigzuje problem noénofci graniczne] preta. poddanego jednoczesnemu
skrecaniu i rozcigganin,
Rozwazymy obecnie wplyw skrecania na rozeigganie stosujac, podobnie jak
poprrednio, metode rozwinieé na szeregi potegowe, tym razem jednak dla punktu
8 =gy lub w =, jezeli przyjmiemy oznaczenie

(2.43) w=68—4. _
Wprowadzajac zmienna, w w miejsce O przep1szamy rowname @231 w postacl
2.44)  filw) mifa{w) mihfy (w) = 0. '
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Wipdtezynniki fi (@), f(w) oraz f3(w) rozwijamy na szeregi potggowe, dla punktu
w = 0, mianowicie

245) - filw) =Ai+Bi ot Cia?+.., i=1123,
gdzié dla uproszczenia zapisu przyjeto oznaczenia: .
2y =1-— 0y,
Ay = 16531092, By = 320 (1+20) (1-+209),
Cy = 16{(1+6vy+6v),
Ay = 832(9 —— 51wy 4032205 — 905-+),
By = 802(18 — 1530g+ 165+ 11005 — 54v5+-Tep),
(2.46) Cy == 8(9 — 153wy+2402+ 22003 — 13505+4-2127),
Az =3(3 —op) (vo+ 1) (— w5+6v9 — 3),
By = (ap 1) (— 2}t 6o — 3) 80 (3 —0)*(6 — To)+
o Fo5(3—p)S (— 3ve+102p+3),
C3 = B3(3 — 003 (— 3vg-+5)+(1+20) (¥ +-690 — 3) (3 -—w0)? (9 —
- 36v9-+-2182) +00 (3 — v (6 — TopH(-— 3v5+ 1095+3).

Whyrazenia na moment skrgeajacy ms = ms(w) szukamy w postaci uogdlnionego
szeregu potegowego, ktérego pierwszy wyraz, co mozna latwo wykaza¢, zawiera
zmienna w w potedze 1/2, mianowicie

(2.47) T my = ke
Wspdlezynnik k zpajdujemy z réwnénia {2.44)

2.48) =22

(2.48) k2 = a4

Aby napisaé réwnanie krzywej granicznej, nalezy jeszcze okresli¢ sifg podiuing
n = n{w). Wprowadzajac do réwnania (2.27) zmienna o oraz rozwijajac prawg
strone tego rdwnania na szereg potegowy, otrzymujemy

14+4vy—vg

. )
1 200 (3 g2 Eaot..,

(2.49) n=
co wraz z (2.47) stanowi parametryczne réwnanie krzywej granicznej ms = nts (@)
in=n(w) da ms < n Po wyrugowaniu parametru o oraz obliczenin wspdlezyn-
nika

thdog—o2 1161

{2.50) = — _
2003 —wvg)? 6 3-—/6

= 0,4388,




190 M. WNUK

otrzymujemy réwnanie krzywej granicznej w postaci
(2.51) n=1—04388 m2.— ...

Réwnanie to stosuje sig tylko dla ms < n i przedstawia cze§é b krzywej pokazancj
na rys. 4. Czefei a 1 b krzywej granicznej f(ms, 1) = G mozna zeszyé stosujge inter-
polacje typu Hermite’a. Oméwimy tu dwa rodzaje tej interpolacji, polegajacej na
wykorzystaniu znajomosci wartosci funkcji oraz jej kilku pierwszych pochodnych
w obydwu punktach skrajnych obszaru 0 S m; < 1, 0 € n < 1.

1. Interpolacja bikwadratowa zastosowana po raz picrwszy przez S. PIECHNIKA
i'M. ZYCzZKOWSKIEGO, [13], polega na szukaniu pelnego réwnania krzywej nosnodci
granicznej w postaci

(2.52) AmE-4-Br2 - Crmi -+ Dt = 1 .
Réwnanie to rozwigzujemy ze wzgledu na m:

~ A +V A214C(1 — Bn2 — Dn4)

(2.53) m: = 2

oraz roZwijamy na szereg potegowy zmiennej n:

2.54 et { A4V A2 4671 B, H

(2.54) my = 20| -+ -+ i m .

Analogicznie po rozwiklaniu wzgledem n2 i po rozwinieciu na szereg potegowy ms
otrzymujemy

255 2= ol svETD |- 2y )

(2.55) m=as — B+ VB2 I~ rap T

Szeregi (2.54) i (2.55) dajg si¢ latwo poréwnaé z uzyskanymi poprzednio szeregami
(2.39) oraz (2.51):

(2.56) my=1—pn2—.., n=1—ami—...,

gdzie a = 0,4388 oraz # = 0,3333. Poréwnujac wspdlezynniki przy poszezegdlnych
wyrazach w odpowiadajacych sobie szeregach, otrzymujemy prosty uklad réwnat
liniowych wzgledem A4, B, C, D:

257 A44+C=1, B+D=1, B=28Q—4), A=2a(2—B).

Po rozwigzaniu mozemy napisaé pelne réwnanic krzywej granicznej w postaci
ogohnej: P

1—28 1—28 1 4a(l — )
(2.58) 4aT—Taﬁm‘% + (4ﬁ — 8af T——Tﬁﬁ) 2+ Wm: +
1—23
+ (1 — 434-8af m)}ﬁ =0.

W szczegllnobei dla rozpatrywanego preta o przekroju kwadratowym otrzymujemy

(2.59) 1,4102 m?+4-0,3932 n2 — 0,4102 m*+0,6068 n4 — 1,
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2. Interpolacja szefcienna jest znacznie prostsza, choé na ogd! mniej dokladna
od oméwionej powyzej interpolacji bikwadratowej. Réwnania krzywej granicznej
poszukujemy teraz w postaci

(2.60) Am+Bn2+Cnd = 1.

Nalezy tu wyznaczyé tylko trzy nieznane wspdlezynniki 4, Bi C, a zatem wystarczy
mmniegjsza ilos¢ informacii niz w przypadku rownania (2.52). Przypusémy 2, ze znamy -
jedynie drugi sposr6éd szeregdw (2.56) oraz wykorzystujemy dodatkowo warunck
ms =1 dla n = 0. Wowezas réwnanie (2,60} przybierze postaé

1 1
(2.61) m? - (3-————) n2 + (———2) nd =1,
o a

- Wspdlczynnik § moZe wiec byé nieznany, co, jak si¢ okazuje, nie uniemozliwia
napisania pelnego réwnania krzywej granicznej f(ms, #) = 0. Wniosek ten zostal
wykorzystany w pracy [18], gdzie podaliémy bliska aproksymacje §cistego réwnania
krzywej granicznej dla dowolnego ksztattu przekroju korzysiajac z metody malego
parametru oraz stosujac interpolacie wedhig (2.61).

Roéwnanie (2.61) posiada jedna jeszeze zalete w pordwnaniu z réwnaniem (2.58)
wynikajacym z interpolacji bikwadratowej, mianowicie w przypadku preta o prze-
kroju kotowym réwnanie (2.61) jest identyczne ze znanym rozwiazaniem Scistym,
co nie zachodzi przy stosowaniu réwnania (2.58), cho¢ bledy sa wprawdzie znikome.

Przyjmujac o = 0,4388, a wige warto§é vzyskana na drodze stosowania waria-
cyjnego twierdzenia o maksymalnym oporze plastycznym, otrzymujemy 3:

(2.62) -+ 0,7211 n2-1-0,2789 n® == 0.

Jest to oszacowanie dolne krzywej granicznej f(ms, n) = 0 dla preta o przekroju
kwadratowym. Krzywa opisywana tym réwnaniem zostala przedstawiona na rys. 7
(krzywa 1).

3. Oszacowanie z géry

Rownanie oszacowania gornego krzywej nofnoéci granicznej uzyskamy na
drodze tozwazan energetycznych. Tok postgpowania bedzie podobny do stoso-
wanej przez A.R. RZANICYNA, [15], metody przybliZonego rozwigzywania pro-
bleméw teorii plastycznodci. Znany wzor na elementarng prace sit wewngtrznych
(A. A. Tuwsziv, [8])

“ 62 _
(3.1) dT = [f oy dei—I—K"z—] dx dj dz,
0

2 Oczywiscie mozna zatozyé na odwrdt: znamy f, nie znamy a oraz wykorzystujemy warunek
n=1 dla ms = 0. Wowczas réwnanie krzywej granicznej (2.60) nalezy napisad m?-{-Z fn2 -
+(1 28} n3 = 1, co stanowi rOwniez pewna aproksymacie poszukiwanego rownania f (s, 1) = 0.
Tym przypadkiem nie bedziemy sie w dalszym ciagun zajmowad,

3 Roinice migdzy wspdirzednymi punktow, obliczonymi we. (2.62) oraz (2,59) sa bardzo male,
A < 1%, Ostatecznie wigc dla kresu dolnego proponujemy przyjaé réwnanie (2.62), ktdre Jest
prostsze,
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gdzie o; Oraz e; 0zNACZAja odpowiednio intensywno$ci naprezen i odksztakcen,
K objetosciowy modul sprezystosei oraz 6 dylatacje, mozna przepisaé W prostszej
postaci

(32 dT = Qe; dx dy dz,

jezeli zalozyé uprzednio niedcifliwo$é materiatu » = 1/2 (wowezas K = oo, 8="0
oraz iloczyn K02 =0) jak réwniez, Ze energia odksztatcefi sprezystych w stosunku
do energii odksztalcen plastycznych jest mata i ponadto zazadaé, aby byt spetniony
warunek plastycznoéci Hubera-Misesa-Hencky’ego, :

{3.3) . _ _ oy = Q.

Korzystajac ze wzoréw Cauchy'ego mozemy wyrazié intensywnosé odksztalcen
poprzez przemieszczenia #,v, w, a nastepnic catkujac po objgtosci preta, otrzymu-
jemy prace sit wewngtrznych w postaci

(3.4) Tr= -]/E;_Efo‘f [Z(M%—kv%."[“%ﬁuz@y—@g Wg — Wy ux)"l“

3 1;2 L
- > (ui+u§+w§+w§+w§+w§,)—i— 3 (uty Vot Wyt W uz)] dzf dy‘ dz,

przy czvm indeksy u dolu oznaczaja rézniczkowanie podlug odpowiedniej wspol-
rzedne] (wymiarowej), np. s = oufox.

Zgodnie z wariacyjnym twierdzeniem teorii plastycznodei o minimum calko“ itej
encrgii ukladu nalezy tak dobraé funkcje u=u(x,y,2), © =o(x,p,z), W=
= w(x, y, Z), aby wyrazenie (3.4) posiadato minimum przy warunku pobocznym

(3.5 . V:fﬁ“h+ﬁ+h%ﬁ@£:&mt
oraz
(3.6) u$+‘vy+Wz — 0,

tzn. zadamy T = nuin, gdy praca sil zewnetrznych V posiada staly wartoé¢ (X, ¥, Z
sa to skladowe sit dziatajacych na rozpatrywane continuum materialne; nalezy
tu uwzgledni¢ zaréwno sity masowe jak i zewnetrzne) oraz gdy deformaqa obie-
tofciowa, zgodnie z zalozeniem uczynionym na wstgpie, réwna si¢ zeru, Sciste roz-
wiazanie tego problemu przy zastosowaniu metod rachunku wariacyjnego prowadzi
do ukiadu trzech nieliniowych réwnan rézniczkowych o pochodnych czgstkowych,
z ktorych nalezaloby okreslié szukane fankcje u, v, w. Jest to problem bardzo trudny
i na og6t nie daje sig efektywnie rozwiazaé. A. R. RzaNICYN, [15], proponuje pewng
metodg przyblizona, polegajaca na przyjeciu a priori postaci fankeji u, v, w (zacie$nia
sig tym samym klasg rozwiazaf) wyrazajacych sic za pomoca pewnego, na razie
nieokre§lonego parametru. Przyjecie takie jest rownowazne zalozeniu . pewnego
typu mozliwego schematu zniszczenia. Z réwnania, {1], [4] i {15];

37 ' ' V=T
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mozna nastgpnie okresli¢ sity zewngtrzne, w naszym przypadku M i N, jako funkcje
wprowadzonego parametru i na koniec, Zzadajac4 M, = min przy N = const.,
tub N = min przy M; = const, nzyskuje si¢ przyblizone réwnanie krzywej granicz-
nej, ktore jest oszacowaniem gbérnym. OQczywiscic znalezione w ten sposdb oszaco-
wanie z gory jest tym «lepszep, tzn. blizsze do rozwigzania Scislego, im przyjeta
postaé przemieszezen, a zatem i zalozony schemat zniszezenia jest blizszy schematowi
rzeczywistemu.

A.R. RZANICYN, [15}, rozwiazal w podany wyzej sposéb kilka wybranych za-
gadnien teorii plastycznosdcei, mianowicie: 1) skrecanie preta o przekroju szesciokata -
oraz o przekroju elipsy w zakresie czysto plastycznym, 2) skrecanie z rozcigganiem
preta o przekroju kolowym, 3) skrecanie ze zginaniem preta o przekroju kolowym.
W ostatnim z tych przypadkdéw odpowiednie wzory na obciazenia zewnetrzne
zawieraja funkcje nieelementarne (peine cafki eliptyczne).

Dla prgta posiadajacego przekr6j poprzeczny o dowolnym ksztalcie, poddanego
jednoczesnemu dziataniu skrecania i rozciagania, proponujemy nastgpujaca postaé
przemieszezelt :

1 _ — 1 _ _ -
(3.8 u:ﬁzy—zsx, W_zﬁﬂzx—fsy, w=dwy(x, y)+ez,
gdzie £ oznacza wydluzeme wzgledne, & jednostkowy kat skrecania, x, y, z ukfad
odniesienia oraz z o preta. Nalezy zaznaczyé, zc dwa pierwsze spo§réd napisanych
wzoréw s fciste, natomiast trzeci z nich jest prawdziwy tylko w przypadku czystego
skrecania, wowczas bowiem funkcja spaczenia wy = wy(x, ) jest calkq réwnania
Scislego, [18]:

()W{) aZW{)
(3.9) (y-i- x) =t

oy?
n ( - t)w0)232w0 2(+ ()wo)( - awo) 02w 0
Ty e VTR I\ o oxay
i spetnia warunck brzegowy
3.10 (“+ aw")d* ( ‘+——aw°) i
'( . ) ¥ d} 'y X a}—; dx =0.

Dlae # 0, a wige w przypadku obcigenia ztoZzonego (M,, N), do lewej strony réw-
nania (3.9) nalezy doda¢ wyraz 3:2/d2 V2 wy (gdzie V2 jest operatorem Laplace’a)
I wéwezas podana wyzej funkcja wy = wy(x, y) nie b@lee na ogdl spelniaé row-
nania $cistego. .
Warto zauwazyd, Ze w przypadku szezegolnym, gdy & =0 (brak skrecania,
zachodzi tylko rozciaganie) prryjety rozkiad przemieszezefi bedzie prawdziwy,
poniewaz wyraz #wy(x, y) zniknie. Oznacza to, Ze znalezione oszacowanie gorne
krzywej granicznej powinno «trafiaé» w obydwa skrajne punkty obszaru 0 < n < 1,

4 A. R, Rzanicyn, [15), pisze omytkowo max zamiast min.

Rozprawy Inzynderskie — 13
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0 < ms < |, co winno zapewni¢ dosyé dobre zblizenie oszacowania gérnego do
rozwigzania fcislego. Dla porownania wspomnimy rozwazania F. A. GAYDONA
i H. NUTTALA, [1], po§wigcone wyprowadzenin réwnania oszacowania gérnego krzywej
granicznej f(ms, mg) =0 (mg jest bezwymiarowym momentem gnacym), ktdre
zbliza si¢ do rozwigzania Scistego tylko w sasiedztwie punktu myg =1, ms; =0
(gdy spaczenie przekroju jest réwne zeru), odchylajgc si¢ w poblizu punktu m, = 0,
ms =1 znacznie powyzej rozwiazania Scistego, poniewaz obrana postaé prze-
mieszezen nie jest prawdziwa w przypadku czystego skrecania. Podobne rezultaty
- (rozbiezne w poblizu punktu M; = Ms, jezeli chodzi o kres géray krzywej granicznej
w plaszezyinie My, M, dla preta o przekrmu kwadratowym) uzyskali R. HiL

i M. P. L. SieerrL, [6].

Funkcje spaczenia przekroju wp (x, ) wystgpujaca w ostatnim spodréd wzordw
(3.8) i spelniajacy Scifle réwnanie rézniczkowe (3.9) oraz warunek brzegowy (3.10)
mozna stosunkowo latwo okresli¢ wprost ze wzoru J. Mandela, cytowanego przez
w. PRAGERA i P. H. HonGE’A {7]: :

(.11 wo (x, y) = wo (R) —gd,

gdzie oznaczenie wielkosci g i d wyjadnia rys. 6a. Pozostale oznaczenia przyjete
na 1ys. 6; C jest konturem rozpatrywanego przekroju, [” granicg strefy sprezystej
i plastycznej, P(x,y) punktem biezacym strefy odksztalcern plastycznych oraz n
normalna do’ konturu przechodzaca punkt P; R jest punktem przecigeia normalnej
z granicy stref. Pierwszy wyraz we wzorze (3.11) oznacza wigc warto§é funkcji
spaczenia na granicy stref. W stamie czysto plastycznym 1" odpowiada linii nie-
cigglodci (linia zalomu wzgdrza piaskowego wedlug analogii A. Nadaia) i wéwezas
odpowiednic wyraZenie, [7], na wy(R) redukuje si¢ do prostego wroru:

R
(3.12) wo (R) = f (xdy —y dx),
o _ _ R,

przy czym dolna granica calki krzywoliniowej Ry jest punktem lezgcym na I7
i takim, Zze wy(Rp) = 0.

Zajmiemy si¢ obecnie rozwigzaniem postawionego problemu dla preta o prze-
kroju kwadratowym. Ze wzoru (3.11) oraz na podstawie rys. 6b, uwzgledniajgc
rownosel wo(R) =0, ¢ = x—y, oraz 4 —)_;, okrelimy bez trudu funkcje spacze-
nia wy, rozwigzujaca zagadnienie nosnosci granicznej rozpatrywanego preta w przy-
'padku czystego squcama. mianowicie dla pierwszego oktantu otrzymujemy.

(3.13) wo(x, ) = p(y — x).

Latwo sprawdzié, ze funkcja ta spelnia rownanie (3.9) oraz warunck brzegowy
W plerwszym oktancie: owpfox =—y dla x = a. Ze wzoru (3.12) mozna oktresli¢
rozklad przemieszozen w = ﬁwo (x, ») we wszystkich pozostatych oktantach kwa-
dratu korzystaﬁc z antysymetrii wzgledem osi uktadu oraz przekatnych kwadratu,
co jednak w dalszym ciagu obliczei nie bedzie nam poirzebne.
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Korzystajac ze wzorow (3.8) oraz (3.13) obliczamy odpowiednie pochodne
ug, v4, Wi (j = x, y, z), wstawiamy do wyrazenia (3.4) i po wykonaniu kilku prze-
ksztalcen mamy

; ‘ ‘
_ e
(3.14) TZQfdsz]/ez +—§’&2(xwy)2 dxdy, .
b F

gdzie I oznacza dlugosé preta lub, po wprowadzeniu wspdlizednych bezwymiaro-
wych x = x/a, y = yla (a jest po:‘towac boku kwadratu) oraz bezwymiarowego
parametru

LI
{3.15) | =g

praca sit wewnetrznych 7' da sig przedstawi¢ w postaci

16Qa315‘ |
(3.16) = f f‘/wsZ—}-(y——x)Zdy

R .
. .
~
L Y4 ,
\\ -
\\ #
o .
o~ N =
. . Q X
// ~
// \\\
A ~
e
| %4
| Ja

Rys. 6. Okredlenie funkeji spaczenia przekroju wo(x, ¥) wedlug J, Mandela, [7]

' 1 w |
34"""* .
I= f dx f ]/Z(sbr(y——x)2 dy
0 o

daje sig efektywnie _o‘b]iczyé i po dosyé diugich rachunkach mamy

11(3 23y
{3.17) I:E[(ZS2+ 1) —- lé 6‘3] +

Catka .. .

/3 ‘
+1+‘ —

S —
l/—ws2+1~—1 : ]/:32+1—1
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Praca sit zewngfrznych wyraza si¢ prostym wzorem
(3.18) : V = My #+Nel.

Korzystajac z réwnodci (3.7) otrzymujemy réwnanie

(319 : Ms M+ Nel = 7: Qad> NI
lub, po podzielenin przez adi,

M,
(3.20)

= T Qa? [
Prawa strong tego réwnania nazwiemy F(s), przy czym

'8 3 2 144 27 54
f/?’ f 53+ *%SZ-i-ﬁsﬂn— )

@321)  F(g) = V3 s 16 A—1)

a5+
gdzie dla uproszczenia zapisu uzyto oznaczenia

(3.22) A=]/%sz+1.

Zadamy, aby dla stalej sily podluinej N == const zachodzilo minimum ‘momentu
skrecajacego M = min. Z réwnania (3.20) mamy

(3.23) Ms = a[F (s} — Ns].
Warunek istnienia minimum
(3.24) [ il ] =0
. as N=const
daje
. o dF{s)
(3.25) N= 7

Korzystajac z réwnar (3.21), (3.25) oraz (3.23) znajdujemy obciazenia zewngtrzne
my = Mg/ Ms oraz n = NfN, mianowicie:

2 1+4 33
vios 2 0

9 1
ms:A3—ISZ(1 "{-A—j{_ -+1n

27 2A—3—|—1/A)

(3.26) 167 A1
3 2 144
,n=]/§s(1+%(A 1/4)+'/ s+1nl/3 t —

52

3 3A——4+1/A)
8° (4—1p |’
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Wyrazenia te przedstawiaja parametryczne réwnanie krzywej granicznej ms =
= mg(s), n = n(s). Dla s = 0 otrzymujemy natychmiast ms; = 1, n =0, jak by¢
powinno; przypadek 5= oo (czyste rozciaganie) oméwimy osobno. Dyskusja
oszacowania gdrnego zapisanego w postaci (3.26) iest dosyé trudna: budowa obydwu
roéwnan jest raczej zlozona, parametr s nie daje sig¢ wyrugowad, co wigcej, wyraze-
nia te nie moga byé rozwinigle na szersg potggowy zmiennej s w okolicy punktu
s =0 (ze wzgledu na wystgpujacg w obydwu wzorach funkeje In s).

Aby uniknaé tych trudnodci, wprowadzimy nows zmienng A = 1/s (A = 0, gdy
§ = oc) 1 przepiszemy wzory (3.26) w postaci

3y/3 B 91[ Y3 B 2 2 (2 )]
M= e 3 YRST 1+ ) WF+1H ]/f)H-B

3V§'L+27IT
2 B 16 M (1/33 )

A
(3.27)
SR TcN PR VUARE B R P A
R I 1 A I S W
3/3 B 2 2
31 2 4 YTyEE
8 2 (V?B )2 ’
2!
gdzie

B=1V1+14/342.
Rozwijamy teraz na szereg potegowy MacLaurina zmiennej A wyraZenia

2 2
B=1+ 312—3}{4—% ey
{3.28)

2 2 4
In|—=A4+B)|=——1——F=MB+...
(Fra+a)= st gyr o+
Po wykonaniu wszystkich naznaczonych dziatan na tych szeregach otrzymujemy

{ms = gl A e A,
- 1= eA 2 A 12 i .,
'g'dz_ié jednak wspélczynniki @, b, ¢, e i f znikaja, natomiast

. (3.29)
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Réwnanie krzywej granicznej mozemy obecnie zapisa¢ w postaci
. T N

.—1 —1~A2
"= o B

3.31)

| 14
M = —F— aee
V3
Iub na koniec po wyrugowaniu parametra A
. [,
(3.32) n=1— 3 M
nd

1 e i 1 1 I 1 ! i

a4 62 03 04 05 28 g7 L] 04 10 myg

Rys. 7. Krzywe graniczne f{ms, n) = 0 dla preta o przekroju kwadratowym:
1 — oszacowanie z deh1, 2 — rozwiazanie scisle (aproksymacia wedlug [18]), 3 — oszacowanie z gory

Rowname to przedstawm czesC krzywej granicznej (oszacowanie gorne) dla ms <€ n
Dla nap1san1a petnego réwnania krzywej nosnosci granicznej korzystamy z oméwio-
nej poprzednio interpolacji szefciennej typu (2. 61) Wstawiajac a = 1/3, otrzy-
mujemy proste réwnanie

{3.33) mg—f—fﬁ =1,
Jest to oszacowanie gérne. Krzywa opisywana tym réwnaniem’ zostala przed-

5 Krzywa graniczna (oszacowanie gorne) mozna by narysowad rowniez, korzystajac z réwnania
Scistego (parametrycznego) oszacowania gornego (3.26), wstawiajac do niego wybrane wartosci para-
metru ¢ i uzyskojac na drodze numerycznej odpowicdnie wspdirzedne punktéw f(m, ) = 0.
Dla sprawdzenia przeprowadzono takie obliczenia dla kilku punktéw krzywej i poréwnano z rezul-
tatami otrzymywanymi przy uzyciu wzoru (3.33) —roZnice sa znikomo male.
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stawiona na rys. 7 (krzywa 3). Krzywa 2 bedaca blisks aproksymacja rozwiagzania
$cistego jest opisana rownaniem, podanym w pracy [18]:

(3.34) mz-+0,4709 1n2-1-0,5291 13 = 1.

Z rysunku 7 wida¢, ze krzywa ta micéci si¢ pomicdzy obydwoma znalezionymi
oszacowaniami: dolnym (2.62) oraz gérnym (3.33), a zatem dla zastosowar W prak-
tyce inZynierskiej naleZy polecié rownanie (3.34) jako nieomal Sciste. '

Powyisze rozwazania dotyczace znajdowania oszacowania dolnego i gérnego
dla preta (Ms, N) o przekroju kwadratowym mozna by uogdlnié dla dowolnego
p-kata foremnego, jednakze ilo§é pracy przy p # 4 znacznie wzrasta, a uzyskiwane
rezultaty nie wydaja sig wnosi¢ wiele nowego. I bez liczenia moZna stwie;dzié,
ze dla p > 4 oszacowanie z gory zbliza si¢ coraz bardziej ku rozwiazaniu $cistemu,
a w przypadku granicznym p — oo, gdy wielokat przechodzi w kolo, dszacowanie
z gory jest identyczne z rozwigzaniem S$cistym, co po raz pierwszy stw1erdzﬂ
A, R, RzaNicyn, [15]
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PezmoMme

BEPXHHIT 11 HIDKHMI KPAW PEARIBHON KPUBOM
TP OAHOBPEMEHHOM IM3TWEE W KPVYEHUU

Vcroneays bsapRATHOHEEIG TCOPEME! TEOPHM INACTHUHOCTH, JacTca oOmMH mMeTon omlpefe-
‘NeHEs HESKHETO H BEPXHETO Kpas KpuBoi Hecymel cOocoOHOCTH B IMOCKOCTH BRELAAX HArpPy3oK
(M, N), roe M; — xpyTsammii Moment, N — IPOHONGHAd PACTATHBAICHIAN MM CHKEMAIOIIAS
cmirl. 1IpHBENEHHENE MeToH MOMEO HCHONB30BATH JAA HCCICHOBAHMS Mecymell CcrocoBHOCTH
(M, N) crepikreidl ¢ npou3solbHoll dopMoll cedcHES. :

TIepsas 3acTh PabOTH MOCBANIASTCS ONPEIENEHUI0 HEKOTOPOH CXEMBI CTATHYECKH HOLYCKASMBIX
HanpsoxeERil o, BO3MOXHO JIy4Ie ANPOKCHMEADYIOMEX ACHCTBHTGIEHOE DPACHPENCNCHHS HA '
IpsEeHRH, MCHONB3YA TPH 3ToM amalioryio xpumimm A. Hapaiig, [12], Tlopobno, npyeenerEsas
‘BO BTOPOH 4acTH paGoTEl KAHEMATHUSCKE BO3MOXHAH CACTEMA IepeMeHICHWH u; — oOaImBaeT
ZVI TPOHIBONLHON GOPMET COUCHNS, PACCMATPHBAEMOTO CTEPKAA ¥ A6T BOSMONHOCTE OUpene-
JMTE BepXAEi kpalt KpEeoH Wecymedt cnocobmocTu f (Ms, N) = 0. OnpenencHybie taxuM obpasom
HEDKEH B BOPXHEI Kpas, B 00oux cygasx: 1 — YHCTOS KPYHCHRE, 2 — YHCTOS PACTIUKEHUE COB-
IAIAI0T ¢ TOMHBIM PELICHHEM, & JUIs IPOUSBONLACH CIIONHOM CHOTEME! BHEIHUX BArpysox (M, N}
— DO3BOMSIOT CLGHET NPABAIFHOCTS H3BECTHEX, [18], anpokcEManuil TOMHOTO peurenan (Towoe
peIIeHAe BONPOCA HeCcymel crocobHOCTH OMHEOBPEMERHO CEPYEIBAHHOTO M PAcTAIABAEMOrO CTep-
¥HA — elue pe HaliicHo).

Jns MIDFOCTPHPOBAHEA HAPEBENEHOEIX MOTOIOB, OCHOBZHHBIX Ha BAPHAIMOHHEIX TEOpeMax,
pemmaercst dfhdexrTrBHEO Cryyall CTEPIKIA KBAAPATHOIO COUCHU, RaX0nd Onmaronaps MHTePIOISIIHE
TepMETa, MONHOS YpapHeHHe FEDKHETO M BEDXHEro Xpas KpHeOH Hecymelt cmocoBrocTtu B mioc-
xocra (M;, N). B saxmouesne (CM. pEC. 7) DesyNBTATH HacToAwel paboTE HCIONB3YIOTCH JUTT
OUEHKH TOYHOCTH POLISHMS, PACCMATDHBAGMOH 3a1awi, — HPHBEREHHOTO B pabore [18].

Summary

THE LOWER AND UPPER BOUND OF THE LIMIT CURVE
FOR COMBINED TENSION AND TORSION

Making use of the variational theorems of plasticity a general method is given for the deter-
mination of the upper and lower bound of the limit curve in the (M5, N} — plane of external loads
where M; is the torque and N — the longitudinal force (tensile or compressive). The method de-
seribed can bewsed for investigating the limit load (Ms, N) of bars of any eross section.

The first part of the paper is devoted to the determination of a certain scheme of statically ad-
missible stresses 6§ approaching the real siress distribution as well as possible. For this purpose
the Nadai roof analogy is made use of [12]. Similazly, the system of kinematically admissible dis-
placements described in the second part of the paper is valid for any form of the cross-section and
enables us to find the upper bound of the limit curve f(Ms, V) = 0. In the two particular cases
1) of pure torsion and 2) of pure tension the upper and lower bound thus found coincide with the
accurate values. For any load combination (M, N) they enable us to obtain an estimate of the
correctness of the known approximations, [18], te the accurate solution (the accurate solution of
the problem of limit Ioad of a bar subject to combined tension and torsion has not yet been found).

To illustrate the methods described based on the variational theorems, the case of a square bar
is solved effectively thus finding by means of Hermitian interpolation the full equation of the lower
and the upper bound of the limit curve in the (M, N)-plane. Finally (cf. Fig. 7) the results of the
Present paper are used to estimate the accuracy of the solution of the problem given in [18].
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