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RozwazaliSmy dotychczas (por. cz. 1 —[16], cz. 2 — [17]) belki izostatyczne
(reakcje.ich wyznacza si¢ za pomoca réwnafi réwnowagi ciala sztywnego). Zajmie-
my si¢ teraz belkami hiperstatycznymi, w przypadku kiérych dla wyliczenia reakciji
nalezy nalozy¢ warunki réwniez na odksztalcenie,

Z belek hiperstatycznych rozwazymy tu belke dwustronnie utwierdzong, betke
podparta swobodnie w jednym i utwierdzona w drugim koficu oraz belke ciggla.

Metody elementarne teorii spreZzystodci moga byé stosowane na ogot do belek,
w kiorych stosunek A dwu wymiaréw belki jest nie mniejszy niZ 2, Dla belek krétkich
(belek-$cian na przykiad), gdy 4 < 2, nalezy wykorzystywaé ciste metody rachun-
kowe I nakiada¢ dokladniejsze warunki na przekrojach utwierdzonych (np. warunki
utwierdzenia doskonatego). Badania takic przeprowadzali w przypadku belek
obustronnie utwierdzonych: W. A, LAzarIAN, [6], W. K. Prokorow, [8], A. S. KAL-
MANOK, [3], [4], [5], M. 1. DLuGAcz, [1], oraz autor, [9], [11], [12]. W.'W. WEAsOW,
{13], [14], wskazal moziiwo§¢ badania belek-$cian utwierdzonych doskonale wzdhuz
przeciwleglych krawedzi w opatciu o metod@ funkcjl poczatkowych, opracowana
przez niego w pracy [15]. :

Dila 1> 2 sily i momenty hiperstatyczne wyznaczyé mozna metodami wyuzy~
matoSci materialéw lub elementarnymi metodami teorii sprezystosci, Wykorzy-
stujac rezultaty uzyskane przez autora w pracy [10] uzyjemy réwnolegle obydwu
metod rachunku w celu wyznaczenia zakresn ich stosowalnoéci praktyoznej.

8. Belka prosta utwierdzona obustronnie

WykaZemy nizej, w jaki spos6b mozna badaé to zagadnienie w og6lnym przy-
padku obcigzenia, takim jak na rys. 71a, Zagadnienie to mozna albo badaé bez-
posrednio, albo sprowadzié¢ do zagadnied rozwazonych poprzednio.

8.1, Oméwienie problemu w ogdlnym przypadku obeinZenia. Przypadek obcigzenia dziata-
Jacego z. géry moZna rozlozyé na dwa proste przypadki: obciazenia sifami
skupionymi ¥ i ¥ dziatajacymi na przekrojach kosicowych (rys. 71b) i obciazenia
rozlozonego p (x) (rys. 71c). W obu tych przypadkach obcigzenia Mmozeny (jeéli
chodzi o stan naprezenia) zakladaé, 7e belka jest podparta swobodme (naprezenia,
na przekrojach koncowych sa okreslone) i moZzemy wykorzystac tu wyniki uzyskane
" wezesniej, w pierwszej czedei tej pracy. . 0
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Aby okre§li¢ momenty utwierdzenia M, i My nalezy uwazal belke za element
konstrukeji hiperstatycznej i natozy¢ pewne warunki na odksztalcenia. Warunki
te nalozyé mozna w sposéb przyblizony (przy wykorzystaniu metod wytrzymalodci
materialéw) przyjmujac, Ze nie ma obrotu w przekrojach koncowych, oraz nwzgled-
niajgc wplyw momentu zginajacego jak réwniez, ewentualnie, sit poprzeczoych, Przy
wykorzystaniu doktadniejszych metod teorii sprezystosci wypisuje sic skladowe
wektora przemieszezef i nakiada si¢ warunki utwierdzenia na przekrojach kof-
cowych, *

Przyimujac, ze My > M, mozemy wyliczyé, Ze

. 1
(8.1) Vi=—V) = (M:— M),

2a

wyznaczajac tym samymn obcigZenie drugiego rodzaju.

Jedli chodzi o stan odksztalcedi, to rezultaty uzyskane dia belki swobodnie pod-
. partej moga byé réwniez tu wykorzystane, jesli uwzgledni sig ruch ciala sztywnego
oraz zapewni spetnienie warunkéw utwierdzenia.
" 8,2. Rozwiazania przy pomocy wielomianéw biharmonicznych. Wielomiany biharmoniczne
wykorzystamy przede wszystkim w przypadku, gdy bellka obustronnie utwier-
dzona poddana jest dziataniu obcigzenia rozlozonego réwnomiernie (rys. 72a).
W innych przypadkach obcigzenia postgpowanie jest analogiczne.

Przyjmijmy za osie wspdlrzednych osie geometrycznej symetrii belki (stosunek
jej wymiardéw wynosi zatem A = afb). '

Ze wzgledu na symetrie wzgledem osi Oy pierwszy przypadek obeciaZenia bedzie
czystym zginaniem (rys. 72b), przy czym

(8-2) Ma; = M:u = M.
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Otrzymujemy reakcje (rys. 72¢)
3.3) - V=V,=V=TV,=pa.

AbY wyznaczyé momenty hiperstatyczne mozemy — wykorzystujac wzory (2.10)
i (238"} — napisa¢ wyrazenie na przemieszezenie v {przy rozwazanym obciqienit})
w postaci

Upr A2 A2 M

8.4) By ==, (-2 {‘DT (5—E)+3 55|,
a d
EREER
S

M

b yf R

a

REERE

Rys. 72

W metodzie opartej na wy_tl-zynja}oéci materialéw wykorzystano jedynie wplyw
momenty zginajacego.
Warunki utwierdzenia

8.5 xX=+a, —=0: Rk,
(8.5) x = ta ¥ o 0
prowadzg do

a2
(8.6) S M= —%

Jesli uwzgledni¢ rowniez wplyw sit poprzecznych, to nalezy dolaczys jeszeze
przemiieszezenie

3.7) E%T = —0,6(1+9)pa2(l - &2).

Warunki (8.5) prowadza wtedy do

{8.6") M = —

pa? 2,4 (14
T[i 1 T]



220 P. P. TEODORESCU

Skladowe wektora przemieszczen wyrazi¢ mozna przy uzyciu metod teorii spre-
zystofci w postaci

(2
Elu— (—ony il = g5 {3 l(s - ”) (. ""‘] 22— (24) yZ} xy +

' v 3 M
& LA

. P [ » I
Efo — (wox+op] = 74b_3 {3 l—z— (a2 — x2) — (42— + ?) bzl +

+1 1+)2}2 p +3119‘2 (8+)b7 x2]2+3M e
At Ty T (T T e F g T
gdzie wy, Uo, Wo 52 odpowiednio przemieszezeniami 1 obrotem belki uwazanej za
cialo sztywne.

Warunki symetrii mechanicznej wzgledem osi Oy prowadza do warunku
(8.9 wy = 0.

Te same rozwazania pozwalaja napisaé
(8.9 up == 0,

przy czym u nie 1oze znikaé jednoczesnie w punktach x = +a, y =0. Parcie
boczne pomija si¢ przyimujac, ze belka moze wydiuzaé si¢ i kurczy¢ wzdluz swej osi.
W przeciwnym przypadku nalezy do rachunkéw wprowadzi¢ réwnicz sife osiowq
hiperstatyczna; stajg si¢ one wtedy dokladnigjsze.

Warunki (8.5) prowadza do

. . pa? 8—%—51}) :

8.6 M _——éf(l—k- el

a warupki ‘ !
\ Ju

(8.5) - x=4+a, y=0 ()y:O

daja ‘
rer = paz 2+5v)

(3.6""") , M= =Y -(l 03]

Nie mozna przyjaé warankow w postaci
(8.5 x=+a, y= b u=0, ‘.
poniewaz nie sa one nigdy spelnione jednoczebnic,
Mozna zatem napisac
b

(8.10) M=—="K,
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przy czym wartosci wspolczynnika K dla réznych wartodci A i przy » = 1/6 (beton
zbrojony) podane sa w tablicy 22. :

Tablica 22
N 2 3 4 5 10
M .
M 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
M 1,700 1,333 1,175 1,112 1,028
M 1,221 1,105 1,055 1,035 1,009
M 0,929 0,966 0,982 0,989 0,997

Zauwazmy, ze wplyw sily poprzecznej (w metodach wytrzymatoéciowych) pro-
wadzi przy obliczaniu obrotu przy malych A do wartosci doé¢ dalekich od rzeczy-
wistych. Zauwazmy réwniez, ze wartosci wspodtezynnika K ukladaja sie w poblizu 1,
a dla A > 3 mozna praktycanie przyimowadé K = 1. Rzeczywiste warunki utwier-
dzenia moga zmieniaé si¢ pomigdzy dwoma zasadniczymi sposobami utwierdzania
odpowiadajacymi warunkom (8.5) i (8.5"); dlatego tez przyjmujemy (jako §redniag)
rozwigzanie uzyskane metodami teorii wytrzymatoéci materialéw, uwzgledniajgce
jedynie wptyw momentu zginajacego, a wiec wzér (8.6).

W przypadku utwierdzenia sprezystego moment hlperstatyczny jest propor-
cjonalny do obrotu w przekroju utwierdzenia (wspSiezynnik proporcjonalnoéci m
jest momentem utwierdzenia odpowiadajgcym obrotowi réwnemu jednogei).
Uwzgledniajac jedynie wplyw momentu zginajacego znajdujemy, 7e moment ptwier-
dzenia jest okreslony wzorem (8.10), gdzie wspolczynnik K okre§lony jest zwigzkiem

1
2 Ea2’

3 mi3-

(8.10) ; . K=

Rozwaiony przez nas przypadek utwierdzenia doskonalego (K = 1} odpowiada
Hl — O, -

Stan napreZefi mozna przy wykorzystaniu wzoréw (2.2) i (2.29) oraz zasady
sktadania efektéw zapisa¢ w postaci (1.24), (1.24", gdzie

» » (3
= .72 — 2 E::——- —_— . 2
3 4}‘ (1 39y . Gy 2 (5 )"7:

(8‘11) Uﬁio, dy

I

==L @),

3p .
Toy = Tgy = 7;’1(1‘_'772)53 Ify

Zauwazmy, je popi'awki; jakie wnosi teoria sprng:/-s"foséi” sq.takie" same 'zxaro.wno
w przypadku belki podpartej swobodme jak w przypadku belki utWICI'dZOIIG_}
w obu koricach. Zale#a one ]edyme od’ sposobu obciazenia, -
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Wykorzystamy wspotrzedne zredukowane

x y
8.12 f=2, =
( ) E I > i b

M) Sily i momenty na przekroju biezacym okies-
lone sa wzorami (rys. 73)

e e
S g @13 M08,

a ) Ty (x) = —pat .

Rys. 73 Stan odksztalcen podaja zwigzki

9

E—u = P [31(—2-- + v) SR8 —024 ?72] &y + - pé
a 4 L=\ 5 2 !

(8.14) :
il e
Em=ry |y 20—38) — S R i i R

—“%77 = ,12 (1-—£2) [ (1— &2) +

Réwnanie srodkowej warstwy odksztalconej bedzie zatem okreélone nastgpujgco:

0

7 (x, 0)

(8.15) B =g 12(1—52)l (1—5"*)7L ]

a ugiecie maksymalne (w $rodku dtugosci belki) wyrazi si¢-wzorem
pa 9,6 - 6v

8.16 3 o

.16 r=3e P i+ 20,

Metody wytrzymalosci materiatow dajg dla warstwy $rodkowej

4% P
3. I A LA E232

zatem ugiccie maksymalne wyniesie tu

A3 pa
8.18 LT
( ) f A 16 E
Uwzgledniajac réwniez wplyw sit poprzecznych otrzymamy

(8.19) | E%—— -— —fﬁ-- 21— ) R 24960,
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skad
A pa 9,6 (1 +w) ]
(8.20) fa= % E [1 + I
Obliczajac stosunek
fR '_f 336 4
(8.21) T

widzimy, Ze dla belek z betonu zbrojonego (» = 1/6) rezoltaty uzyskane metodami
wytrzymalo§ci materialéw sa praktycznie stosowalne dla 4 > 3 (btad maksymalny
6,5%); dla 1 =2 blad osiaga 15% i nalezy wykorzystywaé metody teorii spre-
Fystosci.

8.3. Rozwigzania przy zastosowanin rozwinigé w szereg. W ogllnym przypadku ob-
cigzenia mozna wykorzystaé rozwinigeia w szeregi Fouriera w rozwazaniach
analogicznych wylozonych powyzej. Rozwazymy tu jedynie przypadek obcigzenia
normalnego.

Moina wyrdznié obc;qzema symetryczne wzgledem przekroju smdkowego belki
i obcigzenia antysymetryczne wzglgdem tego przekroju.

Do wyznaczania momentdw hiperstatyczaych nalezy tak jak uprzednio wy-
korzystaé metody wytrzymalo§ei materiatow.

Obciazenie symetryczne (rys. 74) przedstawi¢ mozna w postaci

(8.22) p(x) = ; by cOS anx m—.—;ﬂﬂpﬁ\rn—rm .
»;

adzie n( s 0 \ X
_ _ = v] iv
(3.23) e e 1, 3,5, e . . 2 |
a okres L, wynosi 4a. _ Rys. 74
Sita poprzeczna okredlona bedzie wzorem
b b
{8.24) Ty(x) = Z -2 sin apx = — “Lsin apx,
n Uyn I n

w ktérym stala catkowania przyjeto réwna zeru, poniewaz Ty (x) #nika w przekroju
srodkowym.
Moment zginajacy okrélony jest wzorem

' b
(8.25) My (x) = —Z a—fcos anx+M,

n T

gdzie M = M, = M, jest momentem utwierdzenia, ktéry nalezy okredlié osobno.
Obrét przekroju poprzecznego okreflony jest wzorem

b
(8.26) | EN (x)-: Z“ P lSllll anXx — Mx,



224 P. P. TEODORESCU ~

przy czym stata catkowania jest zerem, poniewaZ obrot w przekroju Srodkowym
znika.

Nakladajac warunck znikania obrotu na pr zekrojach utwierdzonych znajdujemy
moment hiperstatyczny

(8.27) M= 8:32 ; (—1)a-Diz l;i;
Moment zginajqcy w dowolnym przekroju wynosi przeto
(8.25" Mao(x) = i‘f?iz i—’;[% (—1)@=12 n — cos on x],
n
& obrét przekroju POPIZECZNEgO okres’.lony jest wzorem
(8.26") Ef(x) = — 332 L (=)D E — sin oy X] .

Po uwzglednieniu warunku, e przemleszczeme v znika W przekro;ach podparcia,
otrzymujemy

) o, (X 24 b |
(8.28) E Mb( ) ;/142 o [Z—(—I)wm 5 (1 — £2) — cos dn x|,
P .

4

a ugiccie maksymalne (§ = 0) wyniesie

24 a b-n T :
- — — ] —1¥2
829 fu= R ,,E H4l L (Do 1].

Obcigzenie antysymetryczne (rys. 75) przedstawimy w postac

. M .
M(m\'\’\%ﬂh} - 830y plx) = ; an SNy, X,
v pix llv .
{ . | \ gdzie

nmw
Rys. 78 831 yu =" n=L23%.,

a okres Lj wynosi 24, Rowniez w tym przypadkna wyznaczymy. jedynie wielkosei
o charakterze hiperstatycznym. o

Postepujac w podobny spos6b jak poprzednio 1 uwzglqdnlajqc, Ze przemieszezenie
v, (x) znika na podporach, obhczymy moment hlperstatyczny

(8.32) M= — 022(4)7» n

Sile poprzeczng mozna zapisaé nastgpujaco:

Ty(x) = ‘——;2 n [

7

@_'33) -—(—1)"' - Hcos p, X j

72
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a moment zginajacy bedzie okreslony wzorem

az apl3 1 .
8.34 Mz(x)=— —{—(—D* _Elsiny, x|,
(8.349) () nz;nz[ﬂ< »Ley yn]
Obrét przekroju poprzecznego wyniesie
‘835 0 S N 2
= — e F—— 1 Y0 —_—
(8.35) Ef{x) _ 2w 20w [2( 1y® (1—3& )l+cosyﬂx],

a rownanie zdeformowanej warstwy §rodkowej belki bedzie mozna zapisaé w postaci

]

ki 3 ” )
(8.36) E %’;(x) =g 3 H (—Dyn(l-—£2) £} siny, xJ .

2t :n4

W oparciu o te rezultaty i o teorig sprezystosei z latwodcia znale#é mozna
stan naprezed i odksztalceh wewnatrz belki obustronnie - utwierdzonej.

9. Belka prosta utwierdzona w jednym kotficu i swobodnie podparia w dragim

W tej czgéei pracy pokazemy sposéb podejécia do zagadnienia w ogdlnym przy-
‘padku obcigzenia (rys. 76a); wykorzystamy ukiad wspdlrzednych pokazany na
rysunku. Do zagadnienia mozna podejéé bezposrednio lub sprowadzié je do innych,
uprzednio rozwazonych problemow.

9.1. Oméwienie problemu w ogélnym przypadku obcigienia. MoZna przyiaé, ze rozwa-
zane obcigZenie jest zlozemiem obcigzenia w przekroju utwierdzonym nieznanym
momentem zginajacym My (rys. 76b) oraz obciazenia ciagltego p(x) (rys. 76c). Jesli

’ gm
) ?V‘D
v =
M< ’ L4

b y] S T oix)

@t

Rys. 76

chodzi o stan naprezefi, to mozna przyjac z kolei, ze obcigzenia te dzialaja na belke *
prosta podparta swobodnie ‘i mozna wykorzystaé rezultaty uzyskane w pierwszej
cz¢Scl niniejszej pracy. ‘ ‘
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Obliczenic momentu zginajacego M, wymaga zbadania belki traktowanej jak
.element hiperstatyczny i natoZenia pewnych warunkdw na odksztalcenia. Warunki
te natozyé mozna, na przyklad, w sposéb przyblizony (przy wykorzystaniu metod
teorii wytrzymalosei materialéw). Nalezy wtedy uwzglednié wplyw momentu zgina-
jacego oraz ewentualnie wptyw sit poprzecznych oraz przyjac, Ze obrot nie wyste-
puje w lewym koricowym przekroju belki. Mozna natozy¢ rowniez warunki do-
kladniejsze, obliczajac przy uZyciu teorii sprezystosci skladowe wektora przemie-
szczenia oraz nakladajac warunki utwierdzenia w' lewym kofcu belki.

7 powodzeniem mozna tu stosowaé ogélne rezultaty uzyskane dla belki swobodnie
‘podpartej. Nalezy ponadio wyznaczy¢ ruch ciata sztywnego, jak rowniez szg!qdnié
warunki utwierdzenia.

9.2, Rozwigzania przy zastosowanin wietomiandw biharmonicznych. Wielomiany biharmo-
miczne wykorzystamy przede wszystkim w zastosowaniu do wyznaczania stanu
naprezent i odksztatcen belki utwierdzonej w lewym kodicu i podpartej swobodnie
w prawym, poddanej dziataniu réwnomiernie roztozonego obcigZenia o gestodcip.
'W innych przypadkach obciazenia mozna stosowaé analogiczne metody rachunku.

Przyjmujac za niewiadoma hiperstatyczng moment pochodzacy od utwierdzenia
M = M, i postepujac podobnie jak w przypadku rozwazanym w p. 8.2 otrzy-
‘mujemy przy uzyciu metod teorii wytrzymatodei

pl2

Nie mozemy totaj uwzglednié wplywu sit poprzecznych, poniewaz nie moZemy
wyliczy¢ przemieszezenia vy, bedacego (w przypadku belki podpartej swobodnie)
wynikiem dzialania stalej sity poprzecznej (dziatanie momentu zginajacego na jednej
z podpér wywohije stala sile poprzeczna) — tu nie bylyby spetnione warunki pod-
parcia.

Na gruncie teorii sprezystosci przyjmujemy warunki swobodnego podparcia

x==0, p=0: u=190, ov=040,

€9.2)
x=1I 72 ==1{}.

Warunek utwierdzenia
9.3 0 0 o 0
{9.3) . x=0, y=10& P
daje

, , pl? 2.4+ 1,5v )
911 M = s (1 + 72 .

Z warunku

9.3y Cx—0, p=0: . =0
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wynika, Ze
\ 0,6+15»
9 1!! MII plz 725
o T s omsae
1+ o
4z warunku
(9.3'9 x=0, yp=45h: u-=0
uzyskujemy
[+ 04—y
9 llf! Ly plz 12_
G179 M = T T osToesy
P
W rezultacie mamy
2i2
(9.4} M= —---]8--— K,

gdzie wartosei wspdlezynnika K dla » — 1/6 i roznych wartosci 4 zestawione sy
w tablicy 23.

Tablica 23
'\ i
M \ 2 3 4 5 10
M | 1,000 . 1,000 1,000 1,000 1,0{}0‘
M . 1,664 . ..1,294 1,166 1,106 1,027
M 0,687 0,850 0,915 0,943 0,985

M 0,918 0,961 0,979 0,984 0,996

Zauwazmy przy tym, Ze metody teorii wytrzymaloéci sa najdokiadniejsze przy
tyzecim sposobie nalozenia warunkéw utwierdzenia, przy czym wystepujace roznice
mozna praktycznie pomingé dla 1 > 3,

W wystepujacym w rzeczywistodci przypadku utwierdzenia sprezystego przyi-
mujemy K =1 i wykorzystujemy réwniesz wzdr (9.1} vzyskany na gruncie teorii
wytrzymatosci materialow.

Stan paprezen zapisa¢ moina w postaci (1.24), (1.24"}, gdzie

3p p {3
G§="4’32(1*5)(1—45)?7, Qf*?(??"?z)%

(®.5) k=0, oy = of = = Am2 @—n),

5p -
Ty ﬁfﬁy TS Al—a?) (5 -_ISE)"’ Ty =10.
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Widzimy, e teoria sprezystosci daje w tym przypadku poprawki takie same jak

w przypadkuy belki swobodnie podpartej. Zaleza one jedynie od obcigzenia.

Sily i momenty (rys. 77) okreslajg wzory

P
¢ EITRRRERERE]

X p ! 2 .
; b b Mp(9) = — 5~ (1 —HU— 48,
e gP (9.6)
pl
2 Ty() =g (585,
,Of i [2
T 7247

M, fx) Stan odksztalcefi znajdujemy w sposéb analo-
giczny.

9.3. Rozwigzania rzy zastosowaniu rozwiniel w szereg.
Zbadamy teraz to samo zagadnienie wykoizystujac
rozklad obciazenia na przypadki pokazane na
rys. 76. Wobec uzyskanych powyzej wynikéw mo-
ment hiperstatyczny M obliczymy wykorzystujac
teorie wytrzymatosci.

Rys. 77

Aby znalez¢ moment hiperstatyczny M, rozwazymy belke przedstawiona na rys. 78,

poddana obcigzeniu normalnernu
pix)

OO pe)= D ansinyax, M@ﬂﬁﬂTﬂWﬁD .
ki “€p A X

| i

) ¥
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Rys. 78
a okres L wynosi 2L
Postepujac tak jak w 8.3 znajdujemy niewiadoma hiperstatyczna

RIS i
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©.9) M 73 ;I nd
Sila poprzeczna wynosi
. ! an {3 1
1 e YR .
(9.10) 1@ = = o X e e s )
a moment zginajacy bedzie réwny
[2 a3 1 o
0.11) Me(x) = Py ; ey [; ‘n—(l — &) —siny, x}.

Obrot przekroju poprzecznego okreslony bedzie wige réwnaniem |

dn

S (9.12) Ef(x) = e 132 e [.--,(3.52—_65 +-2) — cos y_,,x] »
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a roéwnanie zdeformowanej warstwy $rodkowej przyjmie postaé

2 (X) 24 an[ = '
E — == — . 24 ] - J— e g1 -1
©13  E—, = A ; 714[2 nE(1—8Q2—8& Sinynl}.
Stan naprezen i odksztalcen z fatwodcia wyznaczyé mozna w oparciu o te I po-
przednie rezultaty.

10. Belka prosta na frzech podporach. Belka ciggla

Inng kategorig belek czgsto stosowanych w praktyce stanowia belki ciagle.
Omowimy tu szezegdlnie wazny przypadek belki na trzech podporach.

10.1. Oméwienie problemu w przypadku belki na frzech podporach. Belki ciagle na
trzech podporach (dwie dlugoscl) sa belkami hiperstatycznymi. Za wielko§é
hiperstatyczng przyjaé¢ mozna albo o)
jedng z reakcji, np. ¥y, albe mo-
ment zginajacy, odpowiadajgcy pod-
porze B (rys. 79).

Je§li przyjmiemy, ze reakcja ¥,
zostala juz okre§lona, to nalezy zba-
daé przypadek obcigZenia taki jak Rys. 79
na rysunku 80a. ObciaZenie takie
roziozyé mozna na dwa inne: obciaZenie sitg skoncentrowana Vg belki prostej
o dlugosci [j-+f, rys. 80b, i obcigzenie p (x) rozlozone w sposéb ciagly wzdiuz

plx)

miWﬁ.:
Hx

h ¥ c oy i)

B e
=
b
>
+
T
i
el
b

-= Ve o I < X
il’ﬂ | Litly l
[1 A [2
Rys. 80

belki o tej samej diugosci (rys. 80c). Mozna tu zatem wykorzystaé rezultaty uzyskané
w pierwszej czgsci pracy do okreflenia stanu naprezeri i odkszialcer. Ruch ciata
sztywnego okreSlony jest przez warunki podparcia.

Wyznaczenie niewiadomej hiperstatycznej wymaga natozenia pewnych warunkéw
na odksztalcenia. Nalozyé je mozna w sposéb przyblizony (metodami teorii wy-
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trzymaioéci) przy uwzglednieniu dzialania momentu zginajacego 1 ewentualnie sily
poprzecznej, oraz przy zalozeniu, Ze przemieszezenie pionowe na rozwazanej pod-
porze jest zerem. Mozna przyja¢ warunki dokladniejsze przy rzastosowaniu teorii
sprezystosci, obliczajac skladowe przemieszezenia i zakladajac, ze przemicszezenie
w kierunku Oy w punkcie (li,—b) jest zerem.

Zagadnienic badaé mozna badZz przy zastosowaniu wielomianow biharmonicz-
nych, bad? tez wykorzystujac rozwinigcie w szereg Fouriera, tak jak w poprzeduich
przypadkach.

Zagadnienie belek—scian na trzech podporach badat H. Parkus, [7]. Wykorzystal
on metody rachunkowe podapne przez K. GirrMANA, [2].

10.2. Oméwienie problemu belki ciaglei. Belka ciagla na (n+1) podporach jest
(n — 1)-krotnic hiperstatyczna (rys. 81). Badanie takiego zagadnienia wymaga.

plx)
Dmrﬂ @Tﬂ, rrrgm £ @ x
4
R T N
bbb b 4y e e

Rys. 81

wyznaczenia (i1 — 1) niewiadomych hiperstatycznych, ktére moga byé reakcjami
tub, czefciej, momentami zginajacymi na przekrojach 1,2, ..., (n — 1). Niewiadome
hiperstatyczne wyznacza sig na ogol pray wykorzystaniu metod wytrzymalo$c:
materialéw, poniewaZz rachupek oparty na teorii sprezystosci bylby zbyt Zmudny.

7 belkami ciaglymi zwigzana jest duZa iloé¢ problemdw, ktérymi zajmuje sic
przede wszystkim teoria komstrukcji. '

Zwrbcimy tu jedynie uwage na fakt, ze, w ramach teoril wytrzymatodci materia-
16w, momenty zginania na trzech kolejnych podporach sztywnych zwigzanc sy
réwnaniem Clapeyrona (réwnanie trzech momentow, algebraiczne réwnanie liniowe),
przy pomocy ktérego mozna wyznaczac te wielkodci hiperstatyczne wykorzystujac
wplyw momentu zginajacego. W przypadku podpér sprezystych (dla ktorych prze-
mieszczenie pionowe jest wprost proporcjonalne do odpowiedniej reakcii) otrzy-
mujemy réwnanie pigciu momentiow przy wykorzystaniu jedynie wplywu momentu
Zginajacego. ’

W przypadku belek ciaglych o réwnych dlugodciach odcinkow 1 poddanych na
kazdym z nich dziataniu analogicznych obcigzen (szezegblnie w przypadku belek—
$cian) wygodnie jest rowniez zastosowaé metody teorii sprezystodci. Tak samo jest
w przypadku belki na nieskoficzonej ilosci podpor, poddanej obcigzeniu o rozkladzie
" okresowym. Otrzymane rezultaty maja znaczenic praktyczne dla srodkowych
+ odcinkéw. belki, natomiast w odcinkach kraficowych nie otrzymuje si¢ wystarczajaco

dobrych- przyblizen.
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11. Wnioski

Uzyskane powyzej rezultaty pozwalaja na wyciagnigcie pewnych wnioskéw
dotyczacych mozliwoéci stosowania metod rachunkowych wytrzymatodci materialéw
oraz poprawek, jakie do tych wynikéw wnosi teoria sprezystodci — w catej
pracy przeprowadzali§my poréwnamia tych dwu metod.

Ogdlnie mozna stwierdzié, ze w przypadku belek prostych o przekroju prosto-
katnym, przy A > 21 wystarczajgco dokiadne z technicznego punktu widzenia sg
rachunki oparte na teorii wytrzymalo$ci materiatéw i to zaréwno dotyczace stanu
naprezefy, jak i stanu odksztalcen. '

Jesli chodzi o belki z betonu zbrojonego, to biad jest munigjszy, gdy sa one nie-
Jednorodne. Tej niejednorodnoéei nie mozna wprowadzié do rachunkdw (mozna
co najwyzej w sposdb przyblizony, za pomoca okreilania przekroju uzbrojenia).
Biad wynikajgcy z traktowania takich belek jako ciat jednorodnych jest tego samego
rzedu, co blad powstajacy przy stosowaniu metod teorii wytrzymaloéci materiatdw.

Wyniki uzyskane powyiej sa tym bardziej interesujgce, ze, w przypadku belek
o przekroju poprzecznym réznym od prostokatnego, rachunki dokdadne sg praktycz-
nic bardzo trudne. Rezultaty te bowiem mozna wykorzystaé dla belek o przekroju
poprzecznym dowolnym (jednakie bez moznosci dokiadnej oceny uzyskanego
przyblizenia) z wylaczeniem przypadku belek cienkoéciennych. Ocena uzyskanych
W ten sposob przyblizeit wymaga przeprowadzenia odrebnych badan.

Moina postawié zagadnienie znalezienia takiej wartoéci stosunku A, powyze
ktére] mozna nie uwzgledniaé wplywu sit poprzecznych. Wartosdcig taka mogtoby
by¢ ewentualnie 4 = 5. '

Na ogdt dobrze jest rezultaty uzyskane metodami teorii wytrzymatosci mate-
riakéw sprawdzi¢ przy pomocy teorii sprezystosci wtedy, gdy nie jestesmy pewnd
tych rezultatéw, a jest to praktycznie mozliwe. Jednocze$nie zaleca sig wykorzysty-
waé mozliwie proste metody rachunkowe (o ile nie wnoszg one zbyt duzych blgdow)
przede wszystkim dlatego, 7e sa one blizsze fizycznej interpretacji zjawiska.

Jednoczesnie naleZy do kaidego zagadnienia stosowaé odpowiednio dobrane
metody. Tak wigc np. do zagadnien zwigzanych z lokalnymi naprezeniami lub
trajektoriami naprezen, w ktérych interweniuje gesto$é naprezenia normalnego ay,
nalezy stosowaé metody teorii sprezystofci. To samo w przypadku, gdy musimy
bada¢ odksztatcalno$¢ catej belki, gdy obliczamy przemieszezenia wzdhuz osi belki itp.
Rezultaty uzyskane na gruncie teorii sprezystodcl sg zatem niezbedne w niektorych
problemach specjalnych w ustalonym powyzej zakresic wymiaréw belki.

JeSli 2 <0 2, to nalezy wykorzystywaé doktadniejsze metody rachunkowe. Moze
co prawda okazac sig, Ze rezultaty uzyskane przy bardziej clementarnym podejéciu
do zagadnienia sa wystarczajgco dokladne, ale nalezy to sprawdzaé¢ w kazdym
przypadku osobno i nie moina przewidzieé tego z géry.

W rezultacie trudno jest ustali¢ dokladng klasyfikacje belek wedlug ich 5posobéw
zachowania si¢, ustalajac jednoczeénie metody rachunkowe, kt6re nalezy wykorzy-

stywag.

I W pewnych przypadkach granica ta moze byé wyisza; wiclokrotnie podawaliSmy takie
przykiady.
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Metody teorii wytrzymatosei 1 teorii sprézystodei oraz ich zakresy stosowalnosei
sa W organiczny sposob ze sobg zwiazane i nie mozna ich rozdzielaé w sposéb do-
wolny. Ogdlnie mozna stwierdzi¢ jednak, ze mamy do czynienia z belkami krotkimi
1ub 7 belkami dtugimi. W pewnym przypadkn mozna stosowaé do wyznaczanid
stanu naprezen i odlsztatcen metody teorii wytrzymatosci materiatow z bledeti
nie wigkszym niz 5%, W drugim przypadku wykorzystuje sig metody teorii spig-
Zystodei dla obliczenia naprezen oraz dla okreslenia odksztalcen catej belki. )
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PezwMe

[IPOYHOCTh TIPAMBIX BAJIOK. 4. 3.
OPAMLIE TATIEPCTATHYECKHME BAJIKH

B Tperseit wacTHm paloThl PACCMATPHBAIOTCH MNPIMEIC GATKH, BATLCMIGHEDIC ABYXCTODOHHE.,
KIpOBOETCA TRCKYCORS 3AMATH B OBMIEM Cliydae HArDY3KH, HpUMCHAL 38TEM METOJL GHIAPMOHH-~
WECKWX MIONMEOMOR, HDH YoM ITABHOD BHEMAHES OGDAMACTCH Ha’ Giydai pABHOMEDHO pac-

- OpeReNeHHOH HATPY3KH. PacCMATDEBAOTC DA3NHTAE BOIMOKAOCTH ONPEICACHAS THIEPCTATH:,
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TecKoil Hen3RCCTHON. JIEMaeTca 3AKIOYSHHS, YTO METONE CONDOTHBICHWL MATEPHANOB BIIOJHE
MPETOZHELL A7 HPAKTHICCKUX Menell. O0mul MeTon ompenenenna IROEPCTATINECKOH HON3BECTION
B CAyYaC TPOHM3IBONEHCH HAIPY3KHA GRUI NONYUCH, MPUMEHA PasOKenHe B paasr Oypee.,

3apata s ApAMol GaiKy, sAmeMAEHHON Ba OAHOM KOHME ¥ CB0BOMIO OnEPTOR HA IPYroM,
HCCTIGAYeTCH  RHATNOTHYHBIM  CHOCOGOM, UYTeM NpHMEHCHHS OHTAPMOHMYECKEX — [ONFHOMOB
M pasioxesn B pansl Dyphe. 3axKAICUOHMA KACAIOUIHECS METOIOR CONPOTHBACHUE MATHUPHAIOS
HOCAT TOT e CaMEDl XapakTep, 9TO H DAHLHIE,

TMpmwopstres HEKOTOPELS PEINEHNS, KACAIONECS CINOMINEIX BANOK, & B OCOGEIIOCTI Gaox ua
TPEX omopax.

B pesymprate maercy xnaccmdimanws Tunos Sanok, obpailas BHAMAHAE Ha IYIMARLIS xoport-
wue Oanku. B Coyyae ATHHHEIX GATOK MOWKHO A OTIDCOEACHAN HENOPAMEHHOTO M ASPOpMEpO-
BAHHOIO COCTOSHIH NPAMEHATE METOHL COMPOTHRICHAL MATePHANOB, KOTOPEE NAIOT MAKCH-
Manbiyio ommOKy nopsmra 5%. B cnyae kOpoTIux GANOK IPABMIBHOCTD MCYHCHEHHSR HAIpa-
KEHAH W BOZMOIKHOCTR onpenencHms iedopmaumi bl Ganxm 00ECIeYUBAROT METOMHBT TEOPHN
“YOPYTOCTH.,

Résumé

SUR LE CALCUL DE RESISTANCE NES POUTRES DROITES. 3.
LES POUTRES DROITES HYPERSTATIQUES

Dans Ia troisiéme partie du travail on considére les poutres droites doublement encastrées.
Aprés une étude du probléme pour un cas général de chargement, on utilise les polynémes bihar-
moniques, en insistant sur un cas de chargement avec une charge uniformément repartic. A cette
occasion on entreprend une étude des différentes possibilités de déterminer I'inconnue hypersta-
tique, arrivant 4 la conclusion que les méthodes de la résistance des matériaux sont suffissmment
bonnes du point de vue pratique. En utilisant les développements en série de Fourier, on donne
une méthode générale de déterminer Pinconnue hyperstatigue pour un cas de chargement quel-
congque.

La poutre droite encastrée 4 un bout et simplement appuyée a Pautre bout est ensuite étudide
d’'une maniére analogue,. 4. 1aide des polyndmes biharmonigues et des développements en série
de Fourier, On aboutit 4 dés conclusions analogues en ce qui concerne les méthodes de fa résistance
des matériaux. :

On fait ensuite quelques considérations sur le probléme de la poutres droites continues et sur
le probléme de la poutre droite sur trois appuis,

En conclusion on obsarve qu'on a 2 faire généralement avec des poutres longues ct des poutres
comtes, Cest dans le premier cas qu'on peunt utiliser les méthodes de Ia résistance des matériaux
pow déterminer Pétat de sollicitation de 1a poutie avec wne erreur maximum de 5% dans le second
cas on deit utiliser les méthodes de la théorie de I8lasticité pour le caleul des tensions et, surtout,
pour pouvoir apprécier la déformabilité de la poutre entidre.

ACADEMIA R. P. R,
INSTITUTUL DE MATEMATICA
BUCURESTI

Praca zostala zlotona w Redakeji duia 3 czerwea 1961 r.

Rozprawy Ingiynierskie — 3





