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Wstep

Praca niniejsza dotyczy klasycznego juz zagadnienia mechaniki, jakim jest bada-
nie drgafi uktadéw dynamicznych dokofa polozenia réwnowagi staltej. Wiadomo,
ze ruch takiego ukladu o n stopniach swobody opisaé mozna podajac. zaleznoéé
od czasu Wspolrzqdnych vogdlnionych ¢y, ..., gu. Dla jej wyznaczenia nalezy cat-
kowaé uklad réwnan Lagrange’a wyznaczajacy funkcje g1 = q1 (&) s Gn = g ().
- Pdjdziemy tu tg sama droga uwzywajac jako pomocniczego narzedzia algebry
krakowianéw. Celem nie bedzie uzyskanie nowych rezultatéw, lecz takie ujecie
rozumowan i schematéw rachunkowych, ktore pozwoli uzyskaé maksymalng ich
prostotg i przejrzystosé.

Nie podajemy argumentacji prowadzacej do matematycznego ujecia pewnych
faktéw fizykalnych, lecz powolywaé sie bedziemy na brace specjalne cytowane
w bibliografii; podobnie postapimy w stosunku do wiasnosci réwnaf rézniczko-
wych i do teorii krakowianéw.

- Rozpoczniemy od rozdzialu dotyczacego réwnania wektoréw wlasnych krako-
wianu, Okaze sig, ze réwnanie to odgrywaé bedzie w dalszym ciggu istotna role.
Twierdzenia tego rozdziatu sa w duzej mierze podobne do twierdzed. dotyczacych
macierzy; w niektérych miejscach udalo sie nawet przenies¢ dowody twierdzen
o macierzach do teorii krakowiandéw. Na owe analogie i zapozyczenia wskazuja
odsylacze w tekscie.

" 1. Welttory wlasne i wartodci wlasne krakowianu

1.1, Réwnanie wektoréw wlasnyeh i réwnanie charakferystyczne, Oznaczmy przez K
nastgpujgcy krakowian kwadratowy
ki ky; e kng
(1.1) CK=1 .
kin Koy o konn
Rozpatrzmy réwnanie
(1.2) XK = X,

W ktérym X oznacza kolumne X — {*1, s Xn} (gdzie 7 jest krakowianem ]ed-
nostkowym), A za§ liczbg tzeczywista lub zespolona.
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Nie trudno przedyskutowaé istnienie rozwigzan réwnania (1.2). Przeksztatémy

je bowiem nastgpujaco:
XK—X)t=0 h

oraz
(1.3 X(K— A1) = 0.
Wzdr (1.3) oznacza, ze X ma by¢ ilorazem: krakowianu—kolomny O przez krakowian
transponowany K 2. Jest nim -w szczegblnosci X = 0] je§li za§ maja istnie¢
takze ilorazy niezerowe, krakowian K — At nie moze by¢ pelnego rzedu, jego wy-
znacznik musi przyjmowaé warto$é zera.

Warunkiem rozwiazalnosci réwnania (1.2) w dziedzinie niezerowych kolumn X
jest zatem

4 Det (K— 2z} = 0.

Wartosé wyznacznika Det (K — A7) zalezy od liczby 7. Latwo zauwazyd, ze jest
to wielomian n-tego stopnia ze wzgledu na A; (L.4) ‘zachodzi wicc wtedy, gdy 4
‘jest pierwiastkiem tego wiclomianu. Rownanie (1._4) nazywamy réwnaniem charak-
terystycznym krakowianu K, a rozwiazujace je liczby Ays.os Ad warto$ciami charak-
terystycznymi lub wiasnymi krakowianu. ‘

Rownania
(1.5) | X(K—dat) =0, i=1,.,n
wyznaczaja zalezne od, jednego lub wiecej parametrow poszukiwane krakowiany
Xy = v {xe o Xm},  P= Lo

Nazywamy je wektorami whaspymi krakowianu, odpowiadajacymi wartoSciom
wlasnym A, a reprezentowane przez nie kierunki kierunkami wilasnymi.
12, Twicrdzenia o wektorach i wartosciach wlasnych. Podamy pewne podstawowe
whasnoéci wektoréw 1 warto$ci wiasnych, potrzebne do dalszych rozwazaf.
WprowadZmy -oznaczenia :

Ay O L. 0 X1y Xal e Xp

0 A . 0 i X X272 o X
D= 2 vz e n2

0 ‘- O “es ]i-u, Xln. Xzﬂ_ e Xupt

Twierdzenie 1.1. Réwnania (1.5) czyli
(1.6 XiK=12X;, i=12.,1
dajq sig zapisad jednym zwigzkiem
(L.7) ZK = D 1Z,

Dowéd. O stusznodei (1.7) przekonamy si¢ natychmiast, poréwnujac odpo-
wiadajace sobie wyrazy lewej 1 prawej strony zwigzku,
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Podzielmy obie: strony (1.7) przez tZ. Jezeli zalozymy, se ]Stl].lC_]C Z=1 fo otrzy-

mamy

(1.8) D — ZKZ-1, o

Z kolei f)fzetra.nsponujmy obie strony (1.7) i podzielmy przez X. Daje to
KZ =172 D

1 .

(1.9 ' K=1ZDxZ"1,

Krakowian Z~! istnieje wtedy, gdy wektory Xy, Xp, ..., X, sa liniowo niezaleinet.
Warunek na to podaje

Twierdzenie 1.2, JeZeli wartofci wilasne Ay, ..., Ay sq migdzy sobq réine, adpo—-
wiadajqce im wektory wlasne X\, ..., X, n 3G Izmowo niezaleine,

Dowdéd (nie wprost). Zaléimy, ze X, .., X, sa liniowo niezaleine, a wiec,
#2 Xiyls o Xn (£ <n), stanowiz kombinacie liniowe wektoréw niezaleznych
X1, ., Xp. W szezegdlnodci

i

Xy = 2 (IiXi_.

i~1

Zachodzi zwigzek
k &
(Z af.l’i) K= )W-Xn = ;{RZ o X; .
i=1 i=l.
z drugiej strony
) f & ' k ‘
( - in) ZangKv-- ar s X .

) i=1 P==1 fe=1
Mamy wigc _
. k . k
2 (Lg,ﬁng = }»?LZ OliXi B
i=1 =1
czyli
E
M a(i— ) X =0
=
Poniewaz X, ..., Xi sa niezalezne, a A — Ay # 0, musi byé oy — 0 (G = 1, 2, ..., k),
czyll X» =0, co jest sprzeczne. ‘
Wniosek 1.1, Jezeli 1y, ..., A, sa migdzy sobg rézne, to zachodzg zwiazki (1.8)

i (1.9).
Zalozmy teraz, ze K jest krakowianem symelrycznym. Jest wige

(1.10) ™K = K

Zachodzi wéwczas' -

-1 Por [2], rozdzial 1V.
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| Twicrdzenic 13. Wektory wlasne X1 1 X kralowianu symetrycznego, odpowiadajgce
réinym wartoSciom wlasnym Ay 1 A, sq wzgledem siebie ortogonalne. :
Dowéd. Nalezy wykazaé, Ze X1 X, =0 S
Z raloZenia
X1 K=M4 X
OTaZ -
X, K = Ay Xs.
Pomndzmy pierwszaq rOWnosé przez- Xy, a druga przez Xj:
(i D X KX =M X X,
(1.12) _ X KXy = A X Xy
Transponujemy (1.12) obustronnie - - '

ST Xy tKXy = 42 X1 X3,
czyli wobec (1.10)
(1.13) Xi KXo =23 X1 Xo.
Odejmujac stronami (1.11) 1 (1.13) otrzymainy
(A2 X1 X5 =0,

co wobec A # 12 dowodzi‘-rias_zej' tezy.

Bez uzasadnienia podamy tu mnastgpujace

Twierdzenie 1.42. Jezeli wariosé wlasna krakowianu symetrycznego ‘ma krotno$é r,
to odpowiada jej r liniowo niezaleinych weltordw wlasnych, ktore moina dobraé
tak, by byly parami ortogoriaine. ' ' o

Wyplywa stad ,

Wniosek 1.2. Dla krakowianu symetrycznego K krakowian wektorow wiasnych Z
ma kolumny liniowo niezalezue, parami ortogonalpe. Dla krakowianu symetrycz-
nego zachodza zwiazki (1.8) i {1.9).

Udowodnimy jeszeze jedno twierdzenie dotyczace wartoci wiasnych.

Twierdzenic 1.53. Jeseli krakowian K symetryczny ma wszystkie wyrazy rzeczywiste,
to jego warloSci wlasne sq teZ rzeczywiste.

Dowod. Niech A bedzie wartodcia wlaan,' X odpowiadajacym jej wektorem
wlasnym. Zachodzi (1.2), czyli A ‘

XK =2X. _ :

Poréwnujac wyrazy lewej i prawej strony otrzymamy
Z.xa‘k_w:le,, i=1, :
=1

o _ S

2 Analogiczne twierdzenie dla macierzy, ktorego dowod mozna lu praeniedd, znaleid mozna
np. w [7], rozdziat VIIL
3 Dowod analogicznego twierdzenia dla macierzy, przeprowadzony inaczej w [7], rozdzial VIIL
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Obie strony pomnozymy przez sprzgzony, z x; liczbg Xz i zsumujemy dla wszystkich §:

{1.14) 2 X kg Xy = 2 Axix;.

{L.15) Z Xpkyxg — A 2 X Xq .

Poniewaz jednak %y = ki = kji, lewa strona jest réwna

n
E xikyixi,
i,5=1

€0 po przestawieniu pozornych wskaZnikéw i1 j daje
Fi
2 xikiy X .
1, 9=1
Lewe strony (1.14) i (1.15) okazuja si¢ jednakowe, pociaga to

n n
AN wu=1 Y um,
i=1 =1
skad oczywilcie A = 4, co dowodzi, ze 1 jest rzeczywiste.

1.3. Metoda iteracyjna wyznaczania wektoréw i wartosci wlasnyeh. Roéwnanie (1.4),
WYZNaczajace Wartosm wlasne, pozwala obliczyé A na ogdt w sposib przybhzony4
Spoéréd wielu metod wyblerzemy metode iteracyjna, pozwala._]acq na TOWNoczesne
wyznaczanie wartoci wiasnej i odpowiadajacego jej wektora wlasnego 5. Charak-
teryznje ja bardzo przejrzysty schemat postgpowania.

Podamy ja dla wartodci wlasnej rzeczywistej, moina Jednak fatwo przenie$s
postgpowanie i na przypadek wartoSci whasnei zespolonej.

W rownanin (1.2)

XK = 1X
0ZNACZAIMY prawg strong przez N:
{1 16) - N =X
Rowname (1 2) napiszemy wigec W postaci
{1.17) XK =N.

Przyjmijmy jako pierwsze przyblizenie wektora X dowolny wektor 4; ==
= 7 {413, ..., A1}, dla ktérego 41; = 1. Wstawiajac go do (1.17) za X obliczamy:

Ny=A1 K, Ny=7{Ny..Ny,}
Przyjmijmy teraz A, = N[Ny, tak Ze Aay = 1.

4+Rozne metody rozwiazania rownania (1.4) podaje {4], rozdziat HI,
¥ Metoda zaczerpnigta z [6], rozdzial V. :
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Krakowian A, wstawiamy do (1.17} i wyznaczamy
NZ:AZ K, NZ; 'E'{Nz] "'N?.n }

Z kolei przyjmiemy Ai = NofN,| itd.

Ciag wektorow '
(1.18) Ay, Ay, Azy e
przedstawia kolejne przyblizenia wektora wiasnego, © ile jest ciagiem zbieznym.
Przyblizeniami wartosci wiasnej A sg wyznaczane z (1.16) v

Ni = v As,

wiec
Ny
== N
v A“ 2]
Rzeczywidcie, niech A; — A 1 i —> o3 poniewai
Ay K== Ny Ay
czyli
Ai K =i Air1,
wige w granicy
A{] K= Yo Ag B
Liczba vy jest wicc wartoscia wlasna, a Ay odpowiadajacym jej wekiorem whasnym.
Postgpowanic powyzsze da sie wja¢é w nastgpujacy zwiazek krakowianowy

1 1 Nig Ny
Nz
Az o Nip Ny
K:
i Nin ‘
Aui E Nm Nzn

W krakowianie lewej strony wpisujemy dowolna pierwsza kolumng z pierwszym
wyrazem réwnym 1. Mnozac ja przez K otrzymujemy pierwsza kolumng prawej
strony, ki6ra po podzieleniu przez N1y wpisujemy jako drugg kolumng lewej strony.
Postepowanie to powtarzamy z druga kolumng i dalszymi.

Jak widaé, wladciwic nie trzeba wypisywaé prawej strony powyzszego zwiazku
krakowianowego. Wystarczy notowa¢ tylko jei pierwszy wiersz dajacy przyblizenia A.

sz))k!ad. Wyznaczyé wektor 1 warto$¢ wiasng krakowianu

32 1
2 2 1
111

z dokladnoscia do czterech znakéw dziesigtiych.
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Schemat rachunku Jest nastepujacy (pierwsza kolumna jest przyjeta dowolnie)

S t 1. 32 1
11 0867 0806 0802 0802} 12 2 1
I 0,50 0451 0445 0445) |1 1 |

3

{6 5167 5,003 5,049},

Dalsze przyblizenia liczone z tg sama dokladnoscia beda identyczne z ostatnim,
jest wiec _
X=7{1l 0,802 0,445}, A= 5,049

z zadang dokladnoscia. _
Podamy obecnie warunki gwarantujace zbieznosé ciggu (1.18).

Twierdgenie 1.6.  Metoda nasza daje zhiezny ciqg (1.18) wiedy, gdy kidras wartos¢
wlasna posiada modul wigkszy od moduldéw pozostalych, a wektory wiasne X, ..., Xn
sq finiowo niezalezne.

Deowdd., Niech

(1.19) EIINE

Wezmy pod uwagg pierwszy wektor ciggu (1.18) 4;: mozna przedstawié go jéko
‘kombinacje liniowa wektoréw X7, ..., Xu:

Al = Xl"{"az X2+ s +a-ﬂ‘ Xﬂ .
Poniewa?
X K= Jy Xy,

i

wige liczac z (1.17) N; otrzymujemy

N; — Ay K = g .2.1 Xitaz 2y Xo-+ o +ag Ay X
Z kolei
Ny
Ny o= Ay K=

1
K= — (011 A%X1+azl§X2+ —I—anli Xﬂ,) .
Nig Nuy

Postepujae tak dalej otrzymamy

1 - ' X .
N]i,LAk-I( = NUNZ]_ ] Nk71 ) ((II_Z';GXi"'—CtZ ;é' Xz%* —f—aﬂ/'{:an)

oraz

1
At Ty e @R Xt Xot A X),
S i KL 5 RN 1Y
T NGy Ny LT\ X e X

Wobec (1.19) wspélezynnik przy X; ma’ réing od zera, skoficzony granice, wspol-
czynniki przy X, ..., X, zmierzaja do zera. Cigg Ay, posiada wigc granice pro-
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porcjonalng do Xj, a wigc 0 kierunkn wlasnym wyzZnaczonym Pprzcz X,. Widaé
od razu, e Ny — A1,

Metoda iteracyjna wyznaczy dla krakowiandw symetrycziych rowniez dalsze -
wektory wiasne. Niech bowiem bedzie juz wyznaczony Xy, wtedy dla kazdego
innego X zachodzi oprécz ' '

{1.20) XK =X
takze rownanic wynikle z ortogonalno$ei X7 i X:
(1.21) X1 X=0.
Dla wyrazdéw X mamy zatem uktad réwnaf

i ¥
N xiks =A%, j=1..n,
1

n " .
D xya=0.

L

[

0.2

o,
-

Wyznaczmy Z ostatniego réwnania np. Xa'-

Xt X10
(1.23) P D
i=1 x“’l :
i wstawmy do poprzednich
n—1 a1 '
Xi Xy ,
P 3 ey R s
: — X1in
=1 i=1

Odrzucajac ostatnie z nich dostajemy réwnania dla wektora wiasnego krakowiand
K’ stopnia n — 1 o wyrazach '
Xig

{1.24) ’ k;t =kp—km -
Xin

Réwnanie to mozna przedstawi¢ w formie
(1.25) ‘ XK = AX.
Metoda iteracyjna wyznaczy najwieksza co do modutu warto$¢ wlasng i odpowia;
dajacy jej wektor wiasny, ktdry vzupetniony wyrazem Xx,, WyZnaczonym Z (1.23),

jest wektorem wlasnym krakowianu K. :
Powtarzajgc postepowanic wyznaczymy wszystkie wektory wiasne K.

2. Uklady dynamiczne w pobliiu poloZenia rownowagi stalej

2.1. Uklad zachowawezy swobpdny. Rozpatrzymy uklad dynamiczny o n stop-
niach swobody w polu potencjalnym, z potencjatem U = U (g1, .-, gu). Uktad
wspdtrzednych uogdlnionych dobierzemy tak, by w polozeniu réwnowagi state)
bylo g = 0 (i = 1, ..., n). Zatozymy ponadto, ze

U@,.,00=0. . S A
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Wiadomo 6, ze w poblizu poloZenia réwnowagi mozna w przyblizeniu . przyjac,
ze U jest forma kwadratows Wspé}rzqdnych‘ gi, a wigc, ze
(2.1) 2 D kigia;.

i=1 j=1

Bez szkody dla ogo6lnoéci moina przyjqé
22) g =l
Podobnie przyjmiemy, ze energla kmetyczna T jCSt forma kwadratows pr@dkoscl
nogdlnionych. Oznaczmy :

d; . .
Tf;, :. ?i’ | II:: 1,._.,, .

Mamy wigc

(2.3) m'z;-: i ds .
'i:l J:l .
Wspolezynniki mey s3 znow dobraue tak, aby
(24) My = M.
Réwnania Lagrange’a funkeji g; = g; (2) maja postaé
55 d jarl olU 0 :
(2.5) i (dér) og O .,7 s eeei A
WprowadZmy oznaczenia na nastgpujgce kra_.l_(owiany

Q =T {ql' qn}’ : Q =T {q' én}’

el =l b o el )
S =Ty, Tl TS o Ty,
Ogr oq; g 10y 041 O¢a

K1l ky _ Wy ... My,
, M=
kln ven ’cﬂ,ﬂ, mm m-n.vn

K =

K nazwiemy krakowianem elastycznosci, M krakowianem inercii. Z uwag1 na
(2.2) i (2.4) s3 to krakowiany symetryczne.
N Widaé, ze zwigzek (2.1) mozna zapisa¢ w postaci

(2.6) U—— QKQ i
a zwmzek (2. 3)

- . 1 . ‘.- N
. " = oMD,

¢ Por. [6], rozdzial V,
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rownania (2.5) zas

dl{ o | .. o0 ' ‘ '
(2.8) _(EIMUFZ]:} T} + {“(E} U=0. }
Wobec (2.7) mamy 7 s : '
& .

(2.9) { aq'?'} T—=0M
i _ '

: d{ o).l .,
(2.10) | cr’r—'l{@q}}Tl —OM ,
a wobec (2.6) - 7
(2.11) :53*} U=0K.

Dzieki temu rdownanie (2.8) zastapié mozna przez
(2.12) OM-+-QK = 0.

To «liniowe réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego w dziedzinie krakowianows
bedzie mialo rozwigzanie szezegblne w postaci

(2.13) ¢ = A sin (wid-¢),
gdzie

A= 1{ay..ap), a —const, o =const, = | S
Rozniczkwac (2._13) wzgledem ¢ dwukrotnie otrzymamy -

0 = — o? 4 sin (ot4-¢),

co po wstawieniu do réwnania (2.12). i redukcji przeksztalca je w rownanie alge-
braiczne
(2.14) A(K— w2 M) =10,
Jezeli majg istnie¢ rozwigzania niezerowe, musi byé
215 “ o Det [K— w2 M]=0.

Jest to tzw. réwnanie czestoci ukladu dynamicznego; spelniajace je @ nazywajq
sic czestosciami wiasnymi uktadu. Dla kazdej czgstosci wlasnej réwnanie (2.14)
wyznacza wektor A zwany wektorem drgaft whasnych.

Nie trudno zauwazyé, 7ze rozwiazanie (2.14) jest réwnoznaczne z wyznaczeniem
wektoréw wlasnych pewnego krakowianu. Istotnie, jeZeli istmieje M-!, co ma

d
7TW ogbdle bowiem {E} [OX0] = 20X. Dowdd jest natychmiastowy, jeZeli wypisze sig eks-

plicite rdsniczkowana forme 1 policzy jej pochodne.
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migjsce wiedy, gdy Det M +# 0, to manozac (2.14) obustronnie przez M7! otrzy-
mamy
A(K @2 M) MU= 0,
stad :
AM-lz(K—a? M) =
ale K — % M jest symetryczny, wn;c
(216) A[MlK——w’ ]—0
‘QOznacza to, 7e A 1 w? sy rozwigzaniami réwnania
(2.17) o X[M 1K= 27] =
czyll réwnania wektordw wilasnych krakowianu
SN =M-YK,

W ten sposéb rozwigzanic réwnania (2.14) sprowadza sie do zagadnienia opra-
cowanego w pierwsze]j czgdei pracy. Krakowian <) nie bedzie, ogdluie biorac, krako-
wianem symetrycznym, niemniej jednak przenosza sic nan udowodnione przez
nas dla krakowiandéw symetrycznych twierdzenia.

Twierdzenie 2.1. Wszystkie wartosci wiasne krakowianu °X. sq liczbami rzeczywistymi.

Twierdzenie 2.2. Odpowiadajqce rdinym warfosciom wlasnym wektory X i X,
sq-ortogonalne w tym sensie, Ze X MX2 =0,

Fuwierdzenic 2.3. Kaidemu r-krotmemu pierwiastkowi réwnania charakterystycz-
nego odpowiada r liniowo niezaleznych weltoréw wiasnych, parami ortogonalnych.

Dowody tych twierdzen sg powtdrzeniem rozumowat uzasaduiajacych odpo-
wiednic twierdzenia dla krakowiandw symetrycznych.

- Tak wige réwnanie (2.14) wyznacza n liniowo niezaleznych, parami ortogonalnych
wektorow Ay, ..., Ax. Wstawiajac je do (2.13) otrzymamy # lintowo niezaleznych
rozwigzan (2.12):

Qs == Aysint (wi t4qy), i=1,..,n

Na g wzigto tu dowolnie ustalone wartosei, Rozw1azamem ogdlnym (2.12) Jest
dowolna lkombinacja liniowa @y, czyli

O = Ay a) sin (o) tF@y)-Ay ay sin (g e+ . FAn o Sin (O o),

przy czym ¢y i a; sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Kazdy ruch ukladu dynamicznego da sie zatem roztozyé na drgania harmoniczne
w kierunkach wlasnych krakowianu ‘N = M -1 K, z czestodeiami wlasnymi, z od-
po‘wiednio dobranymi amplitudami i fazami tych drgad.

2.2. Drgania wymuszone ukladu zachowawczego. Rozpatrzmy teraz uklad dynamiczny
w polu potencjalnym, ktéry poddany jest sile wymuszajacej harmonicznej
0 czestosel w. Oznaczmy ja '

(2.18) CFsin(wrtg) = v {F) .. F) sin (@)
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Rownania Lagrange’a maja teraz postaé
2.19) OM-+QK = Fsin (wt+).

Réwnanie (2.19) rozwigzemy wyzZnaczajac rozwigzanie ogdlne réwnania jednorod-
nego

OM-+0K =0

i dodajac je do rozwigzania szczegolnego rownama (2 19). Podamy, jak wyznaczyc
takic rozwigzanie szczegdlne.
Ot6s ksztatt réwnania (2.19) upowaznia do szukania rozwiazania w postaci

(2.20) QO = Asin (wt+¢), gdzie A=t {a;..a.} = const.

Po wstawieniu do réwnania otrzymuje sig

2.21) w2 AM4+AK = F,

czyli

(2.22) AK— M) =F

i _

2.23 | A= z = F_
(2.23) Tt (K—w? M) K—w2M "

W szezegblnosei, gdy o nie jest czgstodcig wiasng uktadu, krakowian K — e M
jest pelnego rzegdu i wtedy S

(2.24) A= F(K— w2 M)yl

W wyliczeniu (2.23) lub (2.24) zastosowaé¢ mozna metodg pierwiastka krakciwia-
nowego. : S
Korzystny pod wzgledem rachunkowym jest takze nastgpujacy sposob 3.
Szukamy rozwigzania, ktére jest-sumg drgan o czestodel w 1 o kierunkach row-
noleglych do kierunkéw drgafi wlasnych ukiadu. Oznaczmy przez X7, ..., Xy wektory
wiasne. Szukamy zatem takiego (), spelniajacego (2.19), ktbrego skladowe maja

postac
°n

(2.25) . ¢ = Z oy Xy sin {wt+g), i=1,..,n.

r—=1

Krakowianowo napiszemy to
2260 - Q= CriZsin(wtt+p), gdz1e . C =T {ey, ey Ca}
Dla wyznaczenia C wstawmmy (2 26) do (2 19} otrzymujgc po up01zqdk0wamu

2.27) - : — 2 CtZM+CrZK=F.

8 Jdee tej metody dla uk{ddu bez sprzgzema bezwiadnosc:owcgo (M _]Cat przekatniowy) podaje [6],
rozdzial V,
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Transponujemy obie strony i otrzymujemy
(228) - Lo KZC— w2 MZC = <F,

Podobnle jak (L.7) p. 1, otrzymuje sie

(2.29) KZ — MZD,
gdzie
ol 0 0
n_ 0 3 0
0 0 o

Wstawiajacc (2.29) do_ (2.28) otrzymamy

(MZD — w2 MZ) C = tF
oraz

MZ(D— w? ) C = F,
Jezeli teraz przedstawimy F w posiaci
(2.30) F=f(MZ), gdzic [f=v{fi.fa},
to ostatnie réwnanie przyjmie postad

MZ (D — 02 7) C =~ (MZ) [,

a stad dla MZ o pelnym rzedzie wynika
(2.31) D—w2?)C=f

Istotnie, MZ {(D—&27) C-f] =0 oznacza, e (D—2 1) C~f jest rozwigza~
niem réwnania MZY = 0, ktére dopuszeza niezerowe rozwigzania na ¥ tylko wiedy,
gdy Det (MZ) = 0.
Obliczenie wyrazdw: C ze zwiazku (2. 31) jest tatwe, gdyz D— w27 jest krakowia-
nem przekgtniowym. Otrzymujemy dZIle temu '

(@D e =fi, i=1,.,n
oraz. ' :

S
=5, i=1,..,#n.
] ,wi_wza 2 5

Przedstawienie F w postaci (2.30) jest mozliwe dzigki ortogonalnodci wekiordw
X1, .y Xn. Pormdimy bowiem (2.30) obustronnie przez X;:

Xs F : Xs [f(MX)]
i przeksztalémy prawg sxtrong 'nastqpujaco

Xt (MZ) f= Xs (ZM) f = X; MZf.
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Ale
X, MZ — 7 10...0, Xy MX4; 0... 0}, co wynika z ortogonalnogci X1, .., Xn.

Wobec tego mamy _
F = (Xs MX,) /s

i stgd ostatecznie
‘ X: F

= = 1y ey
.fS XsMXa ’ 8 S :_”

2.3. Uldad niczachowawezy swobodny. Zalézmy, Ze rozwazany uklad dynamiczny jest
ukladem dysypatywnym. Oznacza to, ze oprécz pola potencjalnego sil podlega
on dziataniu sit zaleznych od predko$ei uogdlnionych. Istnicje mianowicie tzw.
funkcja dysypacji D, bedaca forma kwadratows predkosci wogblnionych, a wige

IR
(2.32) D=5 Z iy qi 4 »
i=1 j=}I
taka, ze sktadowe sit zaleinych od predkodei sa
— =, r=L.,ns

Zalozymy znowu, 7e wspdlczynniki niy 54 tak dobrane, by
'(2.33) Mgy — Hji
Réwnania Lagrange’a przyjmg teraz postaé

d { oT ol op
=0, i—=1,..,n

) @ \og ] og T og
iub ‘
APt R PR A L
(2:34) dr |34, P RN PR
Oznaczmy krakowian wspdlczynnikéw formy (2.32) przez N:

il fMag .. Ry .
{2.35) N = )

Py Moy oo Tanm

Wiedy mozna (2.32) zapisa¢ w postaci
1 + -
{2.36) : D= el ONQ,

a rownanie {2.34) wobec (2.12) z i‘ozdziatu pierwszego i

- ey
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w postaci
(2.38) OM +ON+QK = 0.

To réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego moina zastapi¢ przez uklad rdwnan
rz¢du pierwszego. Przyjmijmy bowiem

(2.39) 0-R,
wtedy
(2.40) RM~+ RN--OK — 0.

Ukdad (2.39) i (2.40) napiszmy nastepujaco:

RO+Qt 4R (— 1)+ 00 — 0,

(2.41) . .
RM4Q0-+ RN+QK — 0,

1

co krétko napiszemy

MO N —1
(2.42) Y{o T} + Y{K 0 }: 0,
gdzic
(2.43) : Y = {R}, Y= {1?}.
Q o

W (2.42) i (2.43) wystepuja tzw. krakowiany blokowe 9.
Poszukajmy rozwiazania (2.42) postaci 10

{2.44) . ¥ = de™ ,—‘,.‘ gdzie A4 =~ 7 {ay ... an}.

Po wstawieniu (2.44) do (2.42) otrzymamy

M 0 N 1] _
i Ohall =,

czyli
' M0 N —<
T )
., ... M 0] . ‘ .
Zalozmy, Ze istnicje 0 of > zachodzi dla M petnego rzedu. Mnozac (2.45)
M 0)-1
przez 0 otrzymamy

M 0 N —z]\ M 0}-L
A e o
? Por, (2], rozdzial I

10 Por, [5], czesé A, par. 3.13,

‘Rozprawy Insynierskle — 4
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Jest to réwnanie wektorow wiasnych krakowianu

SR}

Jego réwnanie charakterystyczne jest

(2.47) Det [Af+ {]g 2}“ 1‘{ N . g}} — 0.

Kazdemu pierwiastkowi rzeczywistemu (2.47) odpowiada rzeczywisty wektor wiasny.
Jezeli (2.47) ma pierwiastek zespolony, (2.46) wyznacza dlan wektor zespolony,
w ktorym rozdzieliwszy czese rzeczywiétq i urojong otrzymamy dwa liniowo nie-
zalesme wektory. Te same wektory otrzymamy dia pierwiastka sprzezonego. Tak
wiec otrzymamy tyle liniowo niezaleznych wektorow wlasnych, ile jest rdznych
pierwiastkow (2.47). : _
Niech teraz Ao bedzie pierwiastkiem (r—+1)-krotnym. Poszukamy rozwiazarn

(2.42) w postaci "

Yy = [y t+ Aro) €,
(248) Y; = [A22 I2+A7_1I+A20] ah! R

Yy = [ Ar o 7714 o FAro €'
gdzie :

Ay = © {@int .- @rn} -

Podstawmy Yi do (2.42), otfiymamy ﬁ}tedy
0
(249) | Tedus 7 4 (= 1) Aoy 7 +Ak1]{ﬁg r} +

-

4 (Azi ik—l—/‘ik,.lc—l LA S A;;O) }.0{ -+

MO
0T

: 7 N —1|
- k . k—1 | T _
£ (Agie 54 Ag g1 5700 A {K 0} 0.

Pociaga to

(2.50) A (zn {f‘g 2} + {]}é—;}) 0

i

(2.5 Ak,kvi(/:l[){ﬂg 2} + {];z, _—0}) =k — D A }"i‘fl{.]‘g 2} s

}
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£ (2.50) widaé, ze' Axr jest wektorem wlasnym krakowianu
' M o1 N K

0 = —T O[
od;laéwiz-ldajq.cym Wartbéci wlhasnej 4. ‘

Z (2.51) wynika wzér rekurencyjuy dla Ax, p_q:

(2.52)  Awp-i=— (k— DAp k441 {J!(;f S}/(?Lo {A[;[ S} + {WNT J(l)(}) s

P=1, .., k.

-Rozwigzania ¥y, ..., ¥; sa migdzy soba niezaleine. W ten sposob kazdej wartodei
wiasnej odpowiada tyle niezaleznych rozwiazan typu (2.44) lub (2.48), ile wynosi
jej krotno$é. Daje to n niezaleznych rozwiazan réwnania (2.42), co pozwala wyzna-
czyé jego. rozwiazanie ogdlne. S
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. Pezome

o KPAKORMAHOBBIA METO[T _ , ,
- AAs PEIMEHUIE VPABHEHMIA ABIDKEHUA -JUHAMMWYECKUX CHUCTEM

B pabore npusogures npmmvep NPUMEHCHHES KPAKOBHAHOBOXO UCYHCISHUA K HHTET PUPOBAHAIO
ypaBHenmi amuxenus Jlarpamra. Kpaxosrarosoe Hcamcense Mcnosimoaanocy ‘B KAYECTBE CPof-
CTRd, KOTOPOS UPMAAET H3BCCTHBIM DACCYNHUCHHAM W MCUHCIHTENBHAM CXEMAM Gonpmyio npoc-
TOTY W SICHOCTB. . oo . ‘ . .

Paccyxgenmsam npentaec*rnje"r a8 o ﬁexropax ¥ COGCTBEHMBIX 3HATCHUAX KPAaKoBRAHA. 3Hech
BROJHTCS AHANICTHYHEIE YHOTpeGIdemEe B arrebpe MATPHLEL, TIOHSITHS BeKTOPOB B cOBCTBEHHEIX
SBHRYCHYH, 2 TalORe NAXOTCH OCHOBHEEIS TeOpeMsl, KACAOUIMCCS 5THX HOHATHE, B ocobemmoctm
TOUHES MCCIENYeTCA Cy4Yall CHMMETPUUCCKOTo KpaKkoBHana, B KOHIE 3TOTC pasaeiia HPHBOIHTCH
MTEPANHOHHBL MCTOL OUPEIENCHAN BEKTOPOB ¥ COBCTBERHEX 3HaYeHUH, SICHO NPeNCTABIAIOMIHI
MCHHCITHTENBHYIO CXeMY,

Pasgen 2 nocesnien muckyccus, kacasromeics yparHeHuit Jlarpamia s FUAAMHYCCKRX CHCTOM,
HAXONALIMXCS BOMUIM MOMOKEHES KOHBAPHAHTHOLO paBEOBeCH:A. PaccMarpubaerc cBoSomHas
KOHCEPBATHBHEAS CHCTEMA, I KOTOPOH ypasrehne Jlarpanxa 3aMensroTen IuphepeHIMAanLHBIME
YDABHCHMAMU BTOPOIQ HOPsALa B OBNACTH KPAKOBHANOB ¥ ero PeIleHne CBONHTCA K ONPSASICHIEo
COOCTBEHHEIX BEKTOPOB HEKOTODOTO kpakopnama. CoMCTBA DeINECHHI BRIACHAIOTCH HECKOBKIMEI
TROPEMAME, .

3areM, MONYYEHHBS PEIYALTATE PACIIAPSTIOTC] Ha KOMCSPBATHBHYIO CHCTEMY, MOOBCDKEHHYIO
BLIHYXDAONIeH cuie. 3TOT CHyunli ONACKIBAST JMHeHHO OOHOPORHOE YPaBHEHAE BTOPOTO HO-
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paka B 0OMACTH KPaKOBHAHOB. JIjIA €ro pemIeHHsS MOWHG, B OCODSHHOCTH, [HPUMEHNTL MEYOAbL
KpPaKOBHAHOBOTO KODHS HIH npeEBexenEyio B pabore yAoOMYIo, © TOUKM 3PeHHA HMCHUCIHEHMH,
CXEMY.

B saxmIoYATCALHOR wacTE paboThl paccMATPHBAIOTCS AMCCHIATHBHEE CHCTEMEL. ITOT cirydait
OIFCAT JIMFOHALTM YPARHEHMEM TEPBOrO HOpsika C xoahdmmmertamMn B suAe kpaxosnason. Ero
peIICH¥e TAKNE CROMMTCH X ONPEE/eRmio COGCTROHHBIX BEKTOPOB HEKOTOPOTO KPAKOBHAHA,

Summary

A CRACOVIAN METHOD FOR SOLVING EQUATIONS OF MOTION
OF DYNAMIC SYSTEMS

This paper is devoted to the application of the Cracovian calculus {o the integration of Lagrange’s
equations of motion. The Cracovian calculus gives. considerable simplicity and Iucidily to familiar
arguments and schemes.

The discussion proper is preceded by a section devoted to eigenvectors and eigenvalues of a Cra-
covian. The notions of eigenvector and eigenvalue are introduced similarly to those of the matrix
algebra. Some fundamental theorems concerning these notions are given. In particular the case
of symmetric Cracovian js discussed in more detail. The section is concluded by a description of
the jteration method for determining the eigenvectors and eigenfunctions showing the simplicity
of the computation. '

The second section is devoted to a discussion of Lagrange’s equations for dynamic systems in
the neighbourhiood of stable equilibrium, A free conservative system is considered, for which
Lagrange’s equations are teplaced with a Cracovian differential equation of the second order.
Its solution is reduced to the determination of the eigenvectors of a certain Cracovian. A few theorems
express the properties of the solutions.

Next, the resulls are generalized to the case of a conservative system subject to an excitation.
This case Is described by & non—homogsneous linear Cracovian equation of the second order. To
sotve it the method of the Cracovian root may be used as well as a convenient procedure proposed
in the preseni paper.

The work is concluded by a scetion devoted to dissipative systems. This case is described by
a linear equation of the first order with cosfficients constituting block Cracovnans Its squtnon
reduces again to the determination of the eigenvectors of 'a certain Cracovian.

AEADEMIA GORNICZO-HUTNICZA
KRAROW
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