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PLASTYCZNE WYCZERPANIE NOSNOSCI USTROJOW PEYTOWO-ZEBROWYCH
CZ. 2. ROZWIAZANIA STATYCZNE

MAREK KWIECINSKI.(WARSZAWA)

1. Podzial konstrukcji Zebrami na »% réwnych prostokatéw

Podstawy metody statycznej okreslania noénosci granicznej zostaly omoéwione
w pracy [1]. Przypomnimy tylko, Ze rozwigzywanie zagadnief na tej drodze wy-
maga spelnienia réwnan réwnowagi wewnetrznej, osiagniecia w dostatecznie duzym
obszarze uplastycznienia materiatu oraz spelnienia; warunkéw brzegowych w na-
prezeniach. Znane rownanie rownowagi elementu plytowego we wspdtrzednych
prostokatnych posiada postac

22y gy  2my _
dx? oxay o2 - T

(1.0)

Wyznaczenie obcigZefl lamiacych dla plyt ustroju wymaga rozwiazania réwnania
rozniczkowego (1.1) przy wykorzystaniu warunku plastyczaofci (por. wzér (2.2)
w [11). Dla zeber podpierajacych nalezy uwzglednié warunki (2.5), przy czym réw-
nani¢ (1.1) przechodzi w rownanie, w ktérym wystepuje druga pochodna funkcji
(jednej zmiennej) momentu zginajacego i obciaZenie zewns;trzne

Na poczatku rozwigzemy
zagadnienie podstawowe, mia- S

7
nowicie okreélimy dolng (sta- e
tyczng) grapmicg obcigienia . my=mj, | &
tamigcego dla plyty prostokat-
nej (rys. 1), kidrej 4 zebra pod- - i ) ) T x
pierajace uwazamy za sztywne
na tyle, Ze w procesie wyczer-
pania nosnoéci plyty moga byé
uwazane za przegnbowe, nie

b/2

b/2
2
$ 3
]
=

posiadajace podparcia (por. : a/2 o/2.
praca [2]). Wspdlczynnik orto-

tropii oznaczamy # = mga/myp, *y
wspélczynniki  warstwowosci Rys. 1

struktury, grajace role w po-

blizu narozy piyty, przez » = miy,/ms i A = my/mp. Ograniczamy si¢ od razu do
warstwowodci izotropowej (v = 1). Aby zorientowaé sie, wérod jakich funkcji nalezy
poszukiwaé statycznie mozliwego rozktadu sit wewnetrznych dia plyty prostokatnej,
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zajmiemy sig najpierw piyta izotropowa o rzucie kwadratowym. Przyjmiemy (za
praca [3]) nastepujace prawo dystrybucii momentow zginajacych, wynikajace z wa-
runkdw symetrii: '

me =1 (g O, my=1 g &
Majac na uwadze réwnanie (1.1) znajdujemy

2y

=1 ()8 V)

02

1y
5 =/ 08 @

i mo7emy napisaé

Py 1 o ‘ "
_ oxoy — @MYk
Nastepnie mamy '
. 1 .- ) ‘ ]
ey = — 5 [yt (%) g N+ ) g (N

Z warunku [Mayly—q, ymo = 0 Wynika 0y g ) =0
Moment skrecajacy wzdiui. przekatnych plyty wynosi
-

px2
neglyy = = — /@8,

a momenty zginajacce‘ _
my = nty = f(x) g'(x).

Najwigkszy moment giéwny mozna teraz okreslic jako

2%
ey = e ey = 0O g+ 5 S () 809

Wprowadzajac warunek my = mrg i calkujac stronami otrzymujemy

x3 :

r
f@8m g =mo
czyli -

£ g () = mo x (1ﬂ~ pxz).

6y
Poniewaz /' (0)g(0) =0, to

s I 'pxz . r
P =1 0 =m.
Stad
px? y? DXy
My == g — My = Hlp ™~ "7 Mepy = — —
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Z warunkow brzegowych phyty wynika, ze my = pa2/24. Wizory powyzsze okreélaja
‘wykresy momentow wedhig rozktadu parabolicznego. 7 tego wzgledu przyjmujemy,
ze dla plyty prostokatnej (i ortotropowej) mozna analogiczme wyrazw statyczme
mozliwy rozklad sit wewnetrzaych:

1.2 my = xmy— AX2,  my = mp-—B)Y2,  Bgy = Cxy.
t Yy i

Przyjecie takie zapewnia spelnienie warunkéw plastycznodel w miejscach najwigl-
szych momentéw zginajacych w plycie. Stale 4, B i C wyznaczamy z warunkow
brzegowych:

.(l
my =10 dia *== ?’
' b
(1.3) my =0 da y=-+ X
b
nfxy = — Vil dla (+ _5 i ?) .

Po ich znalezieniu (rachunki opuszczamy) wykorzystujemy réwnanie (L.1) przez.
podstawienie do niego funkcji (1.2), okredlajacych rozklad sit wewngtrznych w plycie
w stanie wyczerpania jej nosno$ci. Znaleziona warto$é obcigZenia granicznego

WYnosi
(1.4) = (%ﬁ +1'ﬁ+1)

Obciazenia przypadajace na podpory (Zebra podpierajace) znajdujemy ze znanych
zwiazkéw migdzy momentami a sitami poprzecznymi, uwzgledniajac konieczna
w tym przypadku zmiang znakdw:

. O Oty _ 4my
e T2 By 5 Gb ),
(1.5 o
. omy ) Mgy _dmy
e T M S C AR

Dodatkowe sity skupione w miejscach skrzyZzowania zeber (skierowane ku gérze)
Wynosza

{1.6) R = 2mygy = — 2vm,,
Oczywiscie zwiazki (1.5) i (1.6) spelniaja warunek réwnowagi dla calego ukladu
2y b+2ry a+4R = pab. ’

Przejdzmy teraz do rozpatrzenia ustroju, kidrego rzut na plaszezyzne jest prosto-
katem podziclonym na nk czesci (prostokatnych). Konstrukcja ta (rys. 2) zostata
zanalizowana metoda kinematyczng w rozdziale 4 pracy [1]. Oznaczajgc stosunek
bokéw czedci plyty symbolem B = fnfk < 1, mozemy okreélié ortotropie ekono-
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miczna przez x = F2/(3 — 25?). Warstwowej strukiury plyt nie bedziemy uwzgled-
niaé (v = 0). Wprowadzimy nastgpujace wskazniki plastyczne:

wn My ‘ _,.f{? __(k-—l)ﬂfa,,1 _H(n-—l)Mm
' moa’  C0 My M M, 0 ® My
Mz Wielko$¢ obcigzenia tamigce-
r ‘ N go obliczona za pomocg Wzo- -
K p ra (1.4) wynosi
_ Sme 2 2 i fe2
My My ?Ma.f : (18) P= 'ﬁ_(%ﬁ m+k2).
R
My - e W celu okredlenia wskaZni-
' — kow (1.7) musimy wyznaczy
glj ' y statycznie mozliwy rozklad sit
wewngtrznych (momentow zgi-
\ J . . :
| am najacych) w Zebrach ustroju.

Zakladamy, Ze W zwigzkn

Rys. 2 z rownomiernym rozktadem

obciazen krawedziowych, prze-

noszacych si¢ z plyt na zebra [na co wskazuja wzory (1.5)], w stanie granicznym

nie wystepuja sity poprzeczne w przegubach, utworzonych w miejscach skrzyzowand
zeber pofrednich.

Na rysunku 3 przedstawiliémy schemat zebra skrajnego diuiszego. Obliczymy

najwigkszy moment zginajacy, ktory okresla nosnosé plastyczng Zebra na zginanie.

fn=1) Py1
p— I
Pyy=rib Pys Pag e

‘ I
[T [T
AN ay

x

ajm afn a/n

Rys, 3

Przy tej okazji pojawia sig zagadnienie okreélenia MPT (af2) dla dowolnej liczby
podziatu 7. Musimy tu odrézni¢ dwa przypadki: n jest parzysie i n jest nieparzyste.
Dla n parzystego '

n—1 _a a a a a
@) M”<“/2>=TPT—P[(T":;)+(?“27)+---+
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Dla # nieparzystego
| piam =" 1P(a a) P[(a a a)+
{1.10) M (a/) ) 2 2 m

+(a a 2a)+ _i_(a "a  n—3 a)]_Pan2—1
2 nl V2 a2 2wl 8w

Widzimy, Ze zamiana réwnomiernie rozstawionych sit skupionych na obcigze-
nie ciagte catej belki ¢ = Pnja daje dla n parzysiego wynik Scisty na maksymalny
moment zginajacy, natomiast dla n nieparzystego wynik ten jest przybhzony
Okredla- on warto§é Mmax z nadmiarem réwnym 100/(n2 — 1) procent. Zgodnie
z tys. 3 oraz w oparciu o wzory (1.5), (1.9) i (1.10) moZemy obliczyé moment gra-
niczny w dhuzszym Zebrze skrajoym:

M,= (xﬁz n2-+-k) dla » parzystego,

2[32

. My
M= 262

Dla Zebra poéredniego dtuzszego zgodnie z zatozeniem mamy

[94,6’2 (n?2 — 1)+k] dla » nieparzystego.

2F u 32 kb

Maiﬁ g —'BEM(;

Podobnie mozna otrzymaé wzory dla zeber krétszych, skrajnego i posredniego,
rozrézniajac w tym przypadku k parzyste i nieparzyste. Nie przytaczajac tych wzordw
podamy od razu wielkoSci wskaznikéw plastycznych (1.7), gdy n 1 k sa parzyste:

w2 n_} k2 _ #Pnitk
L 2 YT ety
.11
e (k — 1) 2m(n— ) B2

“WTSpwrE P afntie

W przypadku gdy » lub k sa nieparzyste, to w powyzszych wzorach nalezy zastgpié
n? przez w2 —1 lub £2 przez k2 —1.

2. Podzial konstrukeji na dziewieé nieréwnych prostokatéw

Rozwiazania kinematyczne dla tego typu ustroju plytowo-zebrowego -podano
w rozdziale 6 pracy [l].
Przyjmujemy nastepujgce (rys. 4) oznaczemia wspétczynnikéw plastyczaych:

I r
Ky = Mat/Moi, V1= Myfmes, A= MM

Oznaczenia wspélczynnikéw natury geometrycznej 8, 6 i & nie ulegaja zmianie
(por. [1]). Biorac pod uwagg warunek v = Ay (g = My < Mat) OZNACZAJACY
przyjecie warstwowosei izotropowej, redukujemy ilo§é¢ niezaleznych plastycznych
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moduléw plytowych z 16 do 12. Po zalozeniu p| == pa = p3 = ps, co odpowiada
praktycznie uzasadnionemu zadaniu, aby wszystkie ptyty skltadowe ustroju niszczyly
si¢ réwnoczesnie, mamy do czynienia z 9 niezalesmymi modulami ptytowymi lub

s N
: 2 Maq
i .
o Mag Mpyd
Mht
b
T 4 my 3 Amaz
i/
& my b | 4 Maz i Mo
& ; ;T
mg Mpz
-
4 43"’33
mp3
- Maz b
mi3
h
c a-Zc C
Rys. 4

z 1 modulem (np. my) i 8 wskaZnikami (w oraz »g). Nie wprowadzamy na razie
ortofropii ekonomicznej w celu sformulowania jak najogdlniejszych rozwigzad. .
Po wprowadzenin pomocniczych wspotczynnikéw o, zwiazanych 7 poprzednimi
za pomocy zwigzkow

G =up2+9f+1, = B2 f L
.1 g2 8
ﬁz=%2?+v2]—/?+l, ’93=%3ﬁ2§+"’3ﬁ]/5+1;

mozna nastgpujaco przedstawié wszystkie potrzebne do zwymiarowania plyt ustroju
moduly: '

My, Mg = %D, my, = m, = Vg,
. P # , , B
- My = 5—51 My, Mgy = %15;,;1'7’”!), My = Mgy = vlfamb,
2.2) H 9 , R
Hyy = gzmb, Mgy = %2Emb, THpy == Mgy = V2 'b;;mb,
& )

r !
Myy =& -?9_3mb’ Mgy = %3 & 5; M, Mlyy == Mgy = v3§5;mb.

Obcigzenie graniczne konstrukcji, obliczone metoda statyczma, wynosi zgodnie
ze wzorem {1.4)
Bmp O

(2.3) pP= —bz—- a2
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Z kolei musimy okre§lié moce plastyczne zeber w ten sposob, aby pod obciaze-
niami okreflonymi ze wzordw (1.5) i (1.6) byly w nich osiggnigte jednoczesnie
warunki plastycznodei, okreslone w pracy [1] wzorem (2.5). Na rysunku 5 przed-
stawiono obciazenia Zeber, przy ktdrych pojawiaja si¢ w nich w miejscach najwick-
szych momentéw zginajacych, przekroje uplastycznione, sygnalizujace stan wyczer-

By P } Fyg Byg .
R o8 o2 4 o o
([N [JLVJ]I[[DID [[[ﬂ]}]]]I[[M
A | P
T ! | a
§ 1 |
1 |
| ! '
P | ! P
| .
WU v, g8 MG
[EI]]I[IID ¥
Fay A A
- Ma1
{ L c a-2c
d A
Rys. 5

pania nosnosci na zginanie. Zajmiemy sig blize) dluzszym skrajnym zebrem. Zakla-
damy, Ze w stanie granicznym ukladu Zeber jest przenoszona przez kazde z nich
polowa swmy sit naroZznych na przecigciu Zeber posrednich. Zatozenie to jest Scisle
dla ustroju o rzucie kwadratowym w zakresie zardwno sprezystym jak i plastyez-
nym, dla § << 1 jest ono przyblizone, Przy tym zaloZzeniu mamy '

- b—2d |
Py =02+ d+ (P + 1) - (Rz + Ryt (RL + Ra),

Ryp— ,(2)6_}_,,(4)_,__E
2.7 ‘
a a—c {a—2¢)?
M= Rr-z—wrg)c 2 H g T Pyye.

Po przeprowadzeniu podstawien (1.5) i (1.6) otrzymujemy wielkosé momentuw
granicznego w Zebrze skrajnym dluzszym

8 £ ) 2 !
2.4 Ma—mbbnﬁ{?.nﬂ—;—v—g—ﬁ[ (4xlﬁ+3v1+ )+ (;zf )

+
gl L4ao 1402
+Fs(4"3ﬁﬁ+”3 % T 298 )”
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Podobnie dla pozostalych zeber:
_mpb pB 4+ 1428 [(vlf}—!f-Z)é vy BOJE+2 (1 — 20)
at ﬁz { 2 + ﬁ(f ?91 + ] ?92 +

'Pgﬁ—l-(l-——452)/(§
LT > ]}

5{ & ) n ’ﬂ[ 21—4(32+
_ vﬁ+2+§31'(2%1ﬁ +3mp+4) —"9_2 %2ﬁ 252

@5 My=mob

1-+ 44 _ 4 2
+ 2 f—5 +4]/§]+§;9—3(?’35+T/?)},

1424 ]
2 2 z
+§ﬂ§[ Mli;+’!’1+ %3{3]/5‘{"))3]}
1 g

Wzory (2.3) i (2.5) wyprowadzone sa w zalozeniu, Ze dla danej piyty skladowej
wspolczynnik warstwowosci nie przewyzsza wartofci wspotczynnika ortotropii
{0 << v << ).

Wzory dla praktycznie waznych przypadkow skrajnych #»; = 0 (plyty nie po-
‘siadaja zdolno§ci przenoszenia momentOw ujemnych przy narozach) i v =
(zdolnoéé ta jest wykorzystana w maksymalnym stopniu) latwo otrzymac
z (2.3)-(2.5). ,

Jezeli cheemy zastosowaé ortotropig ekonomiczng dla wszystkich sktadowych
plyt ustroju plytowo-zebrowego, to musimy rozrézni¢, podobnie jak przy roz-
wigzaniach kinematycznych, trzy przypadki ze wzglgdu na liczbe podzialu &
przypadek 1/2+5) < 8 € 1/2, (12 < & < o0)

p? p*
3_2p e T 3E g
przypadek 1/2+1/p) < 0 < 1/Q2+p), (B <E< 1B

2 82 B2
o= T 3 o Me T3 gm0 BE2p2
przypadek 0 < § < 1/@+1P), (O <E< I

i ip2 p2
(2.8) %g:%ﬂm:aiz—ﬁz, %32=»~—§—‘—“2, %e3="—“—3/§_2‘82.

(Q6)  He— iy = Moy = 3P E—2;

Q7 .

3. Podzial na cztery rowne prostokaty

Wzory do wymiarowania powyzszej konstrukcji wedtug metody statycznej w teorii
noénodci granicznej otrzymujemy Z rozwiazan rozdziatu 2 przyjmujac & = 172,

{§ = o0).
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/
Wprowadzamy podobnie jak przy analizie kinematycznej, [1], nastepujace wspét-
czynniki plastyczne:
My M, My _ My,

0= 2, Gy == o,
mya’ My Y M.’ TP My

Dochodzimy w ten sposéb do nastepujacych wzordw:

32mb1
p= '—bz—“(?ﬂ B2tvif+1), = 2+ 15 5+2,

31 _ 2x1ﬁ2—l—1,5v1ﬁ—|—1 I . 1’1,3—5—2
@D O a5 T 2 Bt Lsm il
@1 B+ )

BT B LS p2

Dla »; = 0 wzory te przyjmuja postaé

32]7?(]1
p=—m P+, p=mp 2,
(3.2)
2%1 ﬁ2+ 1 2 2%1 52
0 = [£5] =

TRt T zmprlr T g2
Dla »; = »; otrzymujemy

32mb1

p¥ e P BA+EBH 1L e=mfAS+H 2,
s L_APQILSpEL a2
‘ Blei ULSHA+2 T BRHLSA+L]
B +2P)
Clz—*

xBAS+H+27

Idzie pam teraz o poréwnanie powyzszych wynikow z rozwigzaniami uzyskanymi
metoda kinematyczna, {11, p. 7. WeZmiemy pod uwage wzory (7.3) i wzory (3.2)
7 pracy niniejszej. Do tych ostatnich podstawimy »y = 2. = §2/(3 — 2f2) i obliczymy

3(p*+3—2p2)

) pUtfo) =5 am

Wynik ten nalezy poréwnaé z (7.3);. Podobnie moZna postapi¢ ze wzorami (3.3)2
1 (3.3)3, co daje

3+ +3—26)
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Funkqe (7.3); 2 [1],(3.4) 1 (3.5) przedstawione sg na rys. 6. Podobne poréwnanie
przeprowadmmy dla wspolczynnikdéw a. Wspdlezynnik ten wedlug metody Kinema-
tycznej okreslony jest wzo-

forepo) : ' rem (7.3); w [1]. W roz-
8- wigzaniu statycznym role
sl tego wspolczynnika spel-
e niajg dwa wspolczynniki oy
1 ag, ktdre przy uwzglednie-
5 nin ortotropii ckonomicz-
1S nej odpowiednio wynoszy:
1o _ ‘dla vy =0
3 il .
508 2(3—12p?)
2 U g3
) @6 - -
- = 2 e Am
Y 34 1 B prto—ap
Rys. 6 dla ¥ = xe
pRH2(3—26% B3 (1--2f)
3.7 ay = Uy ==

2P4+1,583 3 —2627 BAL5+ B)+2(3 — 267

Wykres tych zaleznodci przedstawiomy jest na rys. 7. Warto zauwazy¢, ze dla
ustroju o rzucie kwadratowym (f = 1) wspdtezynniki & osiagajq staly wartos¢ 2/3,

o)
20—
198
',1,3} Ny =12
~
~ 150
\ o
N N
M~ L
S
" %N 4
10 . @ﬁ-
LN
0626 a_kin. 0,66
0,653 \
el
A
o Sm; =
gaeg] =W
o AN
. . ] 513
008 e e g | PP
2025 = ’ . -
g4/2 7 34 1 B
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i, . . .
niezaleznie od metody i rodzaju warstwowo$ci, Na rysunku 8 podano oparty na
wzorach (7.3)3, (3.2); i (3.3); wykres dolnej i gbrnej granicy rzeczywistego obclaze-
nia dla omawianej konstrukeji w przypadku ekonomicznego zbrojenia plyt. Obszar,

A pb%mag

w0
-
sl I=1/2

Fiil

€0

50

40 1384

344 ___//

301329 —

20

a0

tu'“'

1/2 7] 1
Rys. 8

w ktérym musi by¢ zawarte rzeczywiste obcigZenie nisiczape w przypadku maksy-
malnege wykorzystania struktury warstwowej (zakveskowany na rys. 8), mozna
przedstawié w sposob nastepujgey:
DPe+Dst Pr— Pst 16 my,

B8  p= oty Y. ﬁz) — 2R - —p+

' 22—
Btad przy oszacowaniu nosnoSci na podstawie tylko pierwszego wyrazu Wyrazema
(3.8) wynosi nie wiecej niz 6,7 A,

4. Podzial na dziewigt rownych prostokatow

Z rozwiazania w p. 2, gdy 6 =1/3 (& = 1), otrzymamy wzory dla konstrukeji
plytowo-zebrowej, podzielonej na dziewigé prostokatéw. Wprowadzimy oznaczenia

@ = My/mya, = MoMy, o =2M,/Ms a3 =2M, /M,

Odpowiednie wzory majg postaé nastepujaca:

mp o
o G ),

821+ 5,6TvB |3 6,67 95412

@b C T BORBTSETIE 18 T BuprisIapr3
12282-4-6,67vf

3%8245,6Tvf+8

p:

¢ = 1,5x2+2,84v54-4,

=

2:
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Przy braku warsiwowosci (» = 0) przyjmuja one postac

72mb
pP= 7T(Mﬁ2+l)! Q= L5 Mﬁ2+4,
(42)
85213 12 12 %2
= 23]

Bonpe18) ’ T 8wtz M 3uprts

W przypadku maksymalnej warstwowosci (v = ») mamy

2m

P BB+,
3 xﬁ(8ﬁ+5,6'0+3 - 6,67 %‘8+12
_ #f(128+-6,67)
p=nf(L54284)+4, =g ey

Wykresy funkeji (4.2),-(4.2)s, stuzace do dobierania odpowiednich wartosci wskaz-
nikéw plastycznych zeber, przedstawione sa na rys. 9 (= 2, = (3 — 23%).
Podobne wykresy dotyczace rozwiazan na drodze kinematycznej pokazane sa
na rys, 17 i 18 w pracy [1]. Na rysunku 10 przedstawiono wykresy funkeii (4.3);-(4.3)5
dla % = v = xe. W celu graficznego przedstawienia obszaru, w ktorym zawitra

- e H=%g _T2my pl+a-ap?
. yeg Pz 3-2p7

85
L ’74
004

4 4,25

375 X1

AT —— gssel > 139

Lz % 0z
12 a4 P

wf

Rys. ©

sie rzeczywiste obcigzenie famiace, nalezy opizeC si¢ na wzorach (8.1)s z [1] oraz
(4.2); i (4.3);. Wykres obrazujgcy wielkos¢ obciazen granicznych ze wzgledu na
obie metody posiada ten sam charakter co wykres na rys. 8 dotyczacy ustroju przy
podziale na cztery réwne prostokaty. Latwo zauwazyé pordwnujac wzory na obcia-
zenia graniczne wyprowadzone w tym punkcie ze wzorami p. 3, Ze wystarczy rzedne
wykresu na rys. 8 pomnozyé przez 2,25, aby otrzymaé wykres dla ustroju ztoZonego
z dziewigeiu réwnych prostokatéw. Podobnie wzor okreslajacy obszar, w ktérym
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-

zawiera sie rzeczywiste obciazenie lamigce, otrzymujemy korzystajac ze wzorw
(3.8) z uwzglednieniem tegoz czynnika.

poah

gt N Tomy pleples-2p —
o L TR 8,34
7
6| /
5 o

418 ¢ 480
o
; ‘\_\_(11-_
2 \

442
114,835- & — T 0
. 0,07 3 T -
iz 34 1 B
Rys. 10
Otrzymujemy

36mp :
4.4 P=“b‘z(?’—__zﬁ—z)[ﬁ*ﬁz(zwﬁ—ﬁz)iﬁz(Z—ﬁ——ﬁ?‘)]-

5, Ustr6j plytowo-zebrowy o rzacie kwadratowym

W rozdziale niniejszym wyprowadzimy wykorzystujac rozwigzania p. 2 wzory
do okreélania sit wewnetrznych w chwili osiagnigcia stanu granicznego dla konstrukeji.

TM
' N

My

4 -
M My 1_1
A ——t
t
- 3 Mg
my L>m5 . o

m3

Rys. 11

a-2c
fa
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plytowo-—zebrowej, czgsto stosowanej w praktyce inzynierskiej, mianowicie ustroju
.0 rzucie kwadratowym. Postuzymy sie metoda statyczng, ktora okresli dolng granice
rzeczywistego obcigzenia tamiacego. Ustr6j przedstawiony na rys. 11 charakteryzuje
sie ogdlnie oémioma niezaleznymi plytowymi modutami plastycznymi: m, my,
g, w3, 'y m), my i my. (Zaldadamy od razu, ze kwadratowe plyty sktadowe 11 2
posiadaja budowe izotropowa{, tzn. % = %y = 1). Jezeli przyjaé, ze warstwowos$é
plyt prostokatnych 3 jest izotropowa (v; = yafny) oraz ze wszystkie plyty skladowe
przenosi¢ powinny te samg wielko$¢ obciazenia granicznego . (py = p2 = p3), 10
ilo$é niezaleznych moduldéw redukuje sig do pigcin, co moina tez uja¢ w postaci
Jjednego modulun podstaWowego m i czterech wskaznikOw: s, », ¥y 1 ¥o. Jednoczesnie
zachodzi zwiazek #3 = 1/xs.

Po wprowadzeniu oznaczen

5= 7 8 =2 8 =2

- a: E_(I—Z(S)Z’ - _i_llf’ 1= +1'1:
P N BN N
TE T

mozna przedétéwié wszystkie moduty, potrZebne do wymiarowania plyt ustroju,
‘w sposdb nastgpujacy:

0y ? 4
= 5‘1-9—1 1, My = E;,m’ my = ?9; %o,
{5.2) _ e .
, , @ ;o
m' = vm, my =7 EE m, By, = 3= vzﬁzm.

Obcigzenie eraniczne wynosi wiedy

i o i)
(5.3) p=

at (1—20)
Zwiazane 7 tym obcigZeniem momenty graniczne w zebrze skrajnym i poérednim
sa okre$lone wzorami: : .

248

v+1128 1426 { 5, ) 292 H
Ml—-ma{ 3 +ﬁ[§6-‘r 20, (]/E%-v_z +vz(1—26) ;

Wizystkie podane wyzej wzory s stuszne dla 0 € v < i Jezeli checemy zasto-
sowaé ortotropig ekonomiczng dla piyt sidadowych 3, to musimy rozréznié dwa
przypadki ustroju ze wzgledu na wspdlczynnik podzialu §:

przypadek 1/3 < 8 < 12 '

. M aﬁ{ + ! [Héé( " )+4 /‘]}
(5.4) Kt .

- 1 .
(5.5 ro =y e =
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przypadek 0 < 6 < [/3
3 1

(5.6) =TT e =g

- Przejdziemy teraz do przypadkdéw szezegdlnych.

Przypadek 6 =0 (£ =0). Jest to ustrdj zlozony z jednej izotropowej plyty
i 4 jednakowych zeber skrajnych. Charakteryzuje sie on trzema wskaznikami

plastycznymi
) _om M
=1, v=- i p=-—.
‘ObcigZenie graniczne wynosi
8m
) p=—5 @+,

wskaznik za$§ sztywnoéci plastycznej Zeber osiaga warto$é

59 ¢=1jf
Gdy » =0, to

16m 1
(9) p="s 9=
Gdy » =2="1, 1o

24m
{5.10) _ pE 9= 17.

Poréwnujac te ostatnie wzory ze wzorem (11.10) uzyskanym w [1] nalezy stwierdzi¢,
7e dla omawianego ustroju okrefliliémy w ten sposéb rozwigzanie pelne. Dolna
granica obciazenia tamigcego (statyczna) i goérna (kinematyczna) sa 1dentyczne
ponadto takie same sa w obu przypadkach wskazniki ¢.

Przypadek 6 = 1/2 (£ = co). Jest to konstrukcia zlozona z czterech takich samych
plyt sktadowych, czterech zeber skrajnych i dwdch zeber po§rednich, Wskainiki
plastyczne oznaczamy

=1, wi=mym, o= Mma o= M/M.

Otrzymujemy wzory

32]’?’21 2 .
{5.11) - —Q@Q+r), ¢=3+L5n, a= ER
'Przy braku warstwowosci (v; = 0) mamy.

64dm !

(5.12) p="3

3 2
) P =23, a—3.

Rozprawy Infynierskie — 2
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Dla maksymalnej warstwowodci w obszarach narozy plyt (v, = 1) znajdziemy

96]’711 2
. p=45 a=_.

{5.13) p="0
Wzory (5.13) sq identyczne ze wzorami (11.8) & (11.9) w pracy [1], co pozwala roz-
wigzanie problemu no$nosci granicznej uznaé w tym przypadku za kompleine.
Przypadek 8 = 1/3 (£ = 1). Jest to przypadek ustroju przy podziale na dziewigé
réwnych kwadratéw, rozwigzany kinematycznie w p. 12 w [1}. Oznaczamy

sp == 1, pEmp ==y = = q@ = —
? 1 27 m? "7 M

Wzory przedstawiaja sig teraz nastgpujaco:

5.14) __2m ) " B 6,67 »+412
. P=0 Q2+v), ¢=3551284y, a= 567 vLi1
Dla » = 0 mamy

144m
(3.13) i‘ P=0> =355 a=109,
adlav=1

216m
(5.16) p= 2 ¢ =28,34, a=112.

I w tym przypadku zachodzi zgodnod¢ wzorow (5.16) z rozwigzaniem, uzyskanym
na drodze kinematycznej, [1], wzér (12.1)4. Latwo sig przekonaé, ze ¢ i « z (5.16)
spelniaja dokladni¢ réwnanie hiperboli (12.8) z [1]. Metoda statyczna pozwolila
nam w tym przypadku sprecyzowaé $cifle wartosci g i a, gdy tymczasem metoda
kinematyczna umozliwita jedynie okreflenie zakresu zmienno$ci tych wielkosci.
Te écisle okreslone wartoSci wskaznikéw plastyczaych reprezentuje na rys. 29,
praca {1, punkt oznaczony na tuku AB. Zagadnienie nos$nosci granicznej ustroju
zlozonego z 22, 32 i 42 réwnych kwadratéw omawiano w pracach [5] i [6]. Nie prayj-
mowano tam jednak, Ze obciazenie przenosi si¢ na zebra za posrednictwem piyt,
lecz zg uktad krzyiujacych sig belek jest bezpodrednio obciazony w weztach jed-
nakowymi sitami skupionymi. Ponadto zakladano, ze zebra skrajne sa idealnie
sztywne, tzn. spelniaja jedynie rolg statych podparé przegubowych.

6. Podzial na # réwnych prostokatow

Konstrukcja ta przedstawiona w pracy [1] na rys. 32 zostala tam opisana W p. 13.
Nie narzucamy tutaj z géry warunku ekonomiczno$ci na wspolezynnik ortotropii
% = my/my. Zakladamy ponadto, ze struktura plyt sktadowych jest warstwowa,

a wigc Ze
iy my, Aoy
y=—", Zﬂ—ﬁ’ M: .
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Do obliczed przyjmujemy » = A. Statycznie mozliwy rozklad momentéw wewngtrz--
nych okreflony jest za pomocy nastgpujacych funkcii:

4}’12 a 2 4 b 2
My = Hig 1—7{{ x—‘*z‘l; y Py = XMg 1%?,5 =5

dny al b
ma;y=""*'“;l"3—ma x_Z_n y*—f .

Wykorzystanie réwnania réwnowagi (1.1) pozwala na obliczenie obeigzenia famigce-
go dla omawiansj «panwin:

6.1) = — +1

B S;b(nzﬁ—f—nﬁa; )

»

Pozostaje okresli¢ wskazniki plastyczne podane w [1], wzéor (13.1). W tym celu
ustalamy obcigzenia, przenoszone z plyt na Zebra stosownie do wzordw (1.5) i (1.6).
Otrzymujemy obciazenia liniowe

4

Fg =

Hig dmy
A (rB+v), ¥y == 5 (x+npv)

oraz sity unoszace w narozach R — — 2y m,. Moment graniczny w zebrach po-
Srednich wynosi
mp b .
My = 7(”ﬁ+”")-
Moment graniczny w Zebrach skrajnych wynosi

dla » parzystego, (1.9),

ry

a2 an
My= 3 4 (rzb+2R) - 3

®

 mpb { 22 nfy )
- ( +1);

dla n nieparzystego, (1.10),

M= m—1) .mg,b[(nz — 1) f2-+-npy - 1].

rya2+ 5 a
(rob+2R). 5 o %

8
Zgodnie z oznaczeniem (13.1) otfrzymujemy

(+v)(n—1) §
P =

x

(6.2)

oraz
n2 B2 +nfivta
TR (1)
(n2— 1) 2 +-nfivtx
CT T — 1

dla n parzystego,

[#3)

(6.3)

- dla n nieparzystego.
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Rozwazymy teraz praktycznic wazny przypadek ortotropii ekonomicznej. Dla plyty
o strukturze warstwowej zgodnie z praca [4] wskaznik ortotropii ekonomicznej
wynosi przy naszych oznaczeniach o

. mp _ 1

Mo = na C3mpr—2

gdzie

. 1-4+w% . 1+»

€7 u 1w’

Te zaleznodci doprowadzaja do wzoru

1+
(6.4) “e T yam g
Znaleziona funkcja moze byé podstawiona do (6.1)-(6.3) na miejsce x.
Poréwnamy otrzymane wyniki z wynikami uzyskanymi metodg kinematyczna.
Ograniczymy si¢ przy tym do uwzglgdnienia warstwowej struktury plyt jedynie
w poblizn ich narozy. Oznacza to, 7ze liczymy na podwyzszenie noénodcl ustrojn
przez zaprojektowanie warstwowej plyty tylko w takim zakresie, na jaki pozwala
uwzglednienie warunku plastycznosci dla ujemnych momentow gléwnych w naro-
zach bez zmiany warunkow podparcia plyty skladowej (brak zamocowania krawedzi).
Wiedy moZzemy W przyblizeniu pominaé wplyw ¢ na wskaznik ortotropii ckono-
micznej 1 przyjac
1
(6.5) e == m .

Wprowadzenie (6.5) na miejsce # do wzordw (6.1)-(6.3) daje
8mp
p= i Inf () (3r2 2 — D +1)

= (nf-+»)(r—1D (3u2 f2 —2) f,

6.6 nf (np-+v) (32 2 — D+1
w = W—M dia n parzystego,
L2 — 1) fm] (32 pr—2) A1 :
= MEM dla » nieparzystego.

Przy braku warstwowe struktury plyt (» = 0) mamy

mp
p=5; I grm2pr—2)+1, ¢=n(—1 (3n2f2 —2) f2,

_n p2(3n2 p2—2)+1

. By
A2 — 1) (3n2 42 —2) f2+1
B By

(6.7) ® dia n parzystego,

w dla » nieparzystego.
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Przy istnientu struktury warstwowej maksymalnie przy narozach piyt wykorzysta-
nej (v = %) otrzymujemy wzory:

8mb
p=py 282 Br2 2 — D)4nf-1),

¢ = [nf 3n* 2 —2)+1](n—1) B,

(6.8) 12 B2 (3m2 B2 — D+ nf+1
o == dla » parzystego,
py
R ot 1€ it Y i S
W = By : dla » nieparzystego.

Podamy teraz wzory dla przypadku szczegblnego komstrukcji panwiowej, mia-
nowicie dla piyt sktadowych o rzucie kwadratowym (#8 = 1). W wyniku tego przyj-
miemy dla potrzeb inzynierskich . = 1. Uwzgledniajac wzory (6.1)-(6.3) ofrzy-
mujemy- Y

8m

.
=g @, = (119) (1 —H) s

@24 n?
(6.9) W == m—tl—) dla n parzystego,
@t —1

w dla n nieparzystego.

A Em—1)
Dla » == 0 znajdziemy '
' 16m I

P= s p=1T s
2n2 '
(6.10) W =" dla » parzystego,
202 —1
m = 1 dla r nieparzystego,
Dla v =1
_24m _, 2
P = 2’ ¢ = 1 3
6.11 __ di
(6.1 ) = 20—1) a n parzystego,
In2 1

= 1 : .
w =3 1) dla » nieparzystego
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. Wykres zaleznosci (6.10) i (6.11) przedstawiono na rys. 12, Na rys. 34 w pracy [1]
pokazano wykresy wskaznikéw plastycznych ¢ i o dla metody kinematycznej.
Widaé z tych wykresdw, ze wskaZniki te dla metody kinematycznej i dla metody

gk
5 i~
M- - - #="1

13

Cy=g, pimibt

12 ——— y=1, p=Mm/s

#

Rl

3

’ .
bz I A—— e
Qo= 5 @]

|75 —TGJS &
1

05

0 s
2 3 4

“ Rys. 12

statycznej przy uwzglednieniu istnienia warstwowej struktury plyt przy marozach
(v = 1) niewiele si¢ réznig. Fakt ten moze byé podstawa do opracowania jednolitych
wytycznych dobierania wielkosci @ i w przy projektowaniu ustroju bez potrzeby
przeprowadzania dwukrotnej analizy.
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Peawwme

TETACTHUECKOE WCYEPIIAHWE HECYIUEHN CIIOCOBHOCTH
TUIACTUHYATO-PEBEPHLIX CHUCTEM. U, 2. CTATHYECKOE PENIEHWE

Hacrosmas padoTa ABIACTCS BTOPO YACTHIO CTATHE, SPBAA T4CTh KOTOPOH ObIna OmyOHHKO-
BAHA B OPEARIAYIIEM HOMEPS 9TOTO XK€ KBAPTAMGHNKA. TaM NPHROLUTCH &HANHS HCYCPOAHHI He-
cymiell cnocobHocTi pebepHpIX CHCTEM MOIBEPHEHHBIX M3THOY, BEUAY KUECMATHIECKH BOSMOICHO-
TO IOXNA MpHpauen:ss AeQOPMATHY, H OIPENeNseTcs BEDXHHM Openell HeHCTBHTENEHOMN paspy-
TIAMOHICH BATPY3KH N7 OECATH THIIOR KOHCTDYKIMI HOAKPEIICHHEIX pebpamz.

B sacroameit xe pabore onpemelfeTcs HHKHEA npene:n PAIPYMAKCIGER HATPY3KA IR TAKHX
IKC CAMBIX CHCTCM, OIPHHAMAA BO BHHMAHHE CTATHYCCKH BO3IMOKHOE HOMNE BHYTPEHHIX CHII  BBOIHA
TAK HAZHIBAEMOE “NPAMOYTOIBIOEY YCNOBUE THIACTHIHOCTH, YUMTEIBASTCH IUIACTHYCCKAL opTo-
EPONHHT M CHOHCTOCTH CTPYKTYPEI IIHACTHHOR.

Pemenye, mogxyIeHHOE € TOMOIMIBI0 CTATHYECKOTO METOMA, CPABHHBAETCH € De3y/bTATAMY,
TOIYHCHHEIMI KMHEMATHIECKHEM METONOM. C HMEXKEHSPHOW TOYKH 3peHmA Pe3yisTATH OBOMX
METONOB B HeGOMBILOH CTEHeHH PasHATCA Mexmy cobol M oToT thaxr MoxkeT GLITE OCHOBAHHEM

ARA paspaboTku kpHrepuen, 0GCCTICUUBAIOMEX ONMHAKOBYIO IPOYHOCIE EG BOSX COCTABHBIX S/I8-
MEHTaX IaCTHHYATO-PeOCPHOH CHECTEMBL

Summary

PLASTIC EXHAUSTION OF THE LOAD-CARRYING CAPACITY OF RIBBED PLATE
STRUCTURES. PART 2. STATIC SOLUTIONS

This is the second part of a work of which the first part appeared in Rozprawy Indyierskie
No 2, 11 (1963), where the problem of exhaustion of the load carrying capacity of a bent ribbed
Dplate structures was analysed for a kinematically admissible field of strain increments. The upper
bound of the real collapse load was found for ten types of ribbed structures.

In the present paper the lower bound of the collapse load is found, bearing in mind the stat;caliy
admissible field of internal forces and introducing the so—called rectangular yield condition. Plastic
-orthotropy and the layered character of the structure is taken into considezaiion.

Solutions obtained by the static method are compared with those obtained by the kinematic
approach. From the engineering view point the results of both methods differ but little. This fact
may furnish a basis for the establishment of uniform criteria assulmg uniform strength in all the
elements of a ribbed plate structure.

WOLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlotong w Redakcji dnia 8 marea 1962 r.





