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1. Wstgp

W praktyce spotyka sig czgsto elementy konstrukcyjne w postaci pryzmatycznego,
regularnego uktadu kratowego o siatce pretéw podanej na rys. 1. Podobnie jak
i w Klasycznej teoril kratownic (gdy w weztach sa tylko
przeguby kuliste) przyjeto tu okreslenie «pozornie nie- N L LY
sztywna», aczkolwick niZej rozpatrywana powlcka ma ) )
s . ; | P L R
werly w niektérych kierunkach sztywne. \

Dotychezas ukldady takie rozwiazywane byly dwojako.
W przypadku gdy wymiary poprzeczne byly male w sto-  (r+11-1) Bl.
sunku do dlugodci, to traktowano konstrukcige jako (1) (otel)
belke o okreslonej podatnodei na §cinanie, [6]. Natomiast -
gdy wymiary poprzeczne byly tego rzedu co dlugosé, to. 1)
konstrukeje rozpatrywano jako przestrzenny uklad pre-
tow, ktérego rozwigzanie sprowadza sie do wiclu row-
nan z wieloma niewiadomymi, [4]. Jedynie R. MIisgs

i I. RATZERSDORFER podali rozwiazanie plaskiego stopa (r-21) z
|

(r-1,t)

kratowego za pomota rachunku réznic, co umozliwilo

rozpatrzenie odleglo§ci miedzy wezlami jako skoficzo- )

nych. p p
Ninigjsze rozwiazanie oparte jest na teorii powlok

ramowo-kratewych podanci w {2] i {3]. Teoria ta po- Rys. 1

dobnie jak R. Misesa, oparta jest na rachunku rdznic,

co odpowiada rzeczywistemu charakterowi konstrukeji i umozliwia najogdlniej-

szg analize, ktérej w dotychczas stosowanych metodach nie mozna bylo prze-

prowadzic.

2. Zalozenia i oznaczenia

Wszysikic podstawowe zaloZenia i oznaczenia dotyczace 'powloki ramowo-
kratowej zestawiono w pracach [2] i [3]. W obecnie rozwiazywanym zagadnieniu
doktadniej sprecyzowalismy zaloZenia odnoszace si¢ do wykrzyzowan, Koniecz-
no$¢ ta wynikla stad, iz w odrdznieniu od powloki wykrzyzowane] obiegiem oma-
wiana ponizej kratownica nie ma poprzecznych wreg, a ich role przyjely czesciowo
prety skosne, Przyjeto wiec, ze wykrzyZzowania zamocowane sg przegubowo jedynie
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w plaszezyinie §cian powloki. Natomiast w kierunku prostopadiym do tych éciam
sa one utwierdzone w weztach, a ich sztywno$é wynosi Ef;. W konsekwencii tego
nalezato przyjaé, iz wzdluzne prety (pasy) maja skofczong sztywno$é skretng
Gy

Cecha szczegolng badane] powloki jest jej niepelna regularnosé. Ot6z jezeli przejsé
od wezta {r, £} do (r, t-1+1) (po obwodzie powloki, rys. 1), to prety schodzace sig
w nich pokryja sig, a wige budowa powloki w tym kierunku jest regularna. Natomiast
w przypadkn przejicia od wezta (r, ) do (r+1,1 (wzdluz tworzacej) prety
schodzace si¢ w nich nie pokrywaja sig. Taki sam wezel powtdrzy sig dopiero po
przejéciu do nastepnego wezla, tj. do wezta (42,9 {lub (r — 2, n)1. Dlatego tez
przy analizic omawianej powloki badano réwnania réwnowagi jak i ciagloSci od-»\
ksztatcen diwdch sasiednich (po tworzace]), a nie powtarzajacych sie segmentdw.
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Rys. 2

Stosujac kombinacje liniowe otrzymywanych réwnain zestawiono réwnania réw-
nowagi i odksztalcenl, ktore sa spelnione dla wszystkich segmentéw. Podobnie jak
i poprzednio, [2], podstawa rozwazania odnosi si¢ do segmentéw wycietych pla-
szczyznami prostopadiymi do osi pretéw, a przecinajacymi je w §rodku dlugodci
{rys. 2). ‘

3. Sprzeione réwnania rownowagi

Na rysunku 2 przedstawiono dwa nie powtarzajace sig segmenty, zawierajace
wezly (r,7) i (t— 1, ) wraz ze wszystkimi sitami wewngtrznymi, o ktérych byla
mowa w zatoZeniach. PoniewaZz rozwaza sie tu utratg statecznodci powloki éciskanej
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sila osiowa, to w réwnaniach uwzgledniono jedynie te z iloczynow sit wewngtrznych:
przez przemieszczenia i ich przyrosty, kibre zawieraja w sobie sity N,. Réwnania
réwnowagi uzyskane przez dodanie lub odjecie stronami odpowiednich réwnan.
rownowagi dla segmentéw (r, £) 1 (r— 1, f) maja postac

. Ay Ny_i 1-D3Nyssin f =0,
A
Ay, (Nr—l H_f%) e D1 Qe sm-g— e Dy Ny, 1+, Qr1,y=0,

Dy Ny, cos B sm;_]_ Aop Op_y, z-l—Azr( 1 ﬁ".’.“%:-hi)_,ps O, COS _g_: 0,

. h
3.1 Ay M, L D4MrgCOSﬁ~}-D1Q,-t—tgﬁ 0,

.Aerr—l ¥ DBM‘?’.G S}nﬁcosj—(d Qr 1, z+4Qr—1 z}“““

—I_DZ ijt-—fl- COS% = 0,-

Azr r—1, z+D1 MT i Slnﬁ S]n— -+ (Arrgz 1, y+4Qr—1 y)*—

h a
— D sl .,.,._...-:0y
4Ot 5 S

gdzie Dy, Do, D3 i Dy oznaczaja nastgpujace operacje:

Pl_Qr,t_ =0 t1— Q-1 @r—1,6+Qr—2,1»
Dy Qi =0, t—il_j’Qr—-I,t—l"lﬁQr—l,t+Qr—2,t:

D30y = Qr, —1 Qr—l,t—-l+Qr-—1 t— Qr—z,h
DyOrt = Q41+ Qg1 — Oy, e — Cro -

3.2

4, Sily wewnetrzne a przemieszczenia
Zwigzki pomiedzy sitami wewnetrznymi a przemieszczeniami poszczegdlnych
wezléw oparto w zasadzie na definicjach i zatozeniach podanych w [2] i [3]. Niemniej
jednak wystapia tu nowe zaleZnodei okredlajace ciagltodé odksztalcen migdzy wzdhuz-
nymi pasami a wykrzyzowaniami. '
Podobnie jak w poprzednim punkcie zestawiono od raza uklady réwnan ciaglosci
dla dwodch sgsiednich nie powtarzajacych sie wezldow.

4.1, Sily osiowe a przemieszezenia. Korzystajac z zaleznodci podanych w [3], moz-
na w wyniku dodania réwnan stronami dla Ny i Ny_p otrzymaé zaleZno$é

EFP

4.1) S ‘Nr—"NT—Z == (A2 uy, t+drrur—l £
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Dla sity Ny; mamy przykladowo w przypadku operacji Ds:
EFy . A2 A2 ' A A .
Dy Nyt = 5 sin B { (A7 vt g+ A5 st q, s — Appthp 11, e F g 185 ;) sin -1
a
+ (A7 0, A7 g — 425""r+1,t+ﬂzt‘1’r—z, ¢) cos 8 cos 5

. d
— (Ao W,y H Ao Wy 1 1.g) cOs fsin —Q—] .

4.2. Momenty gnace i skrecajace a przemieszezenia. PoniZe] zestawimy réwnania cigg-
Josct odksztalcen przy zginaniu i squcamu w dwoch sasiednich wezlach (7, 1)
i(r—1,0.

W kazdym z weztéw schodza sig cztery prety: dwa wzdluzne idwa Wykrzyzowa-
nia. Kolejno zestawione réwnania zapewniajace ciagto$é miedzy dwoma pretami
wzdluznymi, a nastepnie miedzy kazdym z wykrzyZzowaitt i fednym z pretéw wezdiuz-
nych. Biorac wice pod uwage zatoZzenia co-do sztywnoéel poszczegdlnych elementéw
powloki otrzymamy cztery réwnania ciaglosci. -

Rys, 3

Rozpatrzmy w pierwszej kolejnoéci ciagloéé pretéw wzdiuznych wzgledem osi x.
Skrajne“ich przekroje schodzace sig np. w wezle (r, 2) obrdeg sie w wyniku dwéch
przyczyn. Po pierwsze na obrét wplywajg przemieszczenia wezlow v i w, po drugie
dzialanic momentu M. i M,_, , W tychze przekrojach. Przyjeto (podobnic jak
w [2] i [3]), Ze kat obrotu ¢y ;5 (rys. 3) preta r-tego jest srednig arytmetyczna obro-
tow dwdch sasiednich pretow wykrzyZzowan (r,t — 1) 1 (r, f) 1 wynosi

) Wyt — b—t T We gt — Weya s a
4.2) Prtz = 7, r+i, 121 s b+ r+i, cos—2—+
Up t T Vppt, b1 T Cppn, 7+ Uy 241

Sil-l o
21 vl
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Natomiast katy obrotu skrajnych przekroi w wezle (r, £), zwiazane z dzialaniem
momentu M 1 M,_;, wyniosg odpowiednio

e Mr,a;h _ Mr—-l,wh
TPrt:v 2GI, ° Vet = 2GJ0

Biorac pod uwage, Z¢ réwnanie powinno mieé postac

Qprtx_’_qprt@ Pr— ltx'}"wr—ltz’

otrzymamy nastepujace réwnanie ciagltosci dla weztdw (r, 2) 1 (r—1, #):

. . a
A3 Ayl st s 1 — 0y — Ty, 0q) SiD 5

hl

— W, s E Wy e Wy g Wy, ) COS - = oA Ay My g -

2

Roéwnania ciaglodci wzdluznych pretow wzgledem osi y i z niczyni sig nie rézZnig
od réwnan cytowanych w artykule {2] zapozyczonych od F. BLEiCHA, [1], i po od-
powiednich przeksztalceniach maja postaé

{4.4) (A r— 1y+4jue ly) (sytcy) — 21'Qr zz— (ey —sy)+

Ew 4z ‘Vrt+A Wr_1,5) =0,

Oraz
4.5 (A r—1, +4M, —1, 2) (Sz+cz)+A2r Qr—; u ? (Cz — 5 —

E P2
(Arr‘v'r t"‘Aez*r‘Uf—l, t) = 0.

‘W réwnaniach tych pomingliSmy r przy ¢y, ¢z, 5y 1 52, poniewaz rozpatrujemy powloke
dciskana sila osiowa. PrzyjeliSmy tei zaloZenia podobne do zalozed podanych
w [3], ze we wszystkich pretach wzdluznych sita Ny = — P.

Pozostaly jeszcze do spelnienia warunki ciaglosci miedzy wykrzyzowaniami
a pretami wzdtuznymi. Ponizej zestawiono przyktadowo réwnanie cigglosei migdzy
wykrzyzowaniem (r, £-— 1), a pasem (r, ) (rys. 3). Poniewaz pret wykrzyzowania
ma sztywnosc gictng tylko w jednym kierunku, a sztywnodé skretna réwng zeru,
poréwnano sumy rzutéw katdw obrotu poszezegdlnych pretéw wzgledem osi I
‘O ta jest prostopadta do wykrzyZzowania i lezy w plaszezyznie $ciany powloki
(rys. 3). |

Rozpatrzmy w pierwszym rzgdzie kat obrotu wzgledem wyzZej wymienionej osi
przekroju wykrzyzowania przy wezle () £):

o . sin
{4.6) Pr,t-1,1 :.[(W.r,t - Wr+1,t—1) cos 5 + (‘Ur,rf' ’Ur+1,¢—1) sin %l d +

' h . h h
+ {(M‘r,t—l — Qi1 2sin B ) eri-1+ (Mr,t—l + Q‘r,swl_ﬁ sin E) 8y, 3_1] Flising’
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Pierwszy wyraz we wzorze (4.6) reprezentuje obrot preta wzgledem Zadanej osi,
zwigzany z przemieszczeniami o 1 w. Drugi wyraz odpowiada obrotowi wzgledem
tejze osi przekroju preta spowodowany wewnetrznymi sitami My 1 Ot

Wobec tego, 7 przy osiowymr Sciskaniu i przy stosunkach sztywnosci ESy 1 EJps
(EJpy) stosowanymi w praktyce nie zachodzi obawa, by w omawianym przypadku
prety wykrzyzowan ulegly wyboczeniu, mozna wielko$ei ¢rs 1 5 ¢ zastapié odpo-
wiednio: ¢y ¢ = 1/3, sr,¢ = 1/6. Z kolei zrzutujmy katy obrotéw przekroju wzdhaz-
nego preta r na wspommniang of /-l Ogélnie suma ta wyniesie

a .
@r -1t -1 = (@r,a + ¥r, ) COS B+ (@r, y+vr.9) COS-"zﬁ sin f —
) , : o
- (‘Pr, 2+, z) Slnj Sin ﬁ .
Podstawiajac do tego réwnania znane juz wartosci na @y« yr,y itd. jako funkcje
o, W, My z, My y itd. otrzymamy réwnania ciggtodci dla czterech pretéw wy-.

krzyzowan: dwéch w wezle (v, 1) 1 dwoch w wezle (r— 1, f). Beda to réwnania

: o .o
(47) ' =A2r [(Wr, —1" wr—l,t-i-l) cos 7 '—_(‘vr, t—1+7)r-u-1,r.+l) sin 2] —

. a] sinf Sy+Cy a
—4hrv, ¢ sm—;} +4sin f— ( M,y "o cosj-i"-
Qrwl,yh Cz—— 8 G,) h ( h )
+ 2 Jor 2 2EJ; sin DrMr— s i G g D40n _‘ 0.

Uzyskanie trzech réwnanf na przemieszezenia u,v, w (W wyniku wyeliminowania
sit wewnetrznych w réwnaniach réwnowagi) jest praktycznie niemozliwe i nie-
potrzebne. Jedynic sifg Ny mozna bez wigkszych trudnoéei wyeliminowaé 1 zastapi¢
przez odpowiednia funkcje u.

5, Stateczmo$é powloki o przekroju kwadratowym

W praktyce najezesciej stosowane sa powloki o przekroju kwadratowym. Dlatego
tez pomzej rozpatrzono stateczno$¢ takiej powloki. W celu uzyskania 0dpow1edmch
réwnan palezy w ogdlnych wyrazeniach przyja¢ a — /2. PoniZej zesta.wmno wszyst~
kie rownania zastepujac wiclkos¢ N, przez funkcjg (3):

EFp

(Aw Up + Aaz‘r ur—l,t)+D3NT.ﬁ sin 18 =0,

Aerr Ly D4Nr,t—D1Q1-c ]/2 —*(A P, 5+Aﬂ“vr 1, t) =0,

P
(5.1} Azer—-!,z -i-g(l)z Nrcosf ’_‘DS Q) — " (472'rwr,t+ﬂf2‘r We_g,g) =0,

h
Ay M, _y 5 — DaMy,¢ cos g+Dy Qm?tg g=0,
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. h
Ay Moy — (A2,0r_( 2 +40, ) 5+

V2

h .
+ 5 (Der,t?—— D3 My,¢ sin .3) =

/]
52&‘ yol, z'i'(A Qril,ir+4Qr—1,y)j+

2 . h
-+ F}[;—(DLMg-,tSIHﬁﬂD‘IQﬂg?) = 0,

Aop Wy g Wy gy F W g o H W, ey Uit Ut 7
vz | Al
+ —Aerrml,:n =0,

+'U‘r—l,t+l —'—‘UTJ—I) 2 GJ

(A3 M, _ 1y+4Mr 1Ly) (Sy+cy)— ZrQr 157(0?)_321)_‘_

{5.1)
e, ]

2 2 —
rr wr,#+£]rrwr—1, t) =0 E]

(A r—1,zT4M,_ 1, z) (Sz—l’cz)"i"Aerr 1,1 _;—— (2 — 82} —

Epz

(Aw Yy, t+A%r7Jr—I.t) =0,

VY2 sing
R

[4,, Wy -1 — Wr—l,t+1 Uy g1 —Vp_ypp) — 44‘?’%-1,;

. . Sy+y h (:‘z"““SZ)__
+2]/2 Sll’lﬁ ( r-—ly Jp +Qr 1,¥ 2 J'pz

h h )
S — —0,
2EJ; sin 8 (Dl Mt S p Gsin g D40t

EFy, . )
D3Ny = Y sin ﬁ{(‘ditu}‘,t"{fditur—l,t — Ay ”rq-;,t+dzs YUp_a, 2)sin f§ +

2 2
+ (Ar,tt’r,t+dr,s7’r—1,t — Azz"')r+1,t‘5‘dztﬂr~z,t — A, L

2 cos ﬁ}.

— 4y, w’r-—l,t+1) L

-

¥

W niektérych z tych réwnafi podobnie jak w réwnaniach dla powloki o wy-
krzyzowanej za pomoca obiegu wystepuja parzyste i nieparzyste przyrosty tego
‘samego przemieszezenia, ale w odniesieniu do jednej lub dwéch zmiennych nie-
-zaleznych. Stad wniosek, ze linie weztow powloki po odksztalcenin nie beda krzy-
“Wymii- plaskimi; lecz przestrzennymi. Dlatego tez w celu spelnienia nktadu réwnan

{(5.1) podstawmy nastepujace funkcje:
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™ 4
tr,t = Aj cos (nty_ mr—n;)
A
Ur,t = Ay COS (ntﬂz—— f’»’o)
7T
Wyt = A3 sin (nt*i——mr ),
[ = 1\ = |
My, y = Ay sin Lm‘z-u m(r'?-?)g
| = 1\ & ]
My z = Ascos knt“é'—m(r—f—?)a
T 1\ =]
(5.2) My o = Ag sin 111‘3——:41(1‘Jr—2—)H—{J
[ 1\ =
My s = A7 sin ;n(t%"?)?—m(r@r
| = I\ =
Oy = Ag sin me?—m r—l—z)?{]]
@ I\ =@
Oz = Ag cos ‘ntz—m(r-l-z)a]
1\ =
Qr,g=Amcos[n(r+2)7—m(r+
1\ =
Ny g = Ayq sin [n(t+3)?—m(r“§"

L)

;‘I]
Hy ’

W réwnaniach tych m oznacza liczbe fal wzdhuz powloki, #y liczbg segmentéw
in «posf:aé odksztalcenia» w kierunku poprzecznym. W omawianym p;‘zypadku
powloki o przekroju kwadratowym » moze przyjaé tylko trzy wartosci n =0,

n=1lin=2,

7

| |

} |

——
=z n=A1

Rys. 4

Podane réwnania oraz funkcje spehniajgce je umozliwiaja rozwiazanie calej klasry
. zagadnien odnoszacych si¢ do omawianej powloki, jak np. zagadnienie tzw. «lokalnej
statecznodei», utraty statecznodcl stupa kwadratowego przy odksztalceniu przekroju

poprzecznego itp.
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PenswomMme

VCTOMYUBOCTE MHUMO HEXECTKOM PAMHO-PENETYATON OBQJIOUKH
CEKMIMAEMOIL OCEROM CUTIOI

PaccMaTpHBAETCHA PEryAfPHAS CTCPIXHEBAA CHCTEMA MpelcTABICHAAA HA pac. 1. B namHOM ¢y~
4ae HPEMEEACTC] HCKIIOUHTEABEC METON HCTHCIICHA PASHOCTeH A H3bexanusa COMIKOM yIpo-
MAOIMEX OPeAIONOMCHEUE. B 3axmioucHHe HPHBOAATCA PA3PCIIAfom¥e (GYHKOHE 7 9ame
BCEro BeTpeuaroweiica 0GoMoYKE KBaAPATHOro ceuenmst, M3 a1ax dymmumii spiTexaer, uro dopma.
MOTEPH  YCTPOWIABOCTA OOOMOYEH IPH CXATHH - HMITHGHO-KPYTHILHASA.

Summary

THE STABILITY OF AN APPARENTLY NON-RIGID FRAME-LATTICE SHELL
COMPRESSED AXTALLY

The object of the present considerations is a regular bar system shown by Fig. 1. Tn order to
avoid two rough simplifications the difference calculus is used throughout the paper. The resolving
functions are given for the most frequent case of square shell.

Trom these functions it follows that the form of stability loss for axial compression is a flexural—
torsional form,

Praca zostala ziozong w Redakcfi dn. 19 czerwea 1962 y.





