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1. Wsigp

Badanie stanu naprezenia powstajacego w precie na skutek dzialania zloZonego
ukladu sit zewnetrznych napotyka w zakresie sprezysto-plastycznym na znacznie
wicksze trudnodci niz badanie no$noéci granicznej, gdy mamy do czynienia tylko
ze strefa odksztakcen plastycznych. Trudnosci te wynikaja z matematycznego charak-
teru omawianego zjawiska: rtozpattywany obszar (przekrdj poprzeczny preta)
zostaje podzielony na dwa podobszary: sprezysty i plastyczny, przy czym w kazdym
z nich stan naprezenia jest opisywany przez roZne rownania rozniczkowe, pod-
dane pewnym, innym w kaidej z obydwu stref, warunkom brzegowym. Dlatego
tez stosunkowo mato mozna podaé przykladow efektywnego rozwiazania zagadnien
sprezysto—plastycznych. Sposréd znanych moZna wymienié prace W. W. Soxo-
LOWSKIEGO, [12], P.1. PERLINA, [8], L. A. GALINA, [2], [3] i [4], przy czym dwaj
pierwsi autorzy rozwiazali przypadek skrecania w zakresie sprezysto—plastycznym
metoda odwrotna (tzw. owal Sokolowskiego), a trzeci podal pewne uwogdlnienie
tej metody i efektywne rozwigzanie postawionego zagadnienia w przypadku prze-
kroju o ksztalcie wielokgta umiarowego. Nalezy réwniez wspomnieé¢ o pracach
F. A. GAYDONA, [5], oraz M. ZyCzKOWSKIEGO, [16], w ktérych zostal rozwiazany
problem obciaZenia zlozonego . (M, N) w zakresie sprezysio-plastycznym dla
przekroju kolowego. Skrecanie w zakresie sprezysto—plastycznym jest przedmiotem
wielu innych prac, w kiérych rozwigzania dla wybranych ksztaliow przekroju
poprzecznego preta uzyskuje sic na drodze numerycznej (metody relaksacyjne):
F.S. Spaw, [11], D. G. CaristopHsErsoN, [1], R. V. SoutawsLr, [13].

Do ciekawszych prac uwzgledniajacych réwniez wplyw wzmocnienia liniowe-
go nalezg prace S. W. SERENSENA, (M, N) w zakresie sprezysto-plastycznym
dla preta o przekroju kolowym, H.JuNGa, [6], (problem cylindra grubosciennego
poddanego dziataniu cifnienia wewnetrznego; poza uwzglednieniem wplywu
wzmocnienia H. JuNG odrzuca réwniez zaloZzenie o niesciSliwosci). W, URBANOWSKI,
[14], rozpatrzyl przypadek kuli obciazonej ciénieniem wewngtrznym przy zaloZenin
medelu ¢ = o (&) bardziej Zlozonego od przyjmowanego na ogdt modelu Prandla
(cialo idealnie sprezysto—plastyczne), uzyskujac w ten sposdb -podzial rozpatry-
wanego obszaru na trzy strefy: 1) sprezysta, 2) plastyczna bez wzmocnienia,
3) plastyczna ze wzmocnieniem.

Niniejsza praca ma na celu rozwigzanie zagadnienia jednoczesnégo skrgcania
i rozciggania preta o dowolnym ksztalcle przekroju w zakresie sprezysto—plastycz-
nym przy zastosowaniu metody malego parametru, Podane rozwiazanie (rozklad
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naprezen, sily zewngtrzne oraz rOwnanie granicy stref) bedzie wige prawdziwe jedynie
w przypadku duzych sit osiowych N (Sciskajacych lub rozciagajacych) oraz nie-
wielkiego momentu skrecajacego M,. Odpowiednie wzory Zostang podane w postaci
szeregdw potegowych. W zakonczeniu pracy podamy przykiadowo efektywne roz-
wiazanie zagadnienia dla nastepujacych ksztaltéw przekroju poprzecznego: kola,
elipsy, trojkata réwnobocznego i profilu skrzydta samolotu.

2. Deplapacja przekroju -

Rozpatrzmy pizypadek, gdy przekrdj poprzeczny preta zostat podzielony granicy
strefl I na dwa podobszary: 1) jadro sprezyste, 2) strefe odksztalced plastycznych,
przy czym w najogdlniejszym ujgciu granica

Y stref T nie musi leze¢ calkowicie wewnatrz
Fe 5 . konturu C, lecz morze dzicli¢ go, tak jak
%\ pokazano na rys. 1, na czgsé 9C oraz PC,
tj. cze$¢ nie nalezaca do obszaru sprezystego

x¥

cenia plastyczne nie wystgpily, mamy C =
=s3C, oraz, gdy cala zewngtrzna czg§é prze-
kroju poprzecznego ulegla upla.stycznieniil,
Rys. 1 ‘ mozemy napisa¢ C = PC. ’
Obszar (1) jadra spreiystego. Bezwymia-
towa funkcja spaczenia przekroju Sy = Sy (x,y) powinna spemiaé réwnanie .
(Saint-Venanta, [9]) '

2.0 V2o =0

%/
_ 4 7 (1) oraz czgéé ograniczajgca strefe plastyczna,
r odpowiednio. W szczegdlnosei gdy odksztal-
; .

oraz nastepujacy warunek brzegowy
2.2) (y+59,) dy — (—x-+oyy) dx =0

wzdiuz czedel konturu $C, to jest tam, gdzie nie pojawity si¢ odksztalcenia plastyczne.

Wzdtuz granicy stref I" (x, y) = 0 funkcja sy ma byé réwna tozsamosciowo spacze-

niu przekroju Py okre$lonemu w obszarze uplastycznionym (2). Przez analogie
do rozwigzania w zakresie czysto plastycznym, [15], przedstawimy poszukiwana

deplanacje przekroju sy w postaci szeregu potegowego

2.3) s — Z sy A2,
: =0
gdzie wielkosé
ad
2.4) : A= -

oraz 9 oznacza jednostkowy kat skrecenia, ¢ wydiuZenie wzgledne, a pewien dowol-
niec obrany wymiar liniowy charakteryzujacy przekrdj poprzeczny. Wielko$¢ 4
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bedziemy uwaza¢ za maly parametr. Wstawiajac szereg (2.3) do rdéwnania (2.1)
otrzymujemy nieskoficzony ukiad réwnan Laplace’a

2.5) V2o =0, i=0,1,2,...

z nastgpujacymi warunkami brzegowymi: dla funlkcji vy pozostaje warunek nie-
jednorodny

(2.6) (7+54s) dy — (—x+5yp,) dx = 0
wzdhuz sC, a dla wszystkich rastgpnych funkeji v ¢ = 1, 2, ...) warunek jednorodny
@7 i AP — Py dx = 0
wzdtuz #C. Na granicy stref I (x, ¥) = 0 nalezy zadaé spenienia warunku zgodnoéci
{2.8) Z sypy A2 — 2 Dapg 20

1=0 i=0

przy czym prawa strona rownodci (2.8) jest rozwinieciem funkcji spaczenia dla
obszaru (2) w szereg potggowy parametru A, Stad wynika zwigzek

29 . - Sy = Py wazdhuz T
Nie trudno sprawdzié, ze w szezegdinym przypadku, gdy odksztalcenia plastyczne

w ogble nie wystapia, podane wyzej roOwnania sprowadza sie do znanej teoril Saint—
Venanta, mamy bowiem: :

(2.10) p = "oty A2ESyy M

przy czym kazda z funkeji Sy poczawszy od wskaznika i =1, 2, ... ma spelniaé
rownanie (jednorodne) Laplace’a z jednorodnym warunkiem brzegdwym 2.7,
a zatem wszystkie funkcje %y, Sy, ... sa toZsamosciowo réwne zeru. RéZna od
zera jest jedynie funkcja #yy, harmoniczna i spelniajgca warunek brzegowy (2.6),
jest zatem funkcja rozwigzujaca problem sprezystego swobodnego skrecania, zwany
w teoril sprezystosci problemem Saint-Venanta,

Obszar (2). Jest to obszar catkowitego uplastycznienia. Tutaj nalezy wziaé pod
uwage réwnania wyprowadzone w pracy [15],, zatem bezwymiarowa funkgja spa-
czenia Py = Py (x, y) ma spetniaé nieliniowe réwnanie rézniczkowe, [15]:

Q11 3V2 2yt 22 [(p+-2)2 Py (= Py 2 Py, —

— 2(p+2yp) (— x4-29)) Pyl = 0
oraz warunek brzegowy
(2.12) (y+2y,) dy — (—x+2y) dx =0 wzdhiz #C.

Rozwiazaﬁia réwnania (2.11) szukamy w postaci szeregu potegowego

o0

(2.13) mp— 3 oy 2,

C =0
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przy czym, jak wykazaliémy poprzednio, [15], pierwsza z funkeji ; wystgpujacych
po prawej stronie réwnoéci (2.13) jest identyczna z rozwigzaniem w zakresie spre-
Zystym; mamy zatem

&

f
(2.14) Pyp = Syg — Y.

Nalezy zaznaczy¢, ze réwnosé ta jest spelniona w calym rozpatrywanym obszarze,.
ograniczonym Kkonturem zewnetrznym przekroju C; w ten sposéb spelniony jest
wige rowniez warunek (2.9).

3. Granica stref

Rozwigzujac nasze zagadnienie w zakresie sprezysto—plastycznym, przede wszyst-
kiem dazyé bedziemy do podania réwnania granicy obydwu stref

(3.1) I'ix,y,0)=0,

gdzie ¢ jest pewnym parametrem okredlajacym ksztalt krzywej I' w zaleznodci od
wartodei uogélnionych odksztatcer & i © lub tez w zaleinosci od przylozonych:
obcigzed zewnetrznych M, 1 N.

Przed przystapieniem do wyprowadzenia réwnania (3.1) wprowadzimy naste~
pujace bezwymiarowe parametry (por. M, Zyczkowski, [16)):
(3.2) S £
o Q

proporcjonalne odpowiednio do wydluzenia wrzglednego ¢ oraz jednostkowego
kata skrecania @, Réwnanie granicy stref moZna okresli¢ z warunku

(3.3) _ —

Zdefiniowana w ten sposéb krzywa I'jest miejscem geometrycznym punktéw naleza~
cych do obszaru sprezystego (1), w ktdrych spelniony jest warunek plastycznosci
Hubera-Misesa~Hencky’ego (3.3).

Naprezenia w obszarze spreZystym wynosza
(4 ST = GOa(PHYL),  Tey = GHa(—x-1oy,), o, = Eg,
(3.5) 3 (15215 190, = Q2
Po wstaﬁieniu do réwnania (3.3) funkeji (3.4) otrzymujemy
' Gha\? Es\?
@30 3 (—Q——) [(-Ho9?-H(— x+op] + (E) =1
_lub po uwzglednieniu wzoréw (3.2) oraz_oczywistego zwigzku

(3.6) 1=y3Z
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otrzymuiemy nastgpujace rdéwnanie granicy stref I

1 —e2 A2
ALyl =0,

3.7)

&2

gdzie przyjelismy oznaczenie

3.8) APY] = (o2 H(— x+-5y,)2,

Uwzgledniajac (2.3) wyrazenie (3.8) daje sie przedstawié w postaci szeregu potggowego
(3.9) APy = Ao ool + 42 41 PPy, 5911 +...,

gdzie ‘

0[50l == (¥ + 5902 +(— X+, )2,
(3.10) A [, 1] = 2[(r-2p) it (— X496, Sy ],

Réwnanie (3.7) przybierze postad

1—e2 A2 Ad
@.11) S — 5 Aolowol — 5 A Py, ) — .. — 0
Iub ostatecznie '
1—e2
{3.12) 2 — Ag [Bwpl+ ... == 0.

Roéwnanie granicy stref I’ mozna réwniez otrzymaé biorac pod uwage obszar
plastyczny (2) i zadajac spelienia warunku

. 1
313 — =
G.13) 2= G
gdzie p = @ (x, y) oznacza vogélniony modut odkszialcen plastycznych. Z warunku
plastycznosci. mamy, {15],

B
@14 | 27;»‘;_%?{3“'2 [(v+Py )2+ (—x+2p, 21} 2

Uwzgledniajac zaloZenie o nieSciSliwodei materiatu E/G = 3 dochodzimy wiec do
réwnania

2

3.15)

ktére rézni si¢ od wyprowadzonego poprzednio réwnania (3.7) tylko tym, Ze za-
miast funkcji *y wystgpuje funkcja Pp. Oczywiscie wzdtuz gramcy I 0bydw1e
te funkcje na mocy warunku (2.8) przyjmuja te same wartosci.

Wyrazenie (3.15) po uwzglednieniu (2.13) oraz wykonaniv odpowiednich prze-
ksztalcest, analogicznych do przeprowadzonych poprzednio, mo?na zapisa¢ w postaci

1—e2

3.16) — AT 5, )]+ ... =0,
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przy czym indeks p wystgpujacy przy funkeji 9o opudciliémy majac na uwadze r6w-
no8é (2.14). SprawdziliSmy w ten sposob, Ze réwnania (3.12) oraz (3.16) sa identyczne,
Przedstawiaja one jednoparametrowg rodzing krzywych I (x, y, ¢) = 0 na plaszczyz-
nie xp, przy czym ksztalt kazdej z krzywych zalezy od wartosci pafametru

1—e?

(.17 ="

3

ktéry z kolei jest funkeja odksztatcefi spowodowanych jednoczesnym rozcigganiem
oraz skrecaniem, ¢ = ¢ (g, 9). :

Dochodzimy zatem do wniosku, ze aby napisa¢ réwnanie granicy stref I (x, ) =0,
uwzgledniajac wptyw rozciagania na skrecanie (zakladamy, ze A jest matle), wystar-
czy okrefli¢ funkcje spaczenia przekroju ¥y, znana z licznych rozwigzan problemu
de Saint—Venanta w teoril sprezystosci. Réwnanie (3.16) odnosi si¢ do dowolnego
ksztattu przekroju jedno- lub wielospdinego.

4. Rozklad naprezen oraz sily zewnefrzne
Sktadowe tensora napreZefl Tzq, Tay, 0z DaleZy obliczyé osobno w strefie spre-
zystej i osobno w strefie plastycznej. NaprgZenia w obszarze spreZystym (1) moina
zapisaé w postacl

8 e 2, s’ ) = 2-— "y
Tax ]/gg(er V) ]/gg(y—i—w{)x) s

S sy = 2
Tay l/gg( x+ 51y 1/gg( X+ Pog) s

@.1)

sg, = Es = Qe.

Naprezenia w obszarze plastycznym moga bye wyrazone przez funkcje spaczenia
pyp = Py (¥, ¥); korzystajac z rezultatéw rozwazan przeprowadzonych w pracy
[15] otrzymujemy

_ 20 (y+rv) _0 .- .
e T O AR (Lt (—xt e Y3 T (o) +eees
o . lQ (A x—i»i?q'u;j) B mg ’ o
(4.2) pfz:y - {9+3/’{,2[(;';—1'-Pw;)2+(¥x+pw;f)2]}“2 - l/gg (_ x‘i—'VJ{)y)—!_ ey
"o 3422 [(p+Pup)? + (— x-+ Py )2 }12 =Ql1—= 4o [wol g2 —...}.

Nalezy zaznaczyé, ze w szeregach potegowych (4.1) oraz (4.2) rolg matego parametru
peini wielko§é g = Ga}/3 9/Q, a nie jak poprzednio A = ad/e. Zmiana taka jest
charakterystyczna przy przejéciv od rozpatrywania stanu czysto plastycznego,
gdzie odksztalcenia &, & nie moga by¢ okreSlone, a wyznacza sig jedynie ich sto- -
sunek 9z, do rozwazania zagadpien sprezysto-plastycznych, gdzie zarowno 9 jak
i £ sa jednoznacznic okreSlone i moga pelnié rolg niezaleznych parametrdw,
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Przy zmianie A na g korzystaliémy z relacji (3.6). Skoro uwazamy g za maly para-
metr, wielko$é e nie moze byé dowolna; powinna nie wiele réznié sie od jednosei,
aby istnienie stanu spreZysto—plastycznego bylo w ogéle mozliwe. Parametr e powi-
nien zatem zostaé wyrazony rownicz w postaci pewnego szeregu potggowego.
Poszukiwany szereg ctrzymamy stawiajgc warunek zgodnoset naprezen na granicy
stref:

(4.3) sg, = Pg, wzdhuz I

Réwnose (4.3) wynika ze zgodnosci naprezen stycznych 37 oraz py {por. wzory
(4.1) i (4.2)] oraz z réwnoczesnego Zadania zachodzenia warunku plastycznosei
wzdhiz granicy stref I. Stad przez poréwnanie wzordw (4.1) i (4.2) otrzymujemy

' H
(“4.4) Qe = Q (1 — 5 Ao lpol 8% — ) .

Wiadomo ponadto z réwnania (3.16), Ze w pierwszym przyblizeniu wzdiuz granicy
stref I' zachodzi réwnosé [por. takze wzdr (3.17)]

4.5) Ap [wol = e
Mamy wjéc zwigzek

¢
=] ——p2
(4.6) e=1—=g—.,
ktéry pozwala nam przepisaé trzeci sposrdéd wzoréw (4.1) w postaci
(4.7) s0, = O (1 — ﬁzcmgz— )

Latwo teraz poréwnaé wzory (4.1).1 (4.2). Okazuje sig, Ze w pierwszym przybliZzeniw
naprezenia styczne 7 w obydwu strefach sa opisane tymi samymi réwnaniami,
natomiast napreZenia normalne spehniaja

nieréwnosé so, = o, Szczegblnie prosta &7
interpretacja wzoréow (4.1) i {(4.2) moze e b
byé podana w przypadku przekroju koto- Oz :
wego, dia ktérego wp= 0. Tak wigc na- ‘
prezenie styczne .

Po-z

a
Tzg

Tz

B o ——— Y

1
1
H
4.8) 57— /o, b, = g p 3
Q Rys. 2
=—=—g(x24 )2 —0» )
‘|/3 .

jest liniowa funkcja bezwymiarowego promienia ¢ = rfa = (x2+y2)12 w calym
obszarze: zardwno w strefie plastyczne] w < ¢ < !, jak 1 sprezystej 0 < ¢ < w.
Symbol w = r"/a oznacza bezwymiarowy promien gramiczny, natomiast a jest pro-
mieniem kola. Napr¢zenie normalne (por. rys. 2} w strefie sprezystej o, = Ee — const
na granicy strelf okre§lonej w bezwymiarowym ukladzie wspélrzednych promie-
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‘niem w spetnia warunek S0z = Pz, a nastepnic zmienia sig tak, aby byl spetniony
warunek plastycznodcl

{4.9) Pg, = Q1 —g2(x2+ ) 4.2,

Aby otrzymaé sity zewngtrzne (moment skrecajacy M, oraz site podiuing N),
palezy scatkowaé szeregi (4.1) 1 (4.2) wyraz po wyrazie wedlug schematu

(4.10) m:jﬂmy_waﬂ@:@Ufmme%@w@+
F fs

—l—ff('p'ﬂzxy%pﬁyx) dxdy]’
Ip

N=ffazdfdjz":az[ffsazdxdy+ffpazdxdy],
F Is fo

przy czym bezwymiarowy obszar catkowania f rozbilismy na dwa podobszary:
sprezysly fs oraz plastyczny fp. Daszki nad literami oznaczaja wspolrzedne wymiaro-
‘we, mianowicie X = xa, y = ya, natomiast a jest pewnym wymiarem lintowym
charakteryzujacym przekréj. Po wstawieniu wyrazef (4.1) i (4.2) 1 po wykonaniu
catkowania, otrzymujemy

ﬂﬁ=é%yjyﬂy+%ar—9w+%@ﬂdmb+m,
{4.11) )
N = QF__%f—g2 Uon lwol dx dy -+ ff(c—Ag)dxdy] +o,
I Is

-gdzie F oznacza pole przekroju poprzeczuego.
Przy obliczanin sity podiuznej korzystaliSmy 2z addytywnoéci catki oznaczonej

wedlug schematu
[f=17=1J
Ip f s

W pracy [15] wykazali$my, ze calka
4.12) Sy = [ [ 4 vo) p — (=X -+ yoy) X dx dy
-0raz C;lea ’ .
@13 Si= ff [ Ay lyol dxdy = ff 1y + v + (— x+ 2 dudy
83 sobie réwne; mamy wigc |

{4.14) S1=8,=358

dla dowolnego ksztattu przekroju poprzecznego. Oznaczmy ponadto

(4.15) [ [ fe— Ao Tyal} dxdy = S".
Is
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Wzory (4.11) przyima obecnie postaé

Ms= ]/gggaP3 S+,

{4.16)
a2

N= QF[I—ngZ(S—i—S’)Jr...].
Wzory te umozliwiaja obliczenie sit zewngtrznych M;, N dla dowolnego ksztaltu
przekroju, jezeli tylko znana jest 1) funkcja spaczenia yg = wo (x, y), 2) ksztalt
sprezystego jadra przekroju fs (por. granice calki S'), ograniczonego czgécia kon-
turu #C oraz krzywa I'. Zgodnie z wnioskami podanymi poprzednio ksztalt obszaru
sprezystego f; jest dany przy uwzglednieniu wpltywu skrecania na rozciaganie row-
naniem (3.16). Ostatecznie wige dla pelnego rozwigzania przypadku. (M;, N), gdy
Ms; € N w zakresie sprezysto-plastyczoym wystarcza znajomo$¢ funkeji Saint-
Venanta ;.

5. Przyklady zastosowan

Zajmiemy si¢ rozwigzaniem postawionego zagadnienia dla kilku wybranych
ksztattéw przekroju poprzecznego preta. Bedy to elipsa (koto), tréjkat rédwno-
boczny oraz profil skrzydla samolotu.

o~

a y ]

X

=¥

T
)

l
N

—
¥_ .

Rys. 3

Réwnanie elipsy o pdtosiach a, b (por. rys. 3a) we wspohrzgdnych wymiarowych ¥, y
X2 p2
5.1 s + T 1,
przepiszemy w postaci bezwymiarowej (por. rys, 3b)
(5.2 x2 -+ =1,
gdzie p = bfa oznacza parametr elipsy.

Funkcja deplanacji przekroju jest znana z rozwiazad teorii sprezysto§ci i moze
by w postaci bezwymiarowej zapisana w spos6b nastepujacy:

(5.3) Yo =P i

Rozprawy InZynlerskie — 8
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Wyznaczymy uastqpﬁie wyrazenie

4
(1+p2)2(y 4 pt x2)

oraz, korzystajac z réwnania (3.16), piszemy réwnanie granicy stref I' w postack

(5.4) Ao Tyol = (y + pou? + (—x & o

) x2 yZ
G- I—aime  a—odme -
4g2 p4 4g2

Fest to réwnanie elipsy o pélosiach

1+p2 l+p2
. = g2
(5.6) | 4=, V1 e lB e V1—e2,

przy czym, jak widaé, stosunek potosi elipsy I" jest réwny kwadratowi stosunkw
potosi elipsy € (konturu), mianowicie

- B b2
(5.7 A j:pZZ(;) .

Przy ustalonym ksztalcie konturu p oraz danej wartoéci parametru ¢ = (1 —- e2)/g%
granica stref I" (5.5) moZe wigc by¢ latwo narysowana. Nie trudno takze zauwazyé,
ze elipsa I" moze lezeé catkowicie wewnatrz elipsy C, i Ze strefa odksztafcen plastycz-
nych otacza catkowicie sprezyste jadro przekroju lub tez elipsy I' i C moga sig
przecinaé, tak jak to pokazano na rys. 4. Rysunek 4 zostal sporzadzony dla nastg-
pujacych danych: p = 0,7, ¢ = 0,6487. Pdlosie elipsy C wynosza a, b =07 a,

natomiast pélosie elipsy I obli-
, czone wedlug wzordw (5.6) wy-
¢ nosza: A = 1,2224, B = 0,6000.

1y
108

_‘{’-15 W przypadku szezegdlnym, gdy
T S p=>bja=1, rébwnanie (5.5) prze-
ot \\ . chodzi w rdéwnanie kota I

0 02 04 06 08 13' X - 2y 1—e? -

Y . X2y P
0 promieniu
e
]/l—e2
Rys. 4 (59) W= 2 .

Wzory (5.8) oraz (5.9) sa wzorami $cistymi (por. praca M. Zyczkowskiego, [L6])
i pozostaja stuszne dla dowolnych wartosci obciazen zewnetrznych M, i N. Jest
10 zrozumiale, jezeli wziaé pod uwage $ciste réwnanie granicy stref (3.7) lub (3.25)
i przyjaé sy = 2y = 0 dla przekroju kolowego. Stad A [By] = A [Pyp] = x24-)2,
co po wstawienin do wspomnianych réwnad daje (5.8).
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Przystapimy z kolei do obliczenia sit zewnetrznych, ograniczajac zakres rozwazail
jedynie do przypadku, gdy krzywa I lezy w caloSci wewngtrz krzywej C. W tym
celu dogodnie bedzie zapisa¢ réwnanie elipsy C w postaci sparametryzowanej;

X = pcost, 0<< 2,
(5.10) g =T

y =posint, LEYESH
analogicznie dla elipsy I

x = Apcos i, 0<t<2m,
61y ¢e % s A

y=2HBosmz¢, 0o < L.

Obliczamy caltki
4
(5.12) §= Ay df = — (P4 ptxDdxdy =
fff ’ (14 p32 fff d 7=

4P2 2z 1 a3
f dt f @2 (sin? ¢+ p2 cos? £) pp do = 4
0 0

T2 14 p2
Nastepnie
(5.13) S’:ff(c_—Ag)dﬁ:fsc—fondfs:ﬁc—
15 1s
4
T 24 pd 2
co po uwzglednieniu [por. (5.6) oraz (5.11)]
ApA 42
(5.14) ol Jo=mA2p?, dfs = A2p2pdp dt
daje '
| dmpSAt 4psas 2
(5.15) 5 = 7 ? &

= f— d 3 = —_—
e - K e

Po wstawicniu obliczonych powyZej calek S i S* do réwnad (4.33) otrzymujemy

N=ngapl—— & _[pe MY,
_RQQP[ 2p(1+p2)(p _ 1+p?-) ]

Q mp?
M. = —— ggd —— |
T3 7
W przypadku szezegblnym, gdy p =1 (4 = B — w), tzn. gdy elipsa przechodzi
w kolo, réwnania (5.16) daja si¢ przedstawié w postaci nastepujacej:

(5.16)
.

g2
N =aQa? [1 by 1+ whH+ ] s

wQa3
Ms - mg—f“...

(5.17)



lub w postaci bezwymiarowej

g 3
(5.18) H:I——4‘(1+W4}—i—..., m3='zg+....

Zwiazki te sa ogblnie prawdziwe, poniewaz dla przekroju kolowego krzywa I
lezy zawsze wewnatrz krzywe] C. Mozna ponadto wykazaé, Ze wzory (5.18) sa
identyczne z rozwinigeiem Scistych wyrazen dla przekroju kotowego n=n(g, w)
oraz ms = ms (g, W) na szereg potggowy w otoczeniu punktu g = 0 (por. M. Zycz-
KOWSKI, [16]).

Parametr g daje-si¢ #atwo wyrugowad i otrzymujemy zwigzek
4 )
5.19) =1 ——9—(1—l—w4) By — s

ktéry jest rozwinigciem $cistego wyrazenia n =1 (w, ms) na szereg potegowy w oto-
* czenin punktu ms = 0. Mozliwa jest tu réwniez aproksymacja typu

(5.20) Am? 4+ Bn2 4 Cn3 =1,
obejmujgca caly obszar 0 < ms <1, 0 < < 1. Wspotczynniki 4, B i C dobie-
ramy korzystajac z rdéwnania (M. ZYCZKOWSKI [16])
w3
(5.21) ms=1— u dla n=20

oraz ze znalezionego szeregu potggowego (5.19). Otrzymujemy w ten posob przy-
blizone rownanie f(msg, n, w) = 01 '

(5.22 _ﬂw 2, |3 — 36 : 36 ol
= (4—w3p ms—lw[ G—wi (t+w|" * [(4 (s T

Wzér ten umozliwia bezposrednie obliczenie m; = ms (w, n). Z punktu widzenia
zastosowan praktycznych interesujaca jest ponadto zaleznodé w = w (ms, n), row-
nanie (5 22) nie daje sig jednakze rozwiklal ze wzgledu na wielko§é w. Zadanie
mo?na natomiast rozwigzaé numerycznie, szczegblowe tablice oraz wykresy spo-
rzadzone w oparciu o rozwigzanie Sciste (dla przekroju kolowego) moina znalezé
w pracy [16].

Warto zauwazyé, ze z réwnania (5.22) mozemy tatwo otrzymaé réwnanie krzywej
nosnoéci sprezystej, gdy w = 1.

16
(5.23) 5 m =1

oraz réwnanie krzywej no$nosci granicznej (plastycznej), gdy w = 0:

3 1
(5.24) mi -+ Tnz + 7 nd=1.
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Obydwa rownania (5.23) i (5.24) sa Sciste. Odpowiadajace im krzywe nosénodci
sprezyste] (a) oraz mos$nosci plastycznej (b) przedstawia rys. 5.

¥}
.y 1,
nk [\
1
~1NF 5
b ‘ X
a
s
B 34 1 P , vy
Rys. 5 Rys. 6

Zajmiemy sig¢ obecnie wyprowadzeniem réwnania granicy stref I dla przekroju
o ksztdlcie tréjkata réwnobocznego (rys. 6). Funkeja spaczenia przekroju (Saint—
Venanta) dla przyjetego bezwymiarowego uktadu odniesienia x, y (jak na rys. 6)
wyraza sig wzorem

(5.25) o == %iy (3x2 — y2).
Znajdujemy wyrazenie
. - 3 B
(526)  Aofwol =y (1 +3x2 42V 3x) + 2+ T (2 — )2 — xV3(2—y?)

i wstawiamy je do réwnania granicy stref (3.16); po wykonaniu pewnych prostych
przeksztatcen otrzymujemy:

4 3 - 3 -
(5.27) y4—}—y2?(1 +?x2+31/3 x) —I--:—(x2 + ?x4—l/3x3—uc) =0,

gdzie parametr ¢ = (1 —e2)/g2. Jak widaé, roéwnanie (5.27) daje si¢ rozwiklad
ze wzgledu na y i w ten sposéb wspolrzedne punktéw krzywej I' przy danej wartodei
parametru ¢ moga byé obliczone. -

Rysunek 7 przedstawia ksztatt krzywej I, znalezionej przy przyjetym uprzednio

(5.28) S ¢ = 10,1302
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na drodze numerycznej, mianowicie

1 |
x= s y= 06N,
629 = — ‘/43 . = 405501,
. 1 .V
— ., y=0,0000. .
w3 7

OkreSlong w ten sposéb krzywa nalezy narysowaé symetrycznie na wszystkich
trzech bokach trojkata (rys. 7).

yk
. 105~

w3
N

Rys. 7-

Obliczanie calek S oraz §', a zatem i sit zewngtrznych M, i N, jest w omawianym
‘przypadku dosyé pracochtonne, jednakie zawsze mozliwe, chociazby przy uzyciu

metod -numeryeznego catkowania,
4

— 04

al |

-3 L 2 =a4

Rys. 8
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Wspomnianych calek nie bedziemy tutaj obliczaé, zajmiemy si¢ natomiast wy-
prowadzeniem réwnania granicy stref I" dla profilu zblizonego do profitu skrzydla
samolotu. Funkcja Saint Venanta jest znana z rozwiazan teorii sprezystoéei (por.
np. W. Krzyé i M. Zyczkowski, [7]) i w bezwymiarowym ukladzie odniesienia prey-
jetym jak na rys. 8 wyraza siec wzorem '

3
{53.0) Yo = 3yx2 — 3 -+ 3 xy.
Znajdujemy wyrazenie
5\2 1
(5.31) Ay [pol = y2 (6x + ?) - 9 (% p2)2 sz +2x (x2 — y2)

oraz wstawiainy je 'do réwnania (3.16). Po wykonaniu pewnych prostych prze-
ksztalcefr, otrzymujemy rdéwnanie granicy stref I' w postaci

25 1
(5.32) pd -1 2 (18x2 -+ 28x + T) + x4 4 2x3 + ~§_x2 —¢ =0,

Jest to réwnanie podobnie jak poprzednio bikwadratowe ze wzgledu na y i daje
si¢ latwo rozwigzaé. Warto$é parametru ¢ obieramy w ten sposdb, aby kyzywa I
przechodzila przez pewien dany z géry punkt, np. x = — 0,15, y = 0,05, Przy tych
‘warto$ciach '
{5.33) ' ¢ = 0,0065.

Obliczamy wspétrzedne punktéw lezacych na granicy stref:

x =—0,20, y= 00517,
x=-—0,15  y= 10,0500,

(5.34) x=--010, = +0,0310,
% =005 y= + 00316,
x = 0,00, = 40,0400,
[ ]
-| 0100
e

— 0475

0050
o

425

1 1 :
-gi0 -0\ —ois  -0#0

X
- 0025
—0650
-0075
i
-0
Rys. 9

Znalezione w ten sposéb punkty umozliwiajg narysowanie krzywej I” (port. rys. 9);
.obszar uplastyczniony lezacy pomigdzy krzywa I a konturem I" zostat zakreskowany.
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PeswomMme

BJIHE[HI/IE KPVYEHMSA HA PACTSDKEHUE HMPU3MATHYECKOIQO CTEPXKTLL
IIPOMIBONLHOTC CEYEHMA B VIIPYIO-ITTACTIYECKON OBIACTH

PaccMaTpHpaeTCa 3afdud ONHOBPEMEHHOIO KPYHeHHS ¢ PACTUKCHHEM B YOPYIO-INIACTHYCCKOMN
obnacrn. McoomssoBamach Teopus inmacTuveckux pedopmammit Temxu-Mnerommma.  Tipueu-
MaeTcs MOmeNs LIpanfTid BACANLRO-TIACTHYECKOTO HeCKEMASMOTo Marepnana. IIpuMeHss
METOM MANoro IApaMerpa IOJYICHO TIPHOIMKSHHOE pemerre, o0f3pmaloliee TONBL0 B O0IACTH
Gonpmux N w Manex Mg (N — npogoassas cana, Mg — KpyTamuil MoMeET), Haltzennt dopryast
INIA COCTAWIAIOINX TeH30pa HAupsKenuil, BHemMHUX cuil B rpandosl 30H I (x, y)'= 0, parorcs
B BUEE CTCICHHAIX PAOOB. Sty HOPMYIET OBSIEIBAIOT T CeueHuH NPOE3BONLHOM dopmel, Tpu-
BOJMTCA 3PdeKTARHOS pEelleHHe 3ANAYH NI YeTHpeX CHyvaen: KPyr, %INANC, PAaBHOCTOPOHHHE
TPEYTONBHUK, NPpodyis Kphijla CamMoeId.
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Summary

THE INFLUENCE OF TORSION ON THE TENSION OF A PRISMATIC BAR OF ANY
PROFILE IN THE ELASTIC-PLASTIC RANGE

The problem under consideration is that of combined tension and torsion in the elastic—plastic
range. The Hencky-ilyushin plastic strain theory is used assuming a Prandi] body that'is a per~
fectly plastic, incompressible body. Making use of the perturbation method an approximate solution
is obtained valid for Jarge N and small M, only (W — lengitudinal force, M — torque). The equa-
tions found for the stress components, the loads and the frontier between the two regions I'(x, ) =0
are given in the form of power series,

They are valid for any cross—section. Effective solution of the problem is obtained in four cases
concerning a circle, an ellipse, a regular triangle, and an airfoil.
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