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Wstep

W ninigjszej publikacji wykorzystamy wyniki prac {11 i [2] dla uzyskania
ogolnych rozwiazan w postaci zamkmqte] Nie odnosi sig to tylko do funkeji pet-
zania, gdyz jedynie w tym zagadnieniu ograniczymy sie do zalozen C. WINTNEYA, [3],
i F. DISCHINGERA, {4] (pelzanie w sensie mechanicznym w petni nicodwracalne).

Za najdalej dotychczas idace wymieni¢ nalezy prace A. CHUDZIKIEWICZA', [51,
Cz. EiMeRra, [6], oraz R. WINDELSA, [7].

A. CHUDZIKIEWICZ podat efektywna metode oparta na zastoqowamu szeregow
potegowych. Autor ten opracowal metode. scxs}a (z wyjatkiem przedstawienia 1me-
chanizmu wspdldzialania) oparta na zatozeniach ogdlnych, jesli chodzi o zbrojénde.
Zagadnienie funkcji petzania i skurczu oraz obeiazen zewnetrznych .oparf na zaloje-
niu Whitneya-Dischingera (afiniczno$¢ skurezu, stalo$¢ obciazef). Rozwigzania
dla pewnych przypadkéw szozegolnych uzyskal w postaci zamknietej. _

Cz. EIMER podat rozwigzania fciste (procz mechanizmu wspéldzialania), ogblne,
Jesli dotyeza one zbrojenia, funkeji petzania i skurczu oraz obcigzen Zewngtrz-
nych; rozwigzania te sg tylko formalne, nie zamknigte. Dla uzyskania efektywnych
rozwigzan w dalszych pracach, {8], [9], ograniczyl si¢ autor do zastosowania funkgji
pelzania dla przypadku czystego. opdznienia spreZystego lub dla zatozenia
Whitneya-Dischingera, pominat dalsze wyrazy pewnych rozwinieé oraz wprowa-
dzil zalozenia upraszezajace Busemanna, [10].

R. WiNDELS podal dla ustrojéw statycznie wyznaczalnych efektywne i zamkniete
rozwigzania .Scisle (réwniez z wylaczeniem mechanizmu wspoldzialania), ogdlne
co do zbrojenia. Zagadnienie funkcji pelzania i skurczu oraz obeiazer zewnetrznych
oparl na zatozeniu Whitneya-Dischingera. Dla ustrojow statycznie niewyznaczal-
nych podat efektywne rozwiazania uproszczone (lecz nie zamknigte) wprowadza-
jac zaloZenia upraszezajace Sattlera, [11].

Na wstepie podajemy zatozenia i wyniki wymienionych prac [i] oraz [2]. Prace
te zawierajg reologiczng teorig naprezed i odksztalcen elementu ds  wycietego
Z pryzmatycznego monosymctrycznégo i plaskiego preta zbrojonego i sprezo-
nego (rys. 1} w zaloZeniu, ze element ds spehia warunki plaskiego przekroju.

Przyjeto, ze w zbrOJenlu wystepuja wylacznie dorazne odksztalcenia liniowo
sprezyste, przy czym powstaja odksztalcenia narzucone %, (1), dajace wypadkowa
sitg T (#) i moment I (£). W betonie uwzglednia sie odkszialcenia dorazne i liniowo
sprezyste. Przyjmuje si¢ funkcje pelzania f i skurczu 7, zgodnie z C. WHITNEYEM, 31
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oraz F. DISCHINGEREM, [4], uwzgledniajac starzenie sig materialu oraz ponadto
skurcz nieafiniczny! przy pelzaniu. Odksztatcenic opdZnione npe wibkna betonu ¢
jest suma skurczu i pelzania liniowego. Bierze si¢ pod nwage wplyw zraiennosc

dplt)

= E,lrds,

PR

ipe (1) Spe

wltkna stati poddane
odksztalceniom narzuconym

Eol)d 5,

Rys. |

naprezen lub odksztalceft sprezystych betonu  &pe W spos6b mechanistyczno-
fenomenologiczny, wzorowany na ogdlngj teorii dziedziczenia V. Volterry-
Boltzmanna:

Wy ph=PET—e™,
a2 oty 1) = — S (€ — €™,
¢ 0
(1.3) noe(t) = 7s(t, 71) — [ e0e(®) 5 (L D

1 Przez skurcz nieafiniczny rozumiemy tu i wszedzie dalej (zgodnie z F. DISCHINGEREM, 3}
skurcz szybszy od pelzania. Nieafiniczno$é uzyskujemy zakladajac w (1.2), Ze a>- 3; pomimo
ze w sensie matematycznym funkcje (1.1) oraz (1.2) sa wtedy afiniczne, pozostajemy przy okresle-
nin F. Dischingera, uzasadnionym historycznie, '
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W wyniku ofrzymujemy nastgpujace wzory na naprezenia i odkszialcenia elementu
ds {przy oznaczeniach pracy [2]):
N{®H—R( + M) — MM
c ?
Fy I%

(1 .4) Ope (l‘) =

(1.5) O'zc(f).: e ()+1rec 050 (D) ,
M (7y) — M) — eq [N(T)) —R(D)]

(1.6)  Oao() = an(vy) —— T VaoFze —
N(z) — R _
- —f:uhu Fae,
[ aﬁ
A7) RO =@ + M)k [ {|ave + Parew| 5 -

L]

| N
—E,F} qug;“—}dr,

| "
A8) B0 = cora R +ymIE)—k [ ewmV 0 tp 15—

Ty

I}
w— Ep Fy eq Wy m}dr,

=
(1.9) evo()= Aﬂ%{%@ ,

R

(1.11) ggg(f):ﬂ%?i, 2

ey po-20 X (g;;m*ff) ﬁﬁ(‘fﬂ—%(ﬂ;z R () — RO]

We wzorach (1.4)-(1.12) przyjeto nastepujace oznaczenia: o naprefenie rzeczywiste,
o napreZenie narzucrone, ¢ odksztalcenie sprezyste, § odksztalcenie catkowite,
@' oznacza krzywizng sprezysta, u' krzywizne caltkowita, Jt oraz 9 odpowiednio
wypadkows sif¢ i moment napre¢zen narzuconych, N oraz M site normalng oraz
moment od obcigzen. Wskazniki oznaczajg: b beton, z zbrojenie, 0 of obojetna,
¢ wldkno w odlegloici z = ¢ od osi obojetnej. Ponadto &, oznacza odksztalcenie osi
elementu na skutek ogrzania, A, roéinice odksztalcen wlokien skrajnych na skutek
ogrzania, £ wysckos$é przekroju, za§ Iy, E,, n = E,/Ep — moduly sprezystosei beto-
nu, zbrojenia i wspdlezynnik proporcjonalnodei tych moduldw. :
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We wzorach (1.4) do (1.12) wystgpuja nastgpujace wsp6lezynniki funkeyjned

Pn = ———‘;1 WV;Z e B — %;j%?_w“kﬁ, Py = PntPum,
. Ya —141, Ko o, kp _
Fm e w, (@ —e ) P = aPn+ (Vo+Va) Pm,
(1.13) . _
Pu = Wy — Wy (ew—w,kﬁﬁ _eﬁw"w) - : Yy = Yot Pm J
Wy Yo e
7 . ﬁ"l)mfjr:;_ M‘; e — %;:zg “]’2 ¢, Yar = VaPut(TotVa) Ym .

Wartoéei liczbowe wspélezynnikéw funkeyioych ¢a, @m, ¥a oraz ym odezytal
mozna z tablic podanych w pracy [2}

Wystepuja tez nastepujace wiclkodel geometryczne i statyczne, charakteryzujace
przekrd] elementu ds: Fy pole powierzehni pojedynczego widkna zbrojenia, Fy, I
odpowiednio pole powierzchni i moment bezwladnosci przekroju zespolonego
wstepnie odksztalconego, Fp, Ip pole powierzchni i moment bezwladnosci betonu,
rze wspOlczynnik wstepnej diugosci widkien, fz, J, vz -krotne pole powierzchni
i moment bezwladnosci zbrojenia, Fu i I zastepcze pole powierzchni i moment
bezwladnodci zbrojenia, z i yge odleglosé widkien zbrojenia od drodka F, 5 lub f;,
eq odleglo$é srodka f; od §rodka F3, i promiefi bezwladnosci pola przekroju zespolo-
nego, i promien bezwladnosci zastgpcze] powierzchni zbrojemia oraz

— —
: i 1
Fi=FptFa,  1y=Itla, =Y = ==Y >
Fy fe
(1-14) f-’—J:Z’”chzc, JzZZF‘chch’zc, Fa:nﬂ:, Iy =ntz,
| 2 2 ) dSQ
l Ia:Fm€m+Fala, Foe = — .
dsy

Wreszcie wystepuja bezwymiarowe charakterystyki: powierzehni k, mimogrodu
zbrojenia v,, sztywnofci zbrojenia v, oraz pierwiastek rownania charakterystycz-
nego wspdldzialania wy,,:

‘ Fg o feal? fa \2
7’ il i)

1400+va+ V(1+F00+04)? — 40,
Wi,2 = T ) .

(1.15)

2. Zatoienia

Zakladamy, Ze opisang w punkei¢ 1 teorig mozna zastosowaé do reomechaniki
plaskich pretowych konstrukcji zbrojonych i sprezonych. Czynimy to z zastrzeze~
niami; zastrzezenia te wynikajg z powodu ogratiiczonej zgodnofei zalozen teorii
[111 [2] w zakresie materiatéw i odksztalcen elementu ds oraz rzeczywistej pracy
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konstrukcji. Zalozenia dotyczace materiatu ograniczaja stosowanie teorii do kon-
strukeji z betonu, ceramiki, kamienia itp., cial sprezonych i zbrojonych stala, widk-
nem szklanym itp. ciggnami w stanie naprezefn dopuszezalnych, wykluczajgeych
zarysowanie i znaczniejsze nieliniowe wuplastycznienie materiatu. Uzasadnienie
szozegOtowe mozna znalezC np. w pracach [1] i [12] powolujacych sie na doéwiadcze-
nia.

Zatozenia dotyczace odksztatcenn ograniczaja stosowanie teorii do przypadkow,
kiedy przekroje poszczegélnych czefei konstrukeji spelniaja trwale w czasic i dosta-
tecznie dokladnie zatoZenie plaskich przekrojéw. Wynikaja stad, po pierwsze,
warunki dotyczace ksztattu i obciaZefi: konstrukcja powinna skladaé sie z czefci,
ktore moZna oddzielnie traktowac jako plaskie prety obeiazane tylko w swej plasz-
czyinie glownej. Moga to byé plaskie belki, ramy, tuki, kratownice i uklady zlozone
z tych elementdw, statycznie wyznaczalne i nicwyznaczalne. Moga to byé réwniez
ustroje przestrzenne, np. diwigary powierzchniowe, o ile dadzg sie¢ rozlozyé na
ustr6j podstawowy, statycznie- wyznaczalny, skladajacy sie wylgeznie z plaskich
pretow, obcigzanych w swej plaszezysnic glownei, i kt6érych odksztalcenia po-
przeczne przekroju (w obu kierunkach) moina pomingé. Do takich ustrojéw moina
zaliczy¢ na ogdt tarczownice i belki §ciany, [13]1 [14]. Mogg to wreszcie byé ruszty,
0 ile skrgcanie nie wywoluje w przekrojach ich pretéw naprezen normalnych lub
tez o ile takie naprgzenia moga byé pominiete.

Po drugie, zakotwienia ciggien sprezajgcych powinny powodowaé jedynie lokalne
odstgpstwa od zasady plaskich przekrojéw; decyduja tu rozmiary strefy zakotwied,
ktére na ogét w kablobetonie 1 w strunobetonie sg dostateczme male w stosunku
do reszty konstrukcji.

Po trzecie, konstiukeja powinna byé w stanic konsolidacji, tj. odksztakcenia opdz-
nione kazdego elementn ds zaleze¢ powinny wylacznic od naprezedt tego elementu.
Jesli odksztalcenia doraZne sa zgodne z zasada plaskich przekrojéw, to odksztat-
cenia opdznione, liniowo proporcjonalne do doraznych (zalozenie przyjete w [1]
1 [2]), a takze i catkowite, pozostaja w konsekwencji zgodne z ta zasadq. Wystarcza
wige przyczepno$é zapewniajaca réwne odksztalcenia zbrojenia i otaczajacego
je materialn konstrekcji podezas cafego okresu czasu pracy w stanie napresen
dopuszezalnych; tego rodzaju przyczepno§é wysigpuje nawet w skoncentrowanych
kablach mostowych typu Leonhardta-Baura, [15].

Dodaé trzeba, ze o ile wymienione wyzej warunki sa -spetnione, to zadne dalsze
okolicznofci, a w szczegdlnodei technika sprezenia, nie przeszkadzaja stosowaniu
teorii {1] 1 [2] do konstrukeji sprezonych. Technika sprezenia oddziatywa na kon-
strukcje doraZnie. Z chwila zakoficzenia zabiegu sprezenia i konsolidacji ustala
si¢ stan rOwnowagi naprezent w kazdym z osobna przekroju konstrukceii identyczny
ze stanem doraZnym opisanym w teorii [1} i.]2] i to niezaleznie od nastepujgcych
czynnikow:

a) sposobu wprowadzenia sily sprezajacej (za pomocg przyczepnosci lub . za-
kotwien mechanicznych),
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b) metody sprezania (koncentrowania sity sprezajacej w duzych kablach lub
rozpraszania jej na poszczegdlne struny),

¢) sposobu zakrzywiania ciggien (punktowego lub ciaglego zakrzywienia i kon-
taktowania ciggien sprezajacych z cialem sprezonym),

d) doraZnych strat sily sprezajgce].

3. Naprezemin i odkszialcenia ustroju

Stosowanie teorii [1]1i [2] wymaga przede wszystkim obliczenia dla rozpatrywanej
konstrukeji sprezonej wstepnych naprezefi narzuconych o, (77) oraz ich wypad-
kowych

m m
GD - R = Y Gl B, M) = D) Tao(71) Froe
c=1 e=1
Dla ustrojéw strunobetonowych wartodei te mozna obliczyé na zasadzie réw-
noei wstepnych naprezeh narzuconych oz (i) oraz naprezeft naciagu wstgpnego
strun na torze produkcyjnym. l
Dia ustrojéw kablobetonowych, dla ktérych znamy lub zakladamy przy wy-
miarowaniu rzeczywiste naprezenia w chwili sprezenia og (7)) (z uwzglednieniem
wszystkich strat doraZnych), nalezy obliczy¢é wstgpne napreZenia narzucone z (1 5)
dla czasu 7 = 1;:

(3.2) G0 (T1) = 02c{T1) — PF2e Obe (t1),
gdzie
kil m
Se COS g c;; Se cos actN c;: Se €08 ag ze+M
Oee(T1) = R owlm) = I + 7 2.

Symbol S, oznacza silg sprezajaca kabla (ukoéna) z uwzglednieniem strat doraz-

nych, e kat nachylenia sity S, do osi obojginej, F pole przekroju betonu z potrace-
m

niem otwordw, ale z wiaczeniem migkkiego zbrojenia nienapigtego Fptn Zf e »
—1

Iy moment bezwladnodci betonu z potrgceniem otwordw, ale z uwzglqdmemem

migkkiego zbrojenia Iy4-n 2‘ Sre 22, f™ przekrdj migkkiego zbrojenia w warstwie z,

za§ N i M odpowiednio sﬂg normalna 1 moment pochodzacy od obclazen dzia-
fajacych na konstrukcje w chwili sprezenia.

Naprezenia normalne obliczamy dla dowolngj chwili 7; < 7 <t ze WzZordw
(1.4)-(1.8) (dokladnie tylko poza strefami zakotwienia). Dla szczegélnych przy-
padkéw zmiennoéei podano wyrazenia (1.7) 1 (1.8) w postaci juz scatkowanej w pracy
[2]. Naprezenia styczne wyprowadza sig z normalnych tak, jak dla ustrojéw nie-
sprezonych metodg rézniczkowania naprezen normalnych i catkowania ich po
obszarze odcigtym plaszczyzng Scinania.
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W ustrojach kablobetonowych wzory (1.4)-(1.8) stanowia dla chwili 7 = 1;
kontrole dla wzoru (3.2); wlasciwy uzytek vzyskujemy 2 nich przy obliczaniu na-
prezen z uwzglednieniem strat reologicznych dla 7 = t > 7. Przesunigcia, ugigcia
i katy obrotu ustroju dla dowolnej chwili obliczamy z (1.9)-(1.12) analogicznie do
postgpowania stosowanego dla konstrukeji niesprezonych; moga byé uzyte metody
Fulera, Mohra, sit wirtualnych itd. Na przyklad catkowite przesunigeic O (£)
punktu k pretowego ustroju statycznie wyznaczalnego, sprezonego i pozostajgcego
pod dowolnym zmiennym obciazeniem, drialaniem temperatury i skurczu betonu,
moze byé wyliczone metoda sil wirtualnych:

(3.3) 10k() = [ Nido (D) s+ My /(1) ds,

przy czym wartofci &g (1) oraz p/'(2) bierze sig z (1.10) i (1.12), za$ Ny oraz My sa
to wartodci wywotane przez odpowiednie obcigZenie wirtualne 1.

Te same wzory (1.4)-(1.12) moga by¢ wykorzystane dla obliczenia naprezen
i odksztakceri ustrojéw statycznie niewyznaczalnych, jesli bedziemy pamigtali, Ze

a) sity 1 momenty wewnetrzne N oraz M zaleia od odksztalcert caltkowitych
ustroju;

b) odksztalcenta calkowite ustroju zaleza od warunkéw montazu konstrukeii,
od kolejnofci zakladania polgczen powodujacych statyczng niewyznaczalnoc
w stosunku do sprezania i obcigZania.

Znalezienic odkszaleen calkowitych ustrojéw wymaga w tym przypadku uprzed-
niego wykorzystania zasady superpozycji 1 preyjgcia ustroju podstawowego statycz-
nie lub geometrycznie wyznaczalnego wraz z niewiadomymi wielkosciami statycz-
nymi lub geometrycznymi, ktére zastapia ustrdj rzeczywisty, Zajmiemy sig tym
w nastepnym punkcie pracy.

4. Niewiadome statycznie niewyznaczalne

W niniejszej pracy decydujemy sie na stosowanie analogii metody sil. Metode
deformacji mozna by zastosowaé transformujac wzory na odksztalcenia callkowite
(1.10) i (1.12) na wzory sit i momentéw przyweztowych, wyrazonych jako funkcje
zmieniajacych si¢ w czasie katéw obrotu i przesunigt przekrojow preywezlowych.

Rozpatrywaé bedziemy najogdlniejszy ukiad o m niewiadomych wiclkosciach
statycznych Xy (¢), ..., Xi (9), ..., X (£), dowolnie spreZony i dozbrojony, ale spet-
niajacy zalozenia podane w p. 1 pracy. Uwzglednimy wszelkie mozliwe obcigzenia
natury statycznej, termicznej 1 geometrycznej, wszystkie jako znane funkcje
czasu. W mysél ogblnej zasady wypisujemy za pomocy (1.10) i (1.12) réwnania
pracy sit wirtvalnych na rzeczywistych odksztaleeniach, stosujace sig dla do-
wolnej chwili:

(4.1) [ Nido@dst [ Myp' (Dds = La(t), k=12 ...m.
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Oznaczamy przez Ly () prace sit wirtualnych na znanych odksztalceniach rze-
czywistych podpdr oraz przez Ny oraz M wartogci wirtualnych sit normalnych
i momentdéw zginajgcych pochadzace od sit jednostkowych X =1.

Zgodnie 7 zasada superpozycjl wyrazamy site 1 moment wewnetrzny w ukladzie
rzeczywistym w sposdb nastepujgey:

@2 NO=Ne@+ D X(DNe, M@= Mo+ D Xu() My,
i=1 i=1

przy czym oznaczamy sity normalne 1 momenty w ukladzie podstawowym statycz-
nie wyznaczalnym w nastgpujacy sposéb: wywolane przez obcigzenia symbolami
No oraz M,, za§ wywolane przez sily jednostkowe X; == 1 symbolami N; oraz M;.
Funkeje (4.2) podstawiamy do (1.10) i (1.12), wlaczajac przy tym wyrazy 9if)
oraz I (¢), gdyz te ostatnie w mysl (1.7) i (1.8) sa funkcjami obeigzed.

Wykorzystujae (4.1), (4.2), (1.10) i (1.12) ofrzymujemy nastgpujacy podstawowy
ukiad réwnad warankowych dla ¢ = T

1 Cop & o8
(4.3) % Xe(T) dpg— f %; Xo(6) Sni dt 4830 (T) — f S, Oro(0di+ 0 (1) —

T
'"f gj Ors () dlt+-0ry (T + 03, (T) = Li(T),  k=1,2, .., m.
z |

We wzorze (4.3) oznaczono funkej¢ pelzania przez §, za§ uogdlnione przesunig-
cia przekroju & w ukladzie podstawowym pochodzace od niewiadomych X; =1
przez dpi, przesunigeia pochodzace od obeigzenia statycznego przez dgo, od wy-
padkowych napre¢zen narzuconych przez §ps, od temperatury pezez Oz, od skurczu
betonu przez (5;@-,', oraz od ruchu podpor przez L.

Mamy wice
(4.4) B=p(T =P e,
(4.5) am_u"_er’ﬂNﬁ_M’“Mi]ds,
| Ey F, Eply, .
8
NN (t MpMa(t
(4.6) Srorl) = f N "i)H ¥ ‘;U ]ds,
; L Ebe EDI[)
[ )
“.7) 1a (1) = f Ne () HM’”"”**(f’]ds,
 EpF} Ey I
5
(4.8) Oig (1) = f Nke,,(T)—Mkﬁ/@] ds,
L 1
8
4.9 Brey (T) = f Nins (T, m1)ds = ns(T, vy) [ Neds.
& s
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Trudnosci bezpodredniego rozwiagzania (4.3) omijamy w sposéb nastgpujacy:
rozwazamy odcigZenic rzeczywistego uldadu statycznego w chwili ¢ = T; przyi-
mujemy, Ze¢ na uklad nie dziala obcigzenie, nie ma zmian temperatury, nie ma
przesunigé podpér oraz sprezenia. Spetniony jest przeto nastepujgcy uklad réwnan
stanu odciazenia;

m

: T T
4,10 H; (1) 6y — - Xi(Oopdt — | 26 df —
(4.10) i; (T) Oni fazig; 1 () Ont o7 Dredt

T
Hf gﬁks‘lt)dt—lré‘kn(’f) =0, k=12,..,m,

w ktérym Hg(f) oznacza ten sktadnik niewiadomej X7, (£), ktéremu odpowiadaja
trwale odksztalcenia opdinione w chwili 7. Przez Ri(f) oznaczamy skladaik nie-
wiadomych Xx(f) odpowiadajacy odksztalceniom sprezystym, doraznym w chwili ¢,

(4.11) Xy = Hp-+Ry, k=12 ..m.

Z (4.3), (4.10) i (4.11) otrzymujemy uklad réwnan stanu obciazenia doraznego
b1

412) Y RiT)Sus+Sp0(D) 40 (D)4 0ko (T) = L (1), k= 1,2,.,m
i .

Trzy ukiady (4.10), (4.11) i (4.12) sg réwnowaine ukladowi (4.3), ale latwicjsze
do rozwigzania. Wyznaczmy z kolei wyrazy dgs (£), zawierajace niewiadome X7 (1),
Ze wzorow (1.7), (1.8), (4.2) i (4.7) otrzymujemy po uporzadkowaniu unogdlnione
przesunigcie przekroju w ukladzie podstawowym, wywolane przez wypadkowe
naprezenia narzucone jako funkeje spreZenia wstepnego, obciazen, wielkodel sta-
tycznych (niewiadomych) oraz skurczu:

T

T
) - ‘
(4.13)  dus(T, 7)) = Sy (T )+ f O Seeo(T e | °F N X3 () Opss (T )t +
ot ot =

T T4
T
Y
+ [ T8 Sk (T, D) .
Jooot .
We wzorze (4.13) oznaczono uogolnione wtdrne, czastkowe przesuniccia prze-

kroju k& w ukladzie podstawowym w sposéb nastepujacy: Opse, Przesunigcia po-
chodzace od spregzenia wstepnego, drse od obeigzei statycznyel, dzs: od niewiado-
mych X; = 1, dgs, od skurczu betonu.
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Mamy przy tym

NeR{ 1) W (71}
{4.14) ‘5ﬁ‘ﬁf=(n“):f[——E;;Fg‘_%( Tl)‘lL‘T?pm(T ) —
&
- B
- Esm.(ﬁ) QM £ eayn (T, ﬁ)]ds,
Ep L, A
(4.15)  Oxso(T, t):f{k E—bﬁ%(ﬂ )~k 1* " (T, D+
N]gMo'—‘MkNa
-k e T D}d
Boly a Py ( )] 5
Ni Ny M M;
(4.16)  Orsi (T, t)=f[f A F*(PN(T fy— E B Part T, 1) +
Ny M;— My Ny
4 kk—;ﬂf,—k_ eayy (T, t)]ds,
Par (T, 1}
@17 S, (LD= {ka[tpN(T t)+*~MT]ds-

Podstawiamy (4.13) do (4.10) i (4.12); otrzymujemy réwnania stanu odciaZenia:

T - .
{4.18) g Hﬁ(T)ﬁmwf 5@221 X; () 5mdz—f ;)-;B;w(t)d;_ f B;X

[
op ﬁ op o
X Ogsr, (8 T f 57 | 55 Okt Tyl — f 3 g{’ Xi(D) X
L 8, oy
T op ﬁ
X Spsult, ) dedt — o a]csq (t, ) dedt4- 0y (1IN =0, k=1,2,..,m

oraz réwnania stanu obeigZenia doraznego

(+19) ZRim5”5+5k0(T)+5k3n(T)+f 6rcsa(Tt)dt+f ZXa(f)X
=1

T

015 .
Xaﬁ;sz(T i)df—}—f (5;,:3,?(11 i)dt-l—a;m(T)ka(T) k=1,2,..,m.

L
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5. Niewiadome statycznie niewyznaczalne dla nieodwracalnego stann odkszfalcenia

W celu wydzielenia H; (7)) z (4.18) i (4.19) rézniczkujemy réwnania (4,18) wzgledem
parametru catkowania T, a nastgpnie droga eliminacji, pamictajac, ze

5.1 ' 2 (T, 1) 2
() [()tﬁ H ]t—i" aTﬁ(’f)a

otrzymujemy po uporzgdkowaniu uklad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
limiowych ze wspolczynnikami funkcyjnymi

dH; 0 e dd
(52) Zaml -+ 'BH@(T)]+ g[am(r)mmrm =0

k=12 ..,m

Rozwiklanie (5.2) przedstawia sig prosto; wprowadzenie macierzy odwrotnej
(fr) do macierzy (0r;) wedlug (4.5) daje m niezaleznych réwnad rozniczkowych
pierwszego rzedu liniowych ze wspélezynnikami funkeyjnymi, po jednym dla
kazdej niewiadomej: :

dH, a
(5-3) D 7L ang (T) Z ﬁmf {af-. [530 (T) I;

} k=1,2,...,m
Rownania (5.3) przedstawiaja rownania i rozwigzanie typu
&

(54) " yH()y=28(x), yp=eF [n—{~ f‘gf(x) e""a’x] , F= jlf(x) dx.
£ &

W naszym przypadla otrzymujemy

(5.5 Hy(T)= ¢ F0m) {erf FAGD Z Bri [a: (Bw(—Li(D) + ——] dt}

f T dT = ﬁ(T Tl)

Z fizykalnego przebiegn zjawiska dla T = 7, mamy Hi (1) =0, czyli » = 0.
Otrzymujemy stad skladnik niewiadomych statycznie niewyznaczalnych dla od-
ksztalcefi nieodwracalnych w postaci:

T
. ) ki a
69 )= Y [ ol

f=1

gdzie

Pl g, gtz

el ot
Z. (5.6) wynika, ze Hy(T) zalezy tylko od skurczu betonu, temperatury i ruchu
podpdr, przy czym mozna niezaleinie rozpatrywaé kazdy z tych wplywow.
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Ponizej rozwazymy preypadki szezegolne, ktdre mogg mie¢ znaczenie praktyczne.
Okredlenie wplywu skurczu wymaga wyznaczenja catkd

T T
déi d
—AT Y M e B8
(5.7 f € 7t dt _uf € 77 e (¢, 7)) dthk ds.
8

Ty L2

Dla afinicznego skurczu i pelzania betonu otrzymujemy

“‘“’"’S 3
(5.8) Hy(T) = ?(I-—- e_ﬂ(T”i))Zl1 ﬁmszds s k=12,..,m.
=

8

Dia nicafinicznego skurczu i pelzania betonu, gdy afy = 2 (co odpowiada skurs
czowi dwukrotnic szybszemu od pelzania) otrzymujemy

59 Her) = Sl g L) g ]S d
o mn=Elemolem -{ers | S

k=1,2,..,m.

Okreslenie wpltywu temperatury i ruchéw podpér wymaga wyznaczenia catki

(5.10) f Fh ”‘;—f{aw (0 — Li(D)] d .

L

Dia statego dziatania temperatury oraz jednorazowego i stale dzialajacego prze-
suniecia podpdr otrzymujemy ‘

i
(5.1)  He(T) = (L— ) ¥ (S — L), k=1,2..,m.
1=1

Dla liniowo zmiennego dziatania temperatury i ruchu podpér przy nastepujace;
zmiennosei temperatur, ruchéw 1 uogodlnionych przesunigé

(5.12) &g (1) = Ltz 19] f; Ag(t) = [azAzO}%, Li(t) = [Li] %:

t
- i () — L, (£) = T [Bip— L4,

gdzie wyrazenia w nawiasach kwadratowych oznaczaja koncowa dla chwili T
warto$¢ temperatur, ruchéw 1 przesunigé, otrzymujemy

(5.13) Hp(T) = {(1 P %) — ;'; P B (Pt — (mpemvf)]}- X

e
ps Zﬁki{aia—"l;i}, k= ]., 2, BT/
. i=1 ° .
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gdzie .
We—t
Ei(—x) =:*J~~}——a&.=
&

Dla okresowo zmiennego dzialania temperatury i ruchéw podpér, dla

ep (1) = [0y 1] cos%t, Ayt = [ame]'cos% ‘)
(5.14)

7 m
Lty = [L;] cos ) £, Sig (1) — Li(f) = COSE t[8;p—1Li],
gdzie O oznacza okres wahania, za§ wyrazenia w nawiasach kwadratowych ozna-
czajg maksymalne okresowo wychylenie temperatur, ruchow 1 przesunieé (co do
wartosci bezwzglednej i od poziomu zerowego), otrzymuijemy

0o n ‘ .
: T
(515)  HelT)=—e™" 3 Co ¥ fsldyy-—Lil,  k—1,2.,m,
=0 i=1
gdzie
(—1yn prt
Cha:: -

A2 {[(H—H) GOS n-zu—zsinnz]e_”(”'“)—o
oo Gl e

L

T T 71
— [(nw{— Deosm— -~ —singm ~—] e_”’l(”"‘“)} .

Q @ Y
Dla asymptotycznie zmiennego dziatania temperatury i ruchéw podpér, gdy
g (f) = [ OU(L — ) | A(H) = [ar AO) (1 — g—HC—y |

5.16
(5.16) { Li(#) = [Le] (1 — 270y O 1) -— L (1) = (l— e 18, — L],

gdzie A oznacza wspolezynnik wypehienia wykladnicze] krzywej zmiennoéci, za$-
wyrazenia w nawiasach oznaczaja koticows warto$¢ temperatury, ruchéw i pree-
sunigé dla T = oo, otrzymujemy

00 wm
(5.17) Hp(T) = [(1—~e—ﬁﬂ"’*0).%e—”‘”’2Dﬂ] D Builde—Ld, k=1,2,..,m,
. < m=0 {=i
gdzie

R prtl -
D, = __(..__l)._P___ (efyT(ﬂi'I)—i(Twr,) — eyxi(n+i)) .

A
! 14—
n (n—l— ] y)
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6. Niewiadome statycznie niewyznaczalne w postaci funkcyjnej

Whyliczenic Hy (T) pozwala wykorzystaé (4.19) do wyliczenia niewiadomych
X3 (T); otrzymujemy uklad réwnan catkowych Volterry drugiego rodzaju

T
(6.1) in(r)aﬁf gz Xi() St (T, Dt = Fe(T);  k=1,2,...,m.
te=1 i=1

Wolny wyraz (6.1), funkcja obciazer. Fi(7), sklada si¢ z sumy, kiorej skladniki
przedstawiaja wplyw obeiazef, temperatury, skurczu i ruchu podpor:

T
. aﬂ
(6.2) Fip(T) = Lg(T)~— 8 (T) — o (L) — 6.768r1(T) ”—f E Opso (T, 1) di — K
r N T 6;8 "
Ns _ , ky

— f g e (s Dyt — f e P {5; [8 (N — Le D]+~ }dr-
m

Ostatni wyraz (6.2) powstaje z przeksztalcenia sumy 2 Hi(T) dpi. Rownania

0.1) przedstaw1amy W postaci Wektorowe]

(6.3) X(ro+ f T, O X()dt = F(T).
We wrzorze powyZszym przyjeto oznaczenia: macierz wtworzona z funkceji niewia-
domych

X, (1)
X ={ ,
Xp(TH
macierz utworzona z funkcji obciazenia
F(T)
F)=]| ,
Fp(T)

“macierz przesunieé sprezystych pochodzacych od sit jednostkowych
(S - (6ik) )

jadro réwhania (6.3) _

BT, ) = (hpel T, 0).

Poszczegllne wyrazy macierzy k(7 ) vzyskujemy przez podstawienie wartosci
wspolezynnikdw funkeyinych o (T, 1), w7 1) i wy (T, 1) wedlug (1.13) do
Srst (T, 1) wedlug (4.16)

6.9 Iu(T, 0= —Pye ™ {f k

s

—0, kp{eVi—e¥Ty |

Ny Ny l(l ) Wy
] 4

EyFy | wii—wy
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_U--w)m kP rt—evDl g g M ﬂ{"' [Wl (wy —1) Y e L Y
oWy —wa Ep 1, Wy — Wo
1 b
3 $
_ " (wz—l) P eV eV o N"M_..i*M"Ni'X
Wy — W2 Eoly
3
" —w,k}’(s vh_e—yty W2 e_wgkp(ggyﬁ_ T ds
Wi —Ws Wi— Wy )

- Jadro (T, ©) jest'wige jadrem zwyrodniatym, ale réwnoczesnic daje si¢ tatwo spro-
wadzi¢ do postaci h(U—u) za pomoca podstawienia Pe*T—=u; otrzymujemy
r

(6.5) X(U)s— [ h(U—)X () du = F(U),
“1
gdzis
MMP—WM (LW ]
)= — (a—n ST T 2 k(U
ot (U—4) f EyFy L owi—ws Wi — Wy s+
f My M, l wi (W) — l) by, 2 {wy— 1) ok (u—U)] o
Epdy | wi—wmy Wy — Wy )
— Ny Mi— My Ns Cu ! kU _%'_e—war«:(u_v} ds
E I Wi — Wy Wy — Wa )
Wyrazy macierzy h (U~ u) mozna rozwinqé w szeregi
' : e (—1 )‘"'
(6.6) (U —u) = Y= (- U)*Spin
e
gdzie
Ng Ny [ (1 wo) Wl (I— Wl) Wn
e " o—_— = s
Bkin f B l L 1 %) — {ws k) ]ds -+
Mk.Mi (w— 1wy (wp— ) W2
B £ —
+ Eoly [ — (w k) — (wz k) ]ds
Ny My— M, rch wy Wa
J— _— - H— ——— "
f L ———— ey [Wl- " (wi k) o s (wy k) ]ds.

Macierz / (U — u) przeksztalcamy korzystajac z kolei z {6.6):

6.7) PAU ) = Z’ = )% (4 — U)oy,

=y

gdzie 0y == dpin.
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Wprowadzamy szeregi (6.7) do (6.5) i tworzymy macierze An == 8y f powstale
jako iloczyny macierzy 6, przez macierz odw'rotnq B = 6", przy czym wyrazy

macierzy é podaje wzdr (4.5). Poszczegolne Wyrazy macierzy Ay mozna gbliczyé
ze Zwiazku , \

(6'8) ’ ﬂ'?’-’oik == 2 ania ﬁak-‘
a=1

Otrzymujerny ostalecznie zamiast (6.1) réwnanie wektorowe, catkowe Volterry
drugiego rodzaju nadajace si¢ do efektywnego rozwiazania za pomoca przeksztat-

cenia Laplace’a:
U

(6.9} X(U) = F(U) + j K(U —u) X(u)du,
gdzie " "

KU —u) = 2 (1 )n A (it — U™

#=0
Wzornjac sig na pracach G. Doetscha, [17] oraz [18}, otrzymujemy po transfor-
magcji: :
(6.10) o x(s) = BAE+K () x(s),

gdzie x(s) £{X (U)} oznacza transformatg wektora funkeji niewiadomych,
f(s) =L{F(U)} transformatg wektora danych funkeji obcigZen oraz

fe{s) == { Q- An U”} '

transformate jadra macierzy.
Réwnanie nadajace si¢ do transformacii odwrotne] uzyskujemy z (6.10) w wymku
przeksztalcenia algebraicznego
(6.11) - L x () = B () +a () B (s),
gdzie
q(s) =k () [1— k(™.

W zwigzku z transformacjy odvﬁotnep powracamy na chwile do transformaty
jadra k(s), ktéra mozna przadstawié w postaci szeregu

(6.12) k(s) - £{2’ _An Uﬂ} Z =D

=0
Szeregowi k (s) odpowiada przy ograniczeniu do n =r wyrazéw szeregu (6.12)
funkeja g {s)

r r —1
(6.13) Togls) = (2 (—1)% Ay s"'_”’)‘(s”'l -—-2 An s’—") .
A=0 a=0
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Postaé (6.13) funkeji g (s) nadaje sig¢ do tranformacji odwrotnej tylko w przypadku
szczegblnym ukladu statyeznego z jedna niewiadoma, kiedy macierze A, staja sie
liczbami; w przypadku ogdlnym nie uzyskujemy ta droga wynikéw efektywnych.
W ogélaym przypadku lepiej wyrazi¢ jadro rozwigzujace w postaci szeregu Newman-
na, {18], kiéry. otrzymujemy 2z transformacji funkeji ¢ (s) wedtug (6.11} po przed-
stawieniu jej w postaci szeregu
(6.19) 9(9) = k(@ [1—kT" = D k(P

=0
Szeregowi (6.14) odpowiada mianowicie sze; eg poedwajny, bedacy Jadrem roz-
wigzujacym rownania (6.9)

(6.15) o)=Yy [(-zl)?j I Un] .

. Rozwigzanie iéwnania (6.9) daje si¢ teraz przedstawié w postaci wektora

73 .
1
] mmf(u~U)ﬂIF(u)du,

T,

(616)  X(U)=BFUY+ Y]

=0

< [(Wi)”

gdzie
Wpl = 551 lBi!+1 .

Niewiadome Xi(U) otrzymujemy jako skladowe wektora (6.16)

(6.17} Xk(U):Z ﬁkiFi(U)+Z§‘Zw‘ [(IH)ﬂ] Oniri Fari(U) ,
i=1 =0 .

i=1 1 a=0
k=12 ..m,
gdzie :
v
Fnu(U)=f(u- Uy F ey du
%,

Powracajac do przedzialu zmiennej ¢ otrzymujemy ostatecznie dla ¢ = T nie-
wiadome stafyczniec niewyznaczalne w postaci

m 00 o0 _1 n
©.18)  Xp(D)= > BuFi(T)+ Z‘ P l(———] Wnties Fau(T)
i=1

i=1 I=0 =

<

gdzie
T -
: o .
Fan(T) = f BT, 1‘)””5 Fi(t)dr .

Rozprawy Ingzynierskie — 4 49




Wystepuja tu funkcje obcigzenn F (£) i Fau (D), ktérym poswigcony jest p. 8
naszej pracy. ‘

Macierz § jest oczywiscie zawsze symetryczna. Macierze ukladu h oraz 8, sa
symetryczne tylko wtedy, kiedy funkcja

(6.19) [NptS) Mi(s) — Me(s) Ni ()] ea(s)y k=1 2, ...m

przyjmuje warto$é zera w calym obszarze s. W ogdlnym przypadku niesymetril
tatwo jest dokonaé oceny jei rzedu przy obliczeniach numerycznych; mozna
wtedy proébowaé symetryzacji zastgpujac rozwigzanie dokladne przybliZonym.
Macierz ukladu wq; jest, z wyjatkiem przypadku szczegélnego kratownicy spre-
zonej cenirycznie o stalym procencic przekroju zbrojenia, zawsze piesymetryczna
jako iloczyn dwu réznych macierzy (8a)! 741

7. Wazér rekurencyiny na niewiadome statycznie niewyznaczahe

Wyznaczenie niewiadomych X3 (T) w postaci (6.18) wymaga ucigzhiwych rachun-
kéw. Podamy wiec prosta metode przyblizonego okrelenia tych funkcji za pomoca
wzore rekurencyjnego.

W celu obliczenia calki tego rdwnania za pomocy wzoru trapezowego rozwijamy
(6.5) w nastgpujacy sposob:

(7.1) XU — fh(Ur—u)X(u)du — j’ﬂh(U—u)X(u)du ———

%y U ’
— [ WU —w) X du— [ BT —u) X (ydu = FU) .
uy

U1

Granice catkowania poszezegdlnych calek tego réwnania vkladamy w ciag
warto$ci czasu uy, u, s, ..., #i—1, 1, U 0 odstepach czasu A (od A zalezy doktadnosé
obliczei). Po zastapieniu obszaru catkowania przez trapezy i uwporzadkowaniu
otrzymujemy

(7.2)' XU [a — % 17(0)] = F(U)+4 [% (U — u) X (u)+A(U — uz)X' (qu;

AU ) X+ e+ T — ) X ) U — ) X(ua].
Wprowadzamy teraz macicrz odwrotng ﬁ_ = [8 — A/2h(0)] 1 oraz nowa macierz

AU —u) = B (U—u) i otrzymujemy dla wektora funkeji niewiadomych statycz-
nie niewyznaczalnych wzdr o budowie rekurencyjne]

ol
(73 X(U)= BF(U)+4 [% AU — u) X (uy) + Z A(U—ur)X(ur)]. :
r=2
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Dla punktu poczatkowego uy, tj. dla chwili ¢t = 75, mamy 4 = 01 z (7.3} otrzy-
mujemy

4 1t 4 A '
a4 xw) = o= 540)| " Rt 3 [o- 50|50 20 = prt.

Niewiadome statycznie mniewyznaczalne Xp(U) otrzymujemy jako skladowe
wektora (7.3) w postaci rekurencymej

m

(7.5) Xp(U)= Z B Fy(U) -4 Z [ Aas (U — g} Xi ()

=1 4
i
+ ?um(U——u,-)Xi(ur)], k=1,2,..,m.
F=2

Wystepuja tu funkcje obcigzet F;(u), o ktérych bedzie mowa w p. 8.

Wszystkie macierze we wzorze koficowym sa w ogélnym przypadku niesyme-
tryczne. Macierz 4 jest oczywicie zawsze symetryczna. Macierz & (0) a z.nia i macierz
B jest niesymetryczna, jesli (6.19) nie przyjmuje wartoéci zera, chociazby w czgsci
obszaru s. Macierz 4, jako iloczyn dwu nieidentycznych macierzy ﬁ_k(U —u),
jest zawsze niesymetryczna. Ponadto nalezy zaznaczyé, Ze macierze k(0) oraz §
nie sg fonkcjami czasu. Ostatnia macierz przybiera postaé

L A - - A\ Ne N;
| (7.6) f= (am — 'z—hm (0)) = (f [(I-——-k E—)EbF?, A5

. kA My M; ]A NeM;— My N; J —I
( — (fvoJrfua)) B I* k 2 ey EbIb ] s) .

8. Funkcje obcigZed
Funkcja obcigZen F; wedlug (6.2) wystgpuje we wzorach (6.17), (6.18) i (7.5);

mozna ja roztozy¢ na wyrazy zalezne od sprezenia Fy, od obciazen Fiy, od ruchu
podpér i temperatury Fy;, oraz od skurczu betonu F:

N R () M)
(81) Fis(T)=— 0y, (T, 1) = f{_ﬁ ea(T, 71) — TR v (T, 71) -+

81
NiDi(zy) — M9 (7))
Eblb

ean (T, Tl)]

(82)  Fig(T) =86 (T)— f Biso (T, £) dt

Ty
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T
| - ,
(83)  Fug(T) = Li (1) — 8 (1) — f e“*ﬁ“’”a?[rﬁw(r)—w)z d,

T T
s B dd;
8.4 fl:&in(T) :‘—'f of ,,,s,.'.(T Hdt— fe ﬁ(T,t)f(?t_’? dt.

T, Ty
Dla szczegdlnych przypadkéw zmiennosel obcigzen podajemy rozwiazanie mogace
mieé znaczenie praktyczne: ‘
dla obcigienia stalego

NiNo MM,
89 o) —— [ [ @ W= @t
NeMo— Mi N,
_-_%;lr—;———ea wu (T, 11)] ds;
dla obcigZenia zmiennego liniowo N({D) = (N/T), M1y = (M/T) ¢, T+ oo,
f=‘!2'1,...,T '
. Ny N 1wy
' o e Y — d:
(5.6) FialT) = f s Rt 0 f(w»] s+
MM ]
— wo) | ds —
[ o l P )
NM—MN 1 :
— [ ey U0 Sl
5,
gdzie

Fom = (Tl okt ) g L e [Ez-(wkae—”)—Ei(kaPe%)];
i _ D
dla obclqzema zmiennego okresowo N () = N cos nt/Q, M () = Mcos m/Q

=Ty . I
NN MM

" n
(8.7 - Fiy(T) =— COSET.[ (EbF;_— A I;)ds +

. N, 1 —w — W
+fE;iF [ W }: e ?TZ A (w5} — Wy —— Wy o™ kPG"”TZ Am (wz)] =
b 17 W .

Wo

My M[ wy — ot —1 . oo
—_ w kpe? A W H___ewnge A (3’1/' ) dS +
f Eb ID [ wWy— 192 2 m ( i) Wy — Wa 20,1 mive
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Ni M — MiN 1 [M T T
pe~¥ E'l wykpe—V
Y Eq et Agn(l‘l’i)‘—‘e ¥ Am(W2) d&'
f Enly Wi Wy = ZO )

. _41% ’kP 14+1
A () — (—B" (wkP)

! [(m—i— 12+ (%)2]

{e—rT('m+1) [(ﬂ'-'+ 1) cos n_jl — i sin %.1_1] —_—
¢ T Q

g o 0

— vz, (1) 1 4 i
—e v (m+1Dcosm— — —=sinm-—|};

dla obciazenia zmiennego asymptotycznie N{@=N[l —¢ =], M@=
= M[1—e V), t =1y, .,

1 _,‘{(T-fr) NiN M d
88) Fig() = ] Efy BL )T

NN {1—w wik T ' Iy
a i —wl]cPe ¥ B — X
+fEb F; {Wl-—' W [(1 ) ;1 m(WI)] T,

S

MﬁM{ wy—1

[(1 e "ﬁ) _wng Bm(1132)]}ds~ f ol

Y paa Wy — 1 T
— w, kP y['Z Bm (‘Wl)] _ —2_‘______ [(1.__6-—1&; ’ﬂﬂ)___e——- 1w, kPe }’TZB’R (H;Z):l } dS +
. - 0

[(1 L

W —Wa

W — W3

NiM'—‘ MiN 1
f Ep Iy ¢ W E— Wy

{ [(l . e—wlk‘ﬁ) — ot kPe—?Ti Bm(wl)] -
o

$

— [(‘1 wgicﬂ) —uw,kpe T 2 B (Wz)] } ds,

gdzie

e 1ym (1 P)" !
Bip(w) = bl P);t (¢
m!(erI—i--;)

T D7) _ oy mt iy

Dla jednorazowego przesuniecia podpdr oraz w przypadku stalego dzialania
temperatury mamy :

(8.9) Fip(T) = 70 [Li— ],

przy czym oznaczenia sa identyczne z oznaczemiami w (5.11). - T -




W przypadku liniowo zmiennych ruchéw podpdr oraz dzialania temperatury
mamy

Ty P L
(8.10)  Fyp(T) = {1 -+ (1 — g P ?1) — ﬁe_” Ty (—Pe™™) —
—E (HPe*?T)]} [Li— b1

przy oznaczeniach identycznych z oznaczeniami w (5.12) 1 (5.13). W przypadku
okresowo zmiennych ruchéw podpOr oraz dziatania temperatury mamy

fon]

8.11) Fip(T) = (cos%ﬂ ey Cn) L4 0]
Q0

przy' oznaczeniach przyietych we wzorach (5.14) i (5.15). W przypadku asympto-
tycznie zmiennych ruchéw podpér oraz dzialania temperatury mamy

(812)  Fyell) = [(1—e~* Tty f (1 g PO P77 Y] Dn} [ — 3]
[H]

przy oznaczeniach przyjgtych w (5.16) i (5.17).
Dla afinicznego skurczu betonu znajdziemy WzOr

s
(813) F, (1) = f (1—«%~E}E)N4ds+—(l FEw) f Nids,
$ 3

a dla nleafimcznego skurczu betonu wzor

Va 1 'z)g,
19 £ (D)= 35 f ulB (a2 ) g o0 1 = ) =

iy C a8 1 |
o Bl
e 8

Pizy obliczeniach numeryeznych F; nalezy korzystaé z tablic wspolezynnikéw
funkcyinych @u, ¢m, ¥n 1 9m podanych w pracy [2]. Funkcje obciazeth Fpu
obliczyé mozna catkujge funkcje Fi wedtug (6.18); numeryczne rozwigzania mozna
uzyskaé rozwijajac funkcje F; w szereg, je§li podanie rozwigzania zamknigtego
prowadzi do skomplikowanego catkowania.

9, Szezegdlne przypadki ustrojéw statycznfe niewyzmaczalnych

Wyréznié mozna nastgpujace przypadki szczegélne:

a) ustroje z jedna warstwg zbrojenia w przekroju,

b) belki ciggle oraz ramy, dla ktorych mozemy pominaé wplyw sit normalaych
na odksztalcenia, '
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¢) kratownice {prety zbrojone centrycznie),
d) kratownice o stalym procencie zbrojenia pretow,
\wqe z jedng niewiadoma statycznie niewyznaczalng.
Ustrojom z jedng warstwg zbrojenmia w przekroju, dla ktérych v, =0, od-
powiada uproszezona budowa wyrazéw jadra-macierzy (6.5):

6.1 (U —u) ==

o [ (VN Mt MMM
Ey F, Eply " Ep Iy

Zaéhqca to do bezposredniej transformacii (9.1). Pojawiaja sie jednak trudnodci

przy transformacji odwrotnej i nie uzyskuje sig efektywnych rozwigzan. Nadal

celowe jest rozwinigeie (9.1) w szereg

(-*1)”’
9:2) g (U = 1) = Z‘ (4 — UY* Sgin
7=0
gdzie
. NeNe MiMy NpM;—MpN; |
3 [ %+ % = .
6];,1;11, f k (1 +'Ua) (Eb F; # Eb Ib* Vg — Ep Ib* e“,) ldS

8

Uzyskujemy wiec tylko uproszczenie budowy wyrazdw macierzy f, 6, oraz oy
Z wyijatkiem macierzy  macierze f, 8, 1 wm sa nadal niesymetryczne, jesli (6.19)
nie przyjmuje wartofci zera chociazby w czeSci obszarw s. Analogicznie przed-
stawia si¢ zagadnienie z macierzami £ (0), # i 4 w metodzie rekurencyjnej.

Belkom cigglym oraz ramom, dla ktérych mozemy pominaé wplyw sit normal-
nych na odksztalcenia, odpowiadajq symetryczne macierze (6.5):

. WIM My
(9.3 (U — ) = f!ﬁ]CWM(u —U)ds .
. ;’Eb Ib

Celowe jest rozwinigeie (9.3) w szereg potegowy; olrzymujemy uproszczenic
wyrazow macierzy b, 8, i wa, z ktorych jednak tylko ostatnia pozostaje niesyme-
tryczna. )

Rozwigzanie rekurencyjne charakteryzuje si¢ macierzami 6, g i A(U—u),
symetrycznymi 1 z uproszezonymi wyrazami. Maclerze A (U-— ) pozostaja nie-
symetryczne. Macierz .f przybiera postad

. A —1 A4 . MpM;
(9.9 ﬁ=(5“—‘“2_h(0)) ='—(f(1+k‘2—(wo+'l’w)) E, Ig- dS) o

b5




Kratownice, dla ktérych mozna pomingé wplyw drugorzednych momentow
weztowych, wymagajg centrycznego zbrojenia pretéw. Przy tym zaloZeniu vq = 0.
Macierz (6.5) staje si¢ symetryczna:

) = e —Hf o —ig “E T
(9.5) b (U — ) fke 5 ds ;‘ ke EE l.
)

Celowe jest rozwiniecie (9.5) w szereg potegowy. Wyrazy macierzy 4, dn 1 wp uprasz-
czaja sig; jedynie macierz w,; pozostaje mniesymetryczna.

Rozwiazanie rekurencyjne charakteryzuje si¢ macierzami &, i i (U~ u), syme-
trycznymi i z uproszczonymi wyrazami. Macierze A (U — u) pozostaja niesymetrycz-

ne. Macierz ﬁ_ przybiera postaé

0.6) F=|o—2n0)) g ) N g
00 5= duof ([ -+ 2) 4] -
- o AN Zp Zzl —1
- (Z(l c )Ebe ) .
Kratownice sprezone centrycznie o stalym procencie przekroju zbrojenia od-
znaczaja si¢ stala wartofcia charakterystyki powierzehni & (1.15) we wszystklch

pretach kratownicy. Powoduje to symetri¢ i uproszczenie wyrazbéw macierzy oraz
rownan {6.5): :

WU —u) = — ke ¥V §

o
o7 X(UYS+kd uf g—kC“*U}X(u)du = F(U),

VAYA
b= (;‘ EvF, l)'
Po zastosowaniu do (9.7) transformacji Laplace’a i odpowiednich przeksztatce-

niach otrzymujemy

08 5(5) = BI0) — - B1S).

. Funkcja (9.8) nadaje si¢ bezposrednio do transformacji odwrotnej, po ktorej
otrzymujemy

v
9.9 ' X(U) = BFUY—B [ kF(u)du.

Niewiadome statycznie niewyznaczalne otrzymujemy jako skladowe wektora
0.9 w postam nastgpujace]: '

(9.10) Xe(U) = Z B [Fi(U) — f kF;(u)du] , k=1,2,..,m.
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Dla najwazniejszego przypadku szezegdlnego (sprefenia, stalego dzialania ob-
ciazen i temperatury, jednorazowego ruchu podpér oraz afinicznego skurczu beto-
nu) otrzymujemy z (9.10)

R Zi‘ﬁ(l’l) L Z“
(9.11) Xk(T):g f”h‘{ “ CEyFy ZEbe

F [Py (1P| (L e Y, Zileg]) — ~1; (1 — ey (1) D) Z, 1}.
. 8 &

Z (9.11) wynika, Ze w omawianym przypadku Xy podlega zmianom jedynie,
gdy zmienia sig temperatura, polozenie podpor oraz gdy kurczy sig beton. Wzdr
{9.11) posiuzy do sprawdzenia, czy w najprostszym przypadku symetrii macierzy
uktadn rozprzegnigtego shuszne jest zaloZenie upraszezajace Sattlera, stosowane
np. w pracy [7] przy. rozwigzywaniu ogdlnego zagadnienia ustrojéw statycznie
niewyznaczalnych. SATTLER zaklada, Ze przyrost ¥ (#) niewiadomych statycznie
niewyznaczalnych jest proporcjonalny do wartosci funkeji pelzania, co w naszym
zapisie wektorowym daje
(9.12) Y () — X () — X(ug) = Y (U) Lt

. uy—U.
Podstawiamy (9.12) do (9.7) i po scalkowaniu otrzymujemy dla rozpatrywanej
kratownicy centrycznie zbrojonej o stalym procencie zbrojenia wzory

—U)
|[ Y(U)= ( I—k(u — ﬁ{F(U)—«F(ul) g F 0,
(9-13) i ( | — l—ﬂe_k(ﬂ“_v) [1+k(ul'_—m]
' l X(U):ﬁ[m FU)+ = F(ul)]-

Dla stalego obcigZenia 1 temperatucy, jednorazowego przesuwu podpdr oraz
afinicznego . skurczu otrzymujemy z (9.13)

ZiN( ) Z Zo
(9.14) - Xp(T,70) = Z ﬁm{z ;: F:l EiFa

kB(T,71)
4 [1 + :e:m(e—ﬂr AT ¢ zl))] (Li 2 Z,;ls,,)

S kBT Ty .
— _TW( —EPTL) _ AT, 1))2 Z }

" Poréwnanie (9 14y z (9.11) wykazuje, Ze W' rozpatrywanym najprostszym przy-
paclk‘u zatozenie Sattlera spelnione jest:
a) doktadnie w odniesieniu do spreZenia i obcigzefi stalych

o7




b) w przyblizeniu dla statej temperatury i afinicznego skurczu betonu; biad
inaleje do zera, dla granicznego procentu zbrojenia k = 0. Ogdlnie, zaloZenie
Sattlera (por. [7]) prowadzi do symetryzacji macierzy ukiadu rozprzegnieiego,
co jest sprzeczne z wynikiem doktadnym (6.18).

Uldad z jedna niewiadoma statycznie niewyznaczalng charakteryzuje sig tym, Ze
macierze sprowadzaja sig do liczb :

[

1 nll ' ﬂll
(9'15) 6 — 511 5 ﬁ%"—(i;s 6’.‘1: - 61211 ’ lﬂ - 611 ] Wpr — Csi‘l'-l '

Wzor (6.17) upraszeza sig w sposob mnastgpujacy:
N .
: F) & & —Dny 8, 0\ Fy ()
9.16 X(U) = + ](—“) fu-—U'” du .
( ) 1( ) 611 l;(: n—o[ n! 511 { ) 611
U,y

Ze wzortt (9.16) otrzymujemy niewiadoma statycznic niewyznaczalng w postaci
nie zawierajace] szeregdw: :
7 _
Fi(U) i hiw—U) B (u)d
— T |5 — it
b1 o) Sn—Mmiw—U} Oy

(9.17) X (U) =

Scatkowanie (9.17) moZe byt praktycznie trudne przy zmiennym przekroju pretow;
fatwiej vzyskaé wtedy rozwiazanie na drodze ogdinej.
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Pe3omMe

HNPEABAPUTEIILHO HATIPSUKEHHBIE KOHCTPYKITHA
C TOYKH 3PEHHA PEOJIOTHMY

Wcnomayiorea pesynsTaTst pabot [1] ¥ [2] Ang mONyuenns TOYHLIX, 34MIKHYTEIX M BOBONSHO
0OWAX peNIcHEE CTCPKHOBEIX IIPOMEONLHO ApMAPOBAHHBIX M UPEOBAPATENEHO HANPIKCHHBIX
KOHCTPYKIHH, ¢ TOUKH 3PEHESM DEONOTHH, ¢ HOMOMBI0 MATPHUROTO HCYACHCHES M Opeobpaso-
pamwg Jlammaca. OyHKUES NONSYY9ECTH W YCAIKH onpenenserd dopmymans (1.13, (1.2) = (1.3).

B paspenax 2 u 3 npusomsrca GopMynsl s HanpsmKeHwi fedhopmangm, npornba, a TAKKS
06opoTH GPOHIBOIALHON APMUPOBAHHON W PANPIKEHHON XOHCTPYKIHM, COCTONMEH W3 YacTe,
KOTOPEIE MOXHO OTHEIEHO PACCMATPHBATE KAK INIOCKHE CTEPIKHH, HOABSPYaIOIIHEecH] HArpy3Ke
TONMEKO B Ceoell raapmHod mmockocTH, Hewm Moryr GHITH: mmockme 0Gankw, pamel, apkd, depMsl
BIH TPOCTPANCTBERHBIC CRCTEMEL “Halip, CKNAg¥aThle CACTEMEI, CANKH-CTEHKH WM POCTEEDKH
CTATHYECKH OHPCAEIHMBIC HIH HCOIPEICIHMEIC.

" OGoDImEHHEDIE, CTATHYECKHE HEOUPSHENHMYBIE CHILI X, (f) pasnararorcs Ha CyMMY OBYX 3ie-
MEHTOB! SJIeMenT H (1) cOOTRETCTRYET KOHEYREIM 3aMemiesiM peddopraumam (5.6) u agement
R, (t) orseyaeT ynpyrEM MTHOBEHHBIM medopMaEs, O8o0uempie CHNb X (¢} narores B Buge
(QYHERUEH WIE POKKYpPeHNTHBHOH dopme (7.5).

B pasgenc 8 mpUBOANTCA (GYHKIHA HATPY3IKH F, pst cnyvacs: ganpsoxengs Fy , puewmnedl Ha-
Tpysxd Fy,, ABIKCHHA CHOP M TCMICDATYDEL Fjr,, & TAKIKE YCANKH 0eTOHA, YHHTHEAIYTCH HOCTO-
AHHAS HATPY3Ka ¥ HAIpyska HE3MEHRIOINAfs MHACHHO, NCPROAMYCCKH H ACAMITTOTHYECKH, a4 TAKKe
HBICKEHHEe OHOP KAK W BO3ACHCTEUEG TEMIEPATYDEL

B pasnene 9 obcyxnayorcs cHeAyromde OcobHe CHYYAH: CHCTEME ¢ OFHEM CHOSM aAPMATYDPED
B ceuenyn (9.1), Hepaspesmsie Gamxn (9.3), depmMer (9.5), depMEI HaNPAKEHERIE CAIAMM, HeHCTRY-
JOIIAME B CEPEIHNe CEICHAS, ¢ HOCTOMHHLIM CCYCHUEM APMATYPHEl H CHCTEMBI ¢ ONHOH, CTATHYCCKH
HeompeneTuMol cHION. :

DOPMYIHEPYCTCA TAKKS YCIOBHEe CEVMETPHHE (6,19) MaTpmmt (6.5), (6.0) CHCTSME! HepelTmeRRoi
10 OTHOIRHAH & /1 B 4, & TAKKE HEROTOPOES NPEIIONEHAE, Kacaromeecs ofmel accHaMeTprE MaT-
purpr (6.16). CHCTEMET w,;, PEHICHHON O OTHOLWEHHIO K HeH3BecTHEM. llpoBomaTcs HpoBEpXa
mpepnonoxenrs B, 3arnepa, [7] m [11], B ocobom cryyae (9.4).

Summa_ry

RHEOMECHANICS OF REINFORCED AND PRESTRESSED BAR STRUCTURES
INCLUDING HIGHLY REDUNDANT ONES

The results of Refs. [1] and [2] are used- io obtain accurate effective closed and possibly
general rheomechanical solutions for bar structures reinforced and prestressed in any manuer,
by means of methods of the matricial calculus and Laplace transformation. The functions expressing
the creep and shrinkage are assumed in the form (1.1), (1.2), (1.3).
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Sections 2 and 3 bring equations for stresses, strains, deflections, displacements, and rotations
of anty reinforced and prestressed structure composed of ¢lements which can be treated separately
as flat bars loaded in their principal planes only. They may be flat beams, frames, arches, lattices
or three-dimensional structures such as plate structures, high section beams or gridworks, stati-
cally determinate or indeterminate, :

The (generalized) redundant forces Xu() are resolved into the irreversible part He(f) correspond-
ing to the dutable retarded deformation (5.6) and the reversible part R () corresponding to
the elastic transitory strains, The generalized forces X» () are expressed in the functional form
(6.18) or the recurrence form (7.5). In Sec, 8 the load function F; is given in the cases of presiressing
Fis, external load Fy,, movement of the support and the action of temperature Firo and concrete
shrinkage. Constant and linear periodic and asymptotic' hanges of loads and movements of the
supports and temperatureé are discussed.

In Section 9 some particular cases are considered: structures with one layer of reinforcement
(9.1), continuous beams (9.3), lattices (9.5), centrally prestressed lattices with constant crogs-sectional
area of the reinforcement and systems with one redundant force as nnknown. The symmetry condition
(6.19) of the matrices (6.5), {6.6) of the coupled system % and J are formulated as well as a con-
clusion concerning the general asymmetry of the matrix (6.16) of the uncoupled system ewyg.
The assumption of K. Sattler {7], 1111 is verified in the particular case (9.4).
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