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Wstep

Zagadnienie dynamicznej pracy plyty jest w literaturze technicznej dosyé roz-
powszechnione zaréwno w Polsce jak i zagranica. Wigkszo§¢ autoréw rozpatruje
zagadnienia drgat wlasnych lacznie z zagadnieniem statecznodci, totez literatura
dotyczaca tych zagadniefi jest znacznie bogatsza niZz literatura dotyczaca drgan
wymuszonych.

W roku 1956 wydana zostala dosy¢ obszerna monografia FILierowa, [2], w ktdre]
w rozdziale 11 podane sa wyniki dotyczace dynamiki plyt. Cytowana literatura
obejmuje jednak tylko prace publikowane do roku 1953, W pracy tej podane sa
metody i przyklady rozwigzywania zagadnienia plyty drgajacej, wzmocnione]
zebrami. W rozwigzaniach swoich FILIPPOW pomija wplyw sit tarczowych, ttumie-
nia materialowego oraz sztywnodci Zeber na skrecanie. Zaktada ponadto, Ze Zebra
sa symetrycznie rozmieszezons wzgledem plaszezyzny rodkowej plyty. Z polskich
antordéw nalezy pizede wszystkim wymieni¢ W, NowackieGo, [4], ktdry w kilku
publikacjach podal rozwigzanie znacznie szerszego zagadnienia. W. Nowacki
uwzglednia zginanie, jednoczesne zginanié i Sciskanie lub rozcigganie oraz drgania
wiasne i wymuszone plyt wzmocnionych Zebrami, zaklada, Ze pomigdzy plyta
a zZebrem nie wystgpuja sily tnace uwzgledniajac sztywnodéé zeber na skrecanic.
W 1959 roku ukazala sigpraca P. WILDEGO, [6], ktéry podal rozwigzanie plyty z ze-
brami przy bardzo ‘ogolnych zatozeniach. Plyta ortotropowa jest dowolnie na
konturze podparta, Zebra jednostronne niesymetryczae sg polgezone z plyta monoli-
tycznie. Autor zajmuje sig zagadnieniem statyki, stateczno$ci drgai wlasnych,
uzyskujge rozwigzania za pomoca podwojnych szeregdw trygonometrycznych
przy przyjeciu modelu kontinuum.

Praca ponizéza podejmuje probe okredlenia drgan plyty z zebrami z uwzglgdnie-
niem sit tarczowych, thumienia materialowego oraz sily wymuszonej, ktérej punkt
dziatania porusza si¢ ze stala predkoscia po dowolnym Zebrze. Tak ogolnie potrak-
towane zagadnienie prowadzi do rownan rézniczkowych nieliniowych, co praktycz-
nie biorac przekresla szanse na uzyskanie efektywnych rozwigzad.

W celu uproszezenia i zlinearyzowania problemu przyjeto nastgpujace zaloZenia:

a) réwnania plyty i tarczy sa od siebie niezalezne,

b wzdhuz krawedzi prostopadiych do Zeber plyta jest wolnopodparta

¢) pominigto wplyw masy tarczy na drgania w jej plaszczyznie.
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Poza tym przyjcto wszystkie zalozenia liniowej teoril sprezystofei, odnoszace
sig do plyt cienkich o matych ugiceiach. Do rozwazan przyjgto model plyty i tarczy
ortotropowej wzmocnionej zebrami réwnoleglymi do jej krawedzi, lezacymi nie-
symetrycznie wzgledem plaszezyzny érodkowej plyty, uwzgledniajagc przy tym
sztywno$é¢ ich na skrecanie. Tlumienie materialowe przyjgto w postaci zespolonej,
[3]. Przyjeto przy tym podobne uproszczenie jak stosuje np. E. BELEwICZ, [1],
polegajace na tym, ze wspdlezynnik ttumienia materialowego jest taki sam dla drgan
gietkich jak i dla drgan skretnych.

Rozwiazano rowniez zagadnienie obciaZenia dowolnego zebra impulsem i dowolng
sita wymuszajacg. Przez wykorzystanie superpozycji mozna uzyskaé rozwigzania
w przypadku ogdlniejszym jak np. réwnoczesne obcigzenie kilku zeber lub Jedno
zebro obciazone kilkoma. sitami.

Nie rozpatrywanc natomiast blize] zagadnienia wrzajemnej zaleZnoéci wspbl-
czynnikéw charakteryzujacych wlasnosci spreZyste plyty i tarczy, gdyz zagadnienie
to wyczerpujaco analizowal M. SORKOLOWSKI, [5].

Rozwigzanie przedstawione w postaci sumy funkcii wykiadniczych jest prawd21we
dla dowolnych wartosei pierwiastkéw réwnania charakterystycznego, niemniej
w konkretnych przypadkach wygodniej jest wprowadzi¢ funkcje hiperboliczne
tub trygonometryczne w zaleznofci od tego, czy pierwiastki sa rzeczywiste czy
zespolone. W przypadku pierwiastkéw wielokrotnych trzeba dokonaé odpowied-
nich przej§¢ granicznych.

Rozwiazanie zagadnienia zaréwno w rozdziale 1 jak i w 2 uzyskano przy pomocy
pojedynczego szeregu Fouriera. W celu uvzyskania jagniejszego zapisu przyjgto,
Ze plyta ma staly grubosé i stale wlasnodei sprezyste. Nie trudno jednak vogélnic
zagadnienie na plytg obszarami stala, gdzie przez obszar rozumie si¢ powierzchnie
plyty zawarte pomiedzy dwoma sasiednimi zebrami. Uogdlnienie takie dla za-
gadnief statecznosci podal, o czym juz wspomnieliémy, M. Soxorowski, [§]

1. Drgania wlasne

Dana jest plyta prostokatna ortotropowa, posiadajaca Zebra usztywniajace
réwnolegle do jednego z bokdéw. Wzdluz krawedzi x =0 i x = 1, plyta oparta
jest przegubowo na sztywnej podporze. Pozostale dwie krawedzie y = 0iy=2b
polaczone sa monolitycznie z Zebrami 0 i k. Dia obliczeni plyte podzieloiio na czesci
rozeinajae ja wzdluz zeber. Dla kazdego pola j moina naplsac rowname roz-
niczkowe plyty drgajacej w posta01

11 04 W n 04 Wy o4 Wy 02 Wy —o

(. ”(B‘” ot AL B ) 2 on T

gdzie” Wy (x, y, ) oznacza ugigeie pnnktu plyty o wspo]rzqdnych Xy W chw1h t
up = ph masg przypadajaca na jednostke powierzchui plyty, o gesto$é, A grubosé

plyty, Ba, By, H wspdlezynniki ortotropii, 5 == 1-4i/2m, v wspdlczynnik thimienia
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materialowego oraz an = anfl. Rownanie fo tatwo moina rozwigzaé przez roz-
vielenie zmiennych przyjmujac

(1.2) Wy =2 fu ) sin a, x e (@6+%)

Rownanie (1.2) musi byé spelnione przez wszystkic poszczegolne wyrazy wyste-
pu)qce pod znakiem sumy, wystarczy wige rozpatrzyé jeden joj wyraz. W dalszym

ciagu dla uproszczenia zapisu pominigto y
znak sumy przyjmujac
. l§
(1.2.1) Wy=f()sinagxe (™%, & | k « :
i
[} I
Podstawiajac (1.2.1) do (1.1) otrzymano E kjr_:___.__;::ﬁ:
po uproszezeniach = |
o x
B o :
H ikl R je1 '
a3 fYVN—a2—afm +(By—Q2}x S !
By = ,
ppa? |7 | J |
XaﬁfZO, gdzie o =t2 T ; = |
9By d, S I -1 :
Rownanie charakterystyczne réwnania | I ::I
rozniczkowego (1.3) ma postaé: E;::)f";# |
|
| 4 |
H B, | i
g2 |22 4 ¥ 1 !
rd sz o, 12 ;—.(By Qz)an_ 0, < E f _
0 . X
a jego pierwiastki wynosza Rys. 1
* 1/ L
rr3a=+a — =
1,3 1y BJZ, By ry 3,
o ]/ M5B H
rp4 = L aa .Bz By, Fp = — 7y,

Rozwigzanie rownania (1.1) mozna wiec napisa¢ w postaci

4
(1.4) Wy = sin ay x ¢ @t 2 Ap e™

’ . m=1
Do wyznaczenia stalych Awy (im = 1, 2, 3, 4) postuza nastgpujace warunki brzegowa
dla prostych

i1

yzzbl:ﬁf—u y:Z‘bl:ﬁj
= i=1
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spelnione- s3- odpowiednio warunki
Wi=nZ;> W;=n4;,

(1.5) oWy oW;

= N,

gdzw Z;= Z_f (x f} oznacza ugigcie zebra b Z; =2, (x 1) ugiccic Zebra
Jj—1, @i = @i (x, 1) kat obrotu Zzebra j, p;, , = @;_, (x, ) kat obrotu zebra j—1.

W celu wjeeia- wplywu sit normalnych przyjeto, Ze wplywy tarczowe 1 plytowe
sa od siebie niezalezne. Zalozenie to umozliwia linearyzacje zagadnienia. "W dalszym
ciggn pominieto wplyw masy. tarczy na drgania w jej plaszczyzme Mozna wiec
uwazaé, Ze tarcza pracuje jako «ofrodek» “sprezysty. '

Funkcja naprezefi dla tarczy ortotropowej musi spelnié réwnanie

? F; M Iy HE
(1.6) Ey ot -*_‘2[( o dy2 +E2?J;T:0’
7 1 i Vg Py i
cnmlze—g) EeEea

W celu rozwigzania tego zagadnienia zastosowano podobnie jak w przypadku
plyty rozdzielenie zmiennych przyjmujge

(.7 Fy= Zeﬁn () sin ap xe'@+a

Zatozenie to prowadzi do réwnania rézniczkowego zwyczajnego
(1.8) EOY 2RO+ E dfd=0.
Jego réwnanie charakterystyczne ma postaé

Ey o4 — 2K &2 ¢* + Ey ald =0,

a plerwiastki wyrazaja sig wzorami

]/K+I/K2——E1Ez, 01 = — 03,
2

" 013~ l/

g2a= % ]/K VE2—E B, o= —o

(1.9)

Rozwigzanie mdina napisaé W postaci:
1 4

(1.10) Fy=—gsin ax x el (ot Z A g4 2.
n

n=1
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astosowano przy tym taki sam skrécony zapis jak w przypadku plyty. Skladowe
sthnu naprf;zema i odksztalcett sg nastqpujqce.

. 02 Fy 1 P 4 : '
. L. = e 2 o I (omi42 . 2
_ Oz &2 2 SIN gy Xe . Z Am y Qmet’m?f ,
- n m=1" . .
02 Fj Gt
e e ot d ot
Gy o2 Sinl oy X & 2 A”H 4 € m?’
' . ’ m=1, :
Gl 1 (i)
= — T et i i (w, # i)
i ox By ay COs ag xe Z Ay yajOme™,
(1.11) et
= Oz j Gy i © Oyg Gy i . Ty -
x j | — e e 8 T — B g —
’ Ey By’ %R, E; "Gy
E 0y = — Sln F{witta) A _1__ + E e
1% Gn X € RNy z Om| €7,
m= gm a."
h 4
Xy gsina, xe' (ot Z Ayyg 0,0,
’ Ur m=1
i

T?
¥ .
=i —{ e e —— ?B- — — = b [ ¥ _|_‘ng
" 7{ \ dx
‘ - R . | M
k /l M"I’ '67 dx

l, 7+ g
- - ax

dx

Rys. 2

gdzie X; oznacza silg normalng tarczy w przekroju odlegtym o x od poczatku ukla-
du, v; przemieszczenie tarczy w kierunku osi y.
Warunki brzegowe: dla tarczy, Na prostych
j—1

J
y=2b;=ﬁj_1 oraz y:sz:
=1 ' i=1
odpowiednio spelnione sg warunki
V5= Uyt .. V=9,
(1.12) l > , ’
8 £ ;

EX Bl R o 1 = Eg,jr
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Warunki brzegowe (1.5)1 (1.12) przyiete w powy#szej postaci maja tylko chavakter
formalny, gdyz w dalszym ciagu nieokreslone sa wartofci funkeji Z (x, 1), ¢ (x, 1),
&, oraz vz W celu okreslenia tych wielkosci nalezy wykorzystal warunki réwnowagi
elementu wycigtego z Zebra, obciaZonego dodatkowo oddzialywaniami pochodza-
cymi z plyty 1 z tarczy. Wykorzystujac zasadg d’Alemberta otrzymuje si¢ dla
rzutu sit pionowych zaleZnod¢ ,

Rz or ’d o
(1.13) (wm s Q) 5= 0.
Dla zebra j bedziemy mieli
a2
M= — EI, ; Z + X5+ X1 5,
ox2
2 47 2 2 v
a_Ti = 0> M; - -——EfIw.fgé + aijS—i- —L XHI- s,
(1.14) ox 0x2 ox4 ox2 ox2
Q - Qf+Qj+1;
027y " 027 62X3-S a2X

_,F_'}..:I.-_i_ & — Qf_'_' Q1+1 === 0_

|~ *n It o2 ox?

Po wprowadzeniu tlumienia zespolonego % i po uproszezeniu otrzymuje sig

4 Z; 027Z; 0*X; 02X; 4 -

B T amlr R R

Jest to rownanie rézniczkows jednorodne opisujace drgania pionowe Zebra, ob-
cigzonego dodatkowo sitami Q, pochodzacymi z oddziatywania ptyty, i silami
X, pochodzacymi z oddzialywania tarczy.

W dalszym ciagu wprowadzone zostanie réwnanie rézniczkowe drgafh skret-
nych zebra przy nastepujacych zalozeniach. Przyjeto, ze of obrotu znajduje si¢
w miejscu styku zebra z tarczg. Jest fo réwnoznaczne 7 pominigciem wplywu
przemieszezenia © (v — 0). ZatoZenie to nie powoduje wigkszych blgdoéw, gdyz
tarcza w stosunku do sztywnosci zebra w kierunku poprzeczoym jest praktycznie
hiorge nieodksztalcaina.

W ceh} wyprowadzenia réwnania dogodnie jest roztozy¢ drgania okolo narzu-
conej osi obrotu na drgania skretne okolo osi srodkowej i na drgania poziome
w kierunku osi . ‘

Dla przypadku g réwnanie drgafi bedzie podobne do réwnania (1.15):

(1.15)

o4y 02 yy
(1.16) Efy,jazi —l—#z—aTZ—-——h(O’y,i_O'y,Hl) =0.
Dla przypadku b mamy
R 2y
(1.17) —Glyy—= 11 ity gy — B8 ( 0y, — 0y jyq) = 0.

oxz | T o
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Elitginujac z réwnan (1.16) i (1.17) wyrazenie h(oy, 5 6y ;4q), & ponadto
wykorystujac zaleznos¢ y = - s¢, otrzymuje sig po uporzadkowaniu

4
oty Gl 5991

(1.18) EIy,jszj————' 4 ,j+ﬂzsz)m"m3+mj+l == 0.

Po wprowadzeniu thumienia rownanie (1.18) przyjmie postad
04 @ 02 ‘Pa) 02 gy
1.19 Bl 182 — 2 Glg 5 +1 gty =0,
( ) ?( #, § Fy 8 2 8 o # 141

gdzie dla skrocenia oznaczono I , ;= I, ;1 #e 52,

Y=g
a b
,@:{\/ (_y'—[ .
A N hoy /
Oy /T gt | ;"f_l J J
Faray. i I | | i 4}\7
zr REEN of A 1 Ammrehotay =)
/// //L _ B :afhjr Oyparh v
AT T
// / / I ]I Lo ; // }'}/
L) / | ! l ! I iy
W, > b - L[ /
7 | L | ;
l Lo
k4 4
Rys. 3
Wykorzystujac zaleans’.ci.
aW oWy
W.‘f(x: ﬁja t) = ' - ’}?Z)'(JC t) ? ( ﬁh I) = 4 == ??WJ' ()C, t):

MoZpa rownanie dl gafni pionowych (1. 15} i dlgan skretnych (1.19) doprowadzi¢
do postaci:
réwnanie drgan pionowych
AW e 02wy asz a XJqu
a4 2E —_— + + =
axt i n  Of ox2 ox2 OrLiss =

réwnanie drgan skrgtnych

(1.20), EI'c, i

PW} »PWH PWF
1.21 El, ;52 1 .Gl g ] I mytmy,, =0.
(-21) T 0 oy 1o oy e owzay !

Schemat statyczny przedstawiony na ryr. 1 sklada sig po rozeieciu z &k pél i k+1
zeber. Do wyznaczenia statych Auix (0 = 1, 2, ..., 8) otrzymuje sig wiec k-1 réwnan
typu (1.20) i k-+1 réwnan typu (1.21).
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Ho$é niewiadomych wynosi 8%. Dalsze réwnania otrzymujé sie dla ieber we-
wagtrznyeh, ktérych jest k —1. 8a to rownania zapewniajace zgodnodé odkszialeen.

Ugigeie lewej krawgdzi pola j musi by¢ réwne ugiecin prawe]j krawedzi pyty pola
Jj+1 1 analogicznie kat obrotu lewej krawedzi plyty pola j musi byé réwny katowi
obrotu prawej krawedzi plyty pola ]+] Daje to 2 (k~ 1) réwnaf typu

(1.22) wit=wit,
oWt oWt

1.23 R
(1.23) oy

Podstawiaiac do réwnan (1.20), (1.21), (1.22) i (1.23)

W3 = sin a, xet@* 2 A, je'mPi,
=l

4

W;—l'l = §in a, xe" @7 E Am, i1 €™ i,
m=1
4
- h , Ewitux) em By
X =— = SIN Oy X€ Appyy. g Ome ,
) % =1
h Alwl x} : 8
Xy = — 23m @y X€ E Apia jo1 Om e’

m=1

oW} (4(:1 ')aswj]
i B, Flaxzapl’

U1 =By

(2 Wi € NO Wi
Q1= 2| 755 By ox2 0y

nRw; W
mj = By a " er;"a; ,

02 Wiy, 2 Wi,
Mgy = By (=5t e g M)

gdzie €7 = Gyh3/12, a F oznacza pole powierzchni przekroju Zebra, otrzymuje
si¢ po uporzadkowaniu;
réwnanie drgan pionowych

. , : ,
(1.24) Z A, 3 [EI.m 7 Oy — P FBy af 2By (ry, — oty C"m)] er"'f F’ +

m=1
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4 4 i
+ h Ay a’ﬂ Am+4,j Qm, 69’” ﬂj —_— A.m? J+1 By (r?n —_— I’Iircryn) er"f“‘ ﬁj +
=1 Ry - . .

4
+h S5 CL% 2 'A?)L+4,j—'rl Qm'e?mﬂj = O’
frimm 1
gdzie € = AC[By+vz;
rownanie drgaf skretnych

4 - . .
(1.25) 2 Am, 3 [(Efy; 5 52 i+ Gla, 5 03) P — By (ray — 5, ©) —

m=1

4 L
i T
-~Efl,j3y dy, £22 “m] e'mPi 4 2 Agy 41 By(roy— ag 05) emPi==0;
- Mm=1

réwnanie zgodnosci ugigé pionowych
(1.26) My emi— 3ty @b =0
me=1 m=1} - .o

oraz réwnanie zgodnosci obrotow
4

4 - B
(1 .27) Z Am, i Fm ei'm’ ﬁj — Am,,]'—}-l Fin erm'ﬁ?‘ = 1.
m=1 1

==
Warunki brzegowe dia zeber skrajnych beda tylko typu (1.20) i (1.21), przy tym
valeznosci te sg prostsze ze wzgledu na to, Ze tylko jedna plyta styka si¢ » kazdym
zebrem.

Dla krawedzi y = 0 otrzymujeniy:

réwnanie drgan pi'onowychA

4
(1.28) Z Am,y1 [EI;]:, o a‘; — ]~];- FBy a;‘,‘ .Qz—l—By (f'?n — a% C;m)] -+

=1
. 4
+h5a§a Z'Am+4,1 om =0
.om=1 . )

oraz réwnanie drgan skretnych -

(Ely, 1 8% a‘:ﬁ“ Glg, ai) rm— By (rfzp e Ol V) —

0129 3 A

M=

'_“1'1’11,]331 a:‘.Q?'r'ml:().
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Da krawedzi y = b otrzymuje sig natomiast:
réwnanie drgafi pionowych

4 . .
(1.30) Z A,y i lEI,,,, P L FBy a 2+By (ry, — Co, rm)J em?

m=1 h
4
2 b
—hs o E Ay pometn” =0

=1

oraz roéwnanie drgafd skretnych

(1.31) 2 Amy i [(EI,,, k52 Qb+ Gy, g 02 — By (roy — 02 v5) —

=1

ﬂ?};h,kBy a,z,.Q:lrm] em? .=,
Do wyznaczenia brakujacych 4k réwnah postazy niewykorzystane jeszeze warunki
(1.12). Z uwagi na poczynione uproszezenie w przyjeciu osi obrotu warunki (1.12),
i (1.12); bedg mialy nastegpujaca postac:

dia *v; =0
‘Ua:
(1.32) 2 Apr s 2 om) el =0
M=
oraz dla
: 0, ﬂ
(1.33) mZ: Am+4,y+1 =+ o etm Py = Q.

Warunki (1.12), i (1.12)4 wymagaja nieco szerszego omoéwienia.
Wyrazehie na e, '3 dla tarczy jest proste i ma postaé
2

1
{1.34) &z, == $in ap xet @ Z Ay, J,( Z + )eﬂmﬁa‘_

Wydhlzeme Zebra &, ; sklada si¢ z dwoch czgéci. Z wydluzenia pochodzacego
7 ugiecia belki mamy
02 Wj
=

(1.35) .
» 7 ox2

oraz z wydiuzenia pochodzacego od sil normalnych znajdziemy

4 hp
2 ot gm
(1.36) g ; == sin a, xet @9 E (Amia;— Amya, j+1) Bl etmfy,
=t

T2




Wydiuzenie catkowte wyniesie

o 2 _ 1 2
(1.37) a0 = &5 & s a1 ST e e

Po podstawieniu do réwnania (1.37)-funkeji (1.34)-(1.36) oraz po uporzadkowaniu
i uproszczeniu otrzymuje si¢ dla miejsca styku tarczy j z zebrem j nastepujaca za-
leznosé

4 4 2
th Q
Ry - .
(1.38)  sag §:! Ay el 221 Apyag ('”' FEGZ, l E; “y ok ES) e By

P
T FEQ At jp1 Om €™ Fr= 0,
% m=1
a dla miejsca styku tarczy j41 z zebrem j
4
(1.3 Sai 2 Ap, ;€ mﬁf__ - 2 A oy oam iy -

=1

'Lfﬁm )
=+ E A — 4 om B — .
, lmd, i1 ( EFO’n + El an E3 etmPi — §

Dla krawedzi skrajnych otrzymuje si¢ analogicznie:

dia y=20
th Q 1
(1.40) sa?, 2 Am,1+mz Apya, 1( wrd TE @t Ea) 0,
‘ 4 1 Yy

1.41 Ay (+—-- ):0;
(. ) 1; -4, [ om a’f}Qm

dia p =5

f

(1.42) s 2 Ay e — s 2 Ao i 0m e ? =0,

m=1

4 1 Yy .
ZAm+4fa Tt om) etm” = 0.
M1 T\ 0m Cn

Podane powyzej warunki brzegowe opisujg schemat étatyczuy, ktoérego skrajne
podpory stanowig Zebra; mozna jednak przy uzyciu tej metody spetni¢ dowolne
inne z géry dane warunki brzegowe. Warunkiem koniecznym istnienia rozwigzan
nietrywialnych ukfadu rownan jednorodnych liniowych jest znilkanie wyznacznika
ukladu. W ten sposéb otrzymuje sic dodatkowe réwnanie na wyznaczenie czestodci
drgan wiasnych.
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Poniewaz

on  f2 2
W-Byan
przeto :
Byaf:} 2 "P .
w2 == 2 " N =y 1—4—57;1,
gdzie
By, ( ¥ )
~ 2 oo e e — 31,
{1.43) % 2 iy w = g1 ant

Ze wzgledu na to, Ze o jest w praktycznie interesujacych przypadkach liczba bardzo
matg (np. dla betonu p = 0, 27, dla stali y = 0,015). Pieiwmstek obliczono w sposob

12

nastgpujacy: po rozwinigein wyrazenia (1 + w—1) / w szereg dwumienny, ograniczo-
10 si¢ do dwoch pierwszych wyrazow. ' - .

Wskutek wprowadzenia wspdélezynnika thimienia w postaci zespolonej w otrzy-
mamy TOwnieZ w postaci zespolonej. Przy Znik_aniu wyznacznika gtownego uklad
rownaf posiada rozwigzania nie zerowe. Dotychczasowy sposob dwuwskaZni-
kowego oznaczeniaz niewiadomych jest niewygodny przy rozwiazywaniu ukladow
ogblnych, ) _

Wprowadzono wigc nowy sposéb oznaczenia niewiadomych jednym wskaz-
nikiem biezgcym n, ktéry zmienia sie w granicach od 1 do 8k. Przy tym u. prawnic-
nin mozna stosujac umowe sumacyjny zapisaé uklad rownaf w prostej postaci:

(1.44) gy An =0, im=12..8k."

Rozwigzanie tego ukladu bedzie miato postaé:-

: B
A; = BAy, gdzie B = - = const,
: An }
przy czym symbolami A oraz A; oznaczyhsmy utworzone w wiadomy sposob wy-
znaczoiki wspMezynnikdw ukladu liniowego. ‘
Po rozwigzaniu ukladu réwnad funkcje W; moZna napisaé w postaci

(145) W;=B(4,,, e"‘y+iis+2 eV A, e YA 'mrzij :

Y]
. gt + ~—2) §4-2 T "
X sin ap xe [ ( 4 ) ]_: B(d, ., 31,y+ﬁl+ze—uy+45 LA, e )X
If
X 8in ay xe = [cos (wo t-in—z sin (eog £-F20)].

Rozwigzaniem zagadmema jest zardwno oz 1zeczyw1sta funkcji Wy, jak i _]Bj
czeéd urojona:

Re [} = B (Ayyy b Auy 04 A ¢ +/J 'W)x |
- ’ . - RN . Hr

Xe * 7 sin ag x cos (wy %),

74




Im [Wi] = B(deyy &V Fdgyy e Vbl g V4 A, oY)

W -
—
xe sin g X sin (wp H—x)

Funkcja Re (W] i Im [Wy] zawieraja jeszcze dwie dowolne stale, B 1 =, ktdre nalezy
wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych zagadnienia okredlajacych poczatkowe
polozenie réwnowagl 1 poczatkows predkosé.

2, Dargania wymuézane

Jako silg wymuszajaca przyjeto sile pulsujgca, ktdrej poloZenie zmienia si¢ na
pewnym zZebize, op, j-tym. Predkosé punkiu dziatania sily jest stala i wynosi o,
a czestosé pulsowania p. Sile taka mozna przedstawié za pomoca szeregu Fouriera
nastepujaco:
2Py i S

{2.D P = Te”w Z sin vy £ 5in ay X,
i M1

gdzie v, = ap v.

Ze wzgleddw praktycznych dogodnie bedzie wyrazenie (2.1) przeksztaic;c do
postaci

Py ' .
2.2y P== T 2 [sin{p+ou)t—7 cos (P Ua) tsin(p—oy) f—icos(p—va) f]x
K sin ag x.

W nyél zalozenia punkt dziatania sity porusza sig tylko po Zebrze. Plyta na skutek
tego jest obcigZona tylko na bizegu, a wige jej védwnanie pozostanie nadal jed-
norodne:

. . 64;Wj 04 W, 04 Wj a? Wj"- .
2.3 M\ By——, +2H = 0,

ox gy By o e T
Zasadniczej zmianie ulegnie tylko réwnanie (1.15), tj. rGwnanie drgaf pionowych
zebra. Na skutek dziatania sily wymuszone] przestaje ono byé jednorodne, gdyz
prawa jego strona przedstawia funkcje okreSlzjaca sile wymuszong.
Przyjmuje ono postaé

ot Z; otz 02X 02X,

Q4 ks T op e 5T g SO0 =

Po o | , N L

=7 Z [sin{p+on) t—icos{p+on) t4sin(p— o)t —icos (p—vy) £]5in apx.
Pozostate réwnania, tzn. rownania drgan poziomyeh (1.16) i réwnania drgafi skret-
nych (1.17), nie ulegna zmianie. Sita wymuszajaca. jako pionowa mie ‘wplywa. na

wychylenie poziome, a przechodzae przez of obrotu nie wplywa réwniez na drgania
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skretne. W colu uzyskania wigkszej przejrzystosci w toku dalszych rozwazan funkcjy
wystgpujaca z prawej strony réwnania (2.4) przedstawiono jako sumg dwoch skiad-
nikéw i rozpatrzono wplyw kazdego z nich osobno. Postgpowanie takie jest do-
‘puszczalne ze wzgledu na to, Ze rozpatrywane zagadnienie jest liniowe i ma tu
zastosowanie zasada superpozycii: :

34Zj a2 Z; ()ZX:, o2 XjJrl

NELz, - () 4 + s afz - axz 85 s+ 005, =
P
2.5 = —[0- Z [sin (p+ugp) t —icos (p-+oa) {] §in ag X,
M Z; 2 Z; 0% X; 02X,
??EI-‘ESJ dxd +lun‘5 02 — 2 L ax2 ‘S+Q1+Qj+1

P .
= _lq Z [sin (p ~— ©a) £ — i COS {(p— Vp) £] SIN €y X.

Oto réwnanie drgan skretnych:

‘ 2 @ 02 gy 0% gy
(2.6) n(EI?,, 52 ax; Gla, 35| Tl 5. — metmi, =0

Rozwigzanie réwnania (2.3) przyjeto w postaci

2.7 Wy = F(¥) sin ay x [sin (p-+0n) { — i cos (p+va) £].

Zastosowano przy tym te same uproszczenia w zapisie co w rozdziale poprzednim.
Jak z przyjetego rozwiazania (2.7) wynika, pod uwage wzigto tylko jedng czesc
sity wymuszajacej. Przez podstawienie zalezno$ei (2.7) do réwnania (2.3) otrzymuje
sig réwnanie rdzniczkowe zwyczajne, jednorodne

s }I - B;c — —
2. WV A4l 2 et Y P AP
(2.8) / 2Byanf +(B Q)aﬂf 0

Y
gdzie

2
o — tp(p+va)
’GBy an

Rownanie (2.8) zbudowane jest analogicznie do réwnania (1.3). Réznia si¢ one-
tylko wartoscia- £2, ktéra w przypadku (1.3) jest liczba rzeczywista, a w przypadku
(2.8) liczba zespolona. Réznica ta powstala stad, Ze czesto$é drgad wlasnych w-
jest liczbg zespolona, a czesto§é drigath wymuszonych p jak i wyrazenie vy $q Zawsze
liczbami rzeczywistymi. Rozwiazanie rownania (2.8) ma zupeinie podobna postaé
do rozwigzania rownania (1.3), 4.

76




me i€ e sin oy x [sin (p4-o5) t—icos(p+-vp) ],
HZ*B B H _ _

2.9 o aﬂ"/ l/ 3By _QZ ,,}_ a Fy =Ty,

_ . H? — BB, _— H _ =

Fy = Og i TJerHB;, ry = —ra.

Wszystkie symbole oznaczone kreska poziomg odnoszg sig do przypadku, gdy

uwzglednia si¢ tylko pierwsza cze$é sily wymuszajacej. W dalszym ciagu przyjgto

wszystkic warunki brzegowe podane w rozdziale poprzednim, tzn. (1.5) i (1.12).
Wykorzystanie warunkéw (1.5) prowadzi do rdownan

RWP  wRW 02Xy 02X,

vt Ty aE  emt ox $+0r+0541 =

Ma

(2.10)  El,

P
== —Ig sin an X [sin(p+vn) t —icos(p-t+ua)t],

» Wy BW] Dy PW]

2.11) Ely, j 52 FEY 4oy — Glg, g ox2dy |y ofay — gty =0,

W celu spehienia ukiadu réwnan (2.10) i (2.11) przyjeto funkcje naprezen
w postaci
em¥

{2.12) F‘j Z Apiage  SMapx [sin(pt+on) t—icos (p+to,) 1]

m=t

Podstawm}qc odpow1edn10 na mxejsce W*, Xyg, Xj1 W funkc_]c

2 Am, 3 €mUsin ay x [sin (p-+va) ¢ —icos (p+ovy) t],

=1

X;=-—h 2 Ay g Om e sin ay x [sin (p4-va) t —icos(pt+om) t],

m=1

Xipg=—1h 2 Ais iv10m e®nfisin ay, x [sin (p+vp)t—icos (p+om) 1]
m=1

otrzymuje si¢ po uproszezeniu réwnanie

4 1 o B _ .
(2.13) 2 Em,j[EIm,j o — n FBy ot Q2+By (r), — Col rm)] emfy

=1

—E‘hSanZAm+4f9m99m ‘J'—'Z‘Amf-{-lBy(, '—'Cﬂ.ﬂrm)er ‘sj+

m=1

. o Py
+hsa, Z Apia g1 Ometmfi =—

m=1
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Jak widaé, otrzymane réwnanie rozni si¢ od réwnania (1.24) tym, Ze nie jest jed-
norodne (po prawej stronie wystepuje liczba Pyfl). Dalsze réwnania nie zostaly
wypisane, moina je otrzymaé przez formalne wstawienie liczby zespolonej 2 na
miejsce lczby rzeczywiste] £2. .

Zmieniajgc numeracie niewiadomych podobnie jak to uwczyniono w rozdziale
poprzednim mozna uklad réwnan dla drgan wymuszonych zapisaé krotko

. - . P
(2.14) - ©am Ay = 0,
pdzie 5 jest delta Kroneckera.
" ‘Rozwigzanie tego ukladu ma postaé
(2.15) Am = _—Aé’i,

gdzie symbole A i Am oznaczajg wyznaczniki zbudowane w znany sposéb ze wspol-
czynnikdw ukladu (2.14).

. Po podstawieniu wartoscl dm (2.15) do (2.9) otrzymuje si¢ rozwigzanie

— o - = =
(2.16) WJ = EI: (dsp1€"? 14550 "__T’y—l-ﬂs% eV L A a7y
’ w 8N ay x [8in (p+oa) £ — icos (p+oy) £,
Wielko$ci A, Am, 11 1 r2 53 wielkodciami zespolonymi. Rozwiazanie zagadnienia
bedzie analogiczne do rozpatrywanego w przypadku drgan wlasnych. Pozostala

jeszeze do rozpatrzenia sprawa wplywu drugiej czedel sily Wymusza]qcej Wstawquc
do roéwnania (2.10) na miejsce
Py _ :
v S$in g x [sin (p+va) £ — icos (p+ova) 1]
wyrazenie
Py

Tsin tty, % [sin (g — vg) t — i cos (p— vy) {]

i wstawiajac wszedzie zamiast (32 wyrazenie
. .
D2 = {lfﬂu_’f‘;}_

1By a:z
otrzyma sig¢ nowy uklad rownarn

— == o .
ap A, = — dij, Lt=12..,41

!
Rozwigzaniem jego bedg liczby

2171 | o Ay =

| B
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Poszukiwana calka szczegblna W; wyrazi sie wzorem

1 = = = - = - = 7
_ Wy = ‘E_(dsﬂ er’y“f-ﬂs%z-e"r’y-l-ﬂsﬂ ef’y+4s+4 ey %

X $in oy X [$in (p — vy) £ —icos (p—'v,,,) t],

' (2.18)' HZ—B B H )
= dn @, Py =Ty,
By
Hz'—‘Bg;.By H - R —
?’2'—(111,3 B + _i_ B 4:-—-2

Rozwiazaniem naszego zagadnienia bedzie suma

(2.19) W) = W;+Wi+W;,

Stad na podstawie wzoréw (1.44) i (2.9) znajdziemy

(220) W) =B(Ay VA, e VLA e Vb A e ) i

, v 1 : -

. g Wb ’ —
xBinagpxe sm(cugt—!—x)—l—Re{E(AHle Y1 Agppe Y

Ay eay+A_s+4 e'“?’y) sin o x [sin (p4-vp) £ — i cos.(p-+og) t]} +
1 -
-+Re {Z (A1 e'r,y_i__AHz eV LT, eﬁywi—dg+4 ey

X 8IN dy X [SID (p — vu) £ — i cos (p-— ©y) t]}.
Rozwigzaniem bedzie take czesé urojona funkoji Wy, tj.

(2.21). W) =B(dsy, "V + g0 e+ 45 T WY ) PY

Ed

- — W, 1 . - _
xsinapxe **  cos (wytx)+Tm {Z (Agyie" Vi dgpe™Y
+ Ay eﬁy"}_d_&M ¢~ sin ay x [sin {(p+va) t —icos (p+os) t]} +
+Im {E (As“"l er'y'!"As-I*?. eurly+A3+3 371y+As+4 e_f'zy) %

® 8N ag x {sin (p — o) t —icos (p — vg) t]}.

Zajmiemy si¢ z kolei zagadnieniem rezonansu.
Podstawiajac w réwnaniu (2.19) lub (2.20)

P02 b 2=0

™




olrzynujemy

A=A:=0 Iub 4d=A=0.

PoniewaZ wyrazenia 4 jak i A znajduja si¢ w mianowniku, oznaczafoby to, Ze
przy liczniku réznym od zera amplituda W roénie nieograniczenie. Rownanie
12.21) po wstawieniu odpowiednich wartodci na 2, @ 1 (2 przybiera postac

W2 = (p4va)2  ub 2= (p-—ua)?
lub szczegdlowiej

{2.22) (1 + %1) wy = (p-+op)?2  lub (1 + %1) wg = (p— va)2.

Réwnania powyisze nie moga by¢ spetnione, gdy p # 0. Latwo mozna natomiast
spelnié réwnania

{2.23) i = (p+ova)?  Tub wh = (p — vn)?.

Jesli jeden warunek (2.23) jest spelniony, to A badz A bedzie liczba bardzo malg,
zalezng tylko od malego parametru y (i r6zna od zera). Trudno przewidzie¢ w ogdl-
nym przypadku, czy spehnienie jednego warunku (2.23) bedzie przypadkiem naj-
niekorzystniejszym z punktu widzenia bezpieczefistwa konstrukeji. Przyjmijmy,
7e maxW bedzic osiggnigie dla wartosei .wo. 7 duzym prawdopodobiefistwem
nalezy si¢ spodziewaé, ze przedzial wartoci wp

(2.24) 0,9(p — va)? < wh < L1(p+vn)?

bedzie dla konstrukcji przedziatem niebezpiecznym. Z drugiej jednak strony punkt
driatania sity wymuszajacej P jest ruchomy, czas jej dziatania w przypadkach prak-
tycznie mozliwych jest dosyé krétki, a tym samym zmniejsza si¢ nicbezpieczenstwo
nadmiernego wzro.tu amplitudy. Poniewaz rozpatrywana konstrukcja sktada sig
z elementéw o Téznych sztywnosciach i réznym rozlozeniu mas, obliczenia nalezy
przeprowadzié przynajmniej w dwoch przekrojach réwnolegtych do osi y, tj. dia
7ebra bezposrednio obcigronego sita wymuszajaca oraz dla grodka plyty sasiaduja-
cej z tym Zebrem. Jezeli obciaZone bedzie nie jedno zebro lecz rownoczednie kilka
seber, to zagadnienie mozna rozwigza¢ przez dodanie odpowiednich wietkosci
obliczonych dla kazdej z sit osobno. ,

Wyznaczenie drgafi od impulsu sprowadza sig do zagadnienia drgan swobodnych
przy odpowiednich warunkach poczatkowych, Dla 7 =0 maja one postac

*( b ) oWy Pt -

{2.25) W, x,§,0 =0, 5= p d(x—x),
gdzie P df oznacza impuls pionowy, & (x — x) funkcje Diraca, x punkt dziatania
Impulsu. ‘
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Zgodnie ze wzorem (1.44)

s

. N
Wi = Bjsin apxe * " cos (wy 1+ ),

oW ~ ot
(2.26) _gfi-:,_ Bj o sin ag xe *

[42 cos {wg t-Fs)+sin (wy (+ x)],
7T
B,ﬁB(AsHe 5+Asl_ze "f+A 3eaﬁf+4§s_}_4g F:h9)y,

Po uwzgle;dmemu w (2.26) zwiazkdw (2.25) otrzymuie sie ukltad réwnan, z ktdrych
mozZzna wyznaczy¢ stale B 1 x:

227 Bjcos x =0,
P ) C2Pdi B
— B wy Ecos xtsin %) = 7‘#—- SIN Gy X .
Z
Stad
7 - Pdt _
(2.28) %= = -—l—z Cuﬂslnazﬂ,,,;»c.

Réwnanie drgad wywolanych impulsem ma wiec postaé

2Pdt : ., e fw wet A
{2.29) Wi = ;—w— SN oy X SN @y xe 0 sin w1,
z g

Korzystajac z powyZszego réwnania mozna drogy catkowania otrzymaé rozwiaza-
nie dla dowolnej sity P (f) zaczepionej w punkcie x = %:

2 : — - ) ~
(2.30) W= im - f P(t)e ** sin [wg (£ — 1)} dr} sin ag ¥ sin ax x.
- &
o

Jezeli punkt dzialania sity P (f) porusza si¢ ze stala prf;dkoéciq 9, to nalezy zamiast x
podstawi¢ do wzoru (2.30) x == w7, Wzdr przyjmie postaé

[

(230 Wi, =-

k4
— = Wy (1) . , .
7 f P(r)e * sin [wg (2 — )] sin [y v (¢ - D)} sin ay .
f > (On

0
3. rryikaady Hezhowe

Przyklad 1. Rozpatrzono drgania wiasne i wymuszone plyty prostokatnej po-
Taczonej z dwoma zebrami dla obciaZenia ruchomego stanowigcego dwie identycz-
ne sity przylozone w punktach poruszajacych sie z jednakowa predkoscia wzdhiz
zeber. W ukladzie powstajg drgania symetryczne. Dla rozwigzania postawionego
zagadnienia przyjeto uklad przedstawiony na rys. 4.
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Po przyjeciu w réwnaniu (1.3) By =By = H =D otrzymamy nastepujace pier-
wiastki réwnania charalkterystycznego:

rH=ag¥ 024+1, 'y = tn il/-Q —1,
r3; _‘aﬂ: V§~+7, 1'4 i"*‘&ni‘l/ﬁt—"_l.
Rozwiazanie mozna przedstawi¢ w postaci
W= {(d;chr y+Ascosrmy+
4 Ay shryyt-Agsin ry y) sin ay xet @i,

4y y

s | | = Ta postaé rozwiazania jest szczegdlnie
- { : n dogodna, gdyz pozwala mna odrzucenie
o | : L L funkcji antysymetrycznych. Dla dalszych

| JF-:; obliczedr wystarczy rozpatrzyé jedynie

l ! L L# ]  wyrazenie
(3.1) W=(4ychriy+

4 Ascos Fp¥) S0 agx

Rys. 4
e‘i(w$+n)_

Ze wzgledu na symetrie ukladu i symetri¢ obciazenia funkcja naprezen przyjmie
postac¢ nastepujaca;

(3.2) F= Elg’;(As ch an Y+ Ag an y sh o ¥) sin ay xet @,
Stad mamy
s = [(As+24¢) ch an y+Ag an ¥ sh as ¥] sin ay xe @,
ty = — (A5 ch an y+Ag du ¥ sh ag ¥) sin ay, xe" @,
33 | =TT [(As+ Ag) sh an p+Ag tn y ch an y} cos ay xe @9,
X = — b [(As+Ag) Sh an Y+ Ag an ¥ ch an ¥] Smai:"’x dlat+n)
By =— [As aiﬂsh an y+46 (y chany —431; sh ap y)] sin ay xeH @9

Do wyznaczenia czterech stalych Ay, A, As i Ag otrzymuje si¢ uklad rdwnan:

AL L A2 SN 2()3W*]#
o Ty oz o a7 ey T
) o G EW B L BWE 2w
’ ys dx4 dy Idaxzay n 0r2dy b oy2 =0
2w X
Ox2 +2H%=0’ v=0
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Po wstawieniu zaleznosci (3.3) do ukladu rownan rézniczkowych (3.4) otrzymuje
si¢ uklad réwnan liniowych jednorodnych. Po uporzadkowaniu 1 uproszezeniu
ukiad powyiszy zostal przedstawiony w tablicy 1.

Po przyjeciu danych geometrycznych schematu statycznego przedstawionego
na 1ys. 4: b=2.107" I, d=1,6-107%1, H=6-10"2), h=4.10"%] oraz po
uproszezeniu rownah (3.4) otrzymuje sig do obliczenia drgan wlasnych 2 wyznacz-
nik, ktory rr_ia postaé A-(3.4.1). Ze wzgledu na jego skomplikowang budowe
nie mozna ogdlnie okreflic miejsc zerowych. Metoda préb znaleziono najmmiejsza
wlasnodé (2 spelniajaca odpowiednie réwnanie; wynosi ona £ ~ 15,15,

Przez pominiecie wplywu sit normalnych uzyskuje sie znacznie prostszy wyznacz-
nik, gdyZz tylko drugiego rzedu. Zaznaczono go w tabeli linig kreskowang. Dla
tego przypadku 2 = 12,51.

Poréwnujae otrzymane wyniki mozna wnioskowaé, Zze wplyw sit tarczowych
jest w pewnych przypadkach bardzo znaczny i nie moze byé pomijany. W dalszym,
ciggu rozpatrrono przypadek, kiedy Zebro jest bardzo sztywne. Przyigto przypadek
graniczny, tj. zamiast réwnania drugiego wrzigto rownanie otrzymane z warunku
dW*%[dy = 0, co prowadzi do rdwnania

—— p b U ty b )
A VO sh%]/Qqu — A VO sill--%VQ~1 -0

inme réwnania natomiast pozostaly bez zmian. Dla tego przypadku wynosi £2 ~
~ 15,21,

Z kolei przyjeto, ze plyta jest na zebrze podparia przegubowo. Rownanie drugie
zastapiono réwnaniem ofrzymanym z warunku 02 W*/gy2 = (. Otrzymano w ten
sposéb réwnanie ‘

A(©Q41) ch a’;b V01— Ay (© — 1) cos Oi;b VO =1i=o0.

Odpowiadajace temu przypadkowi £2 =~ 14,15. Wszystkie wyre] wymienione przy-
padki rozpatrzono takie przy pominigeiu wplywoéw tarczowych. W dalszym ciggu
dla pordéwnania wynikéw obliczono drgania pionowe I poziomo skretne, trakivjac
calg konstrukcjg jako pret cienkoscienny. Uzyskane wyniki zestawiono w tablicy 2.

Ponadto w celu uzyskania fizycznej interpretacii wielkodel £2 obliczono drgania
wlasne plyty o krawedziach swobodnych traktujac ja jake pret wolnopodparty.
Uzyskano wyniki £2 = 1. Poniewaz £ jest wielkoécia bezwymiarowa, mozna przeto
uwazaé, ze poszczegolne joj wartosci wskazuja, ile razy drgania rozpatrywanego
ustroju sa wigksze od drgan plyty w tych samych wymiarach i swobodnych kra-
wedziach. :

W drogim przykladzie przyjcto do obliczeh plyte kwadratowg (1 = b). Inne
wymiary zostaly zachowane. Przy tych wymiarach Zebra sg bardzo sziywne, wskutek
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tego pordwnanie przeprowadzono z plyta zamocowana i wolnopodparta. W tym
przypadku wplyw sit tarczowych jest minimalny i moze by¢ zupehne pominiety.
Wyniki podano w tablicy 3.

Drgania wymuszone. W dalszym ciagu dla rozpatrywanego poprzednio przy-
padku (plyta. o stosunku bokéw 1:5) obliczono drgania wymuszone. Poniewaz
obliczono tylke drgania symetryczne, to pizyieto, Ze sita wymuszajaca sklada sie

Tablica 2. (Por. tablica 4) b:/=1:3

Sposdob podparcia ) 02 %,
1 Przekrdj cienkodcienny
a) drgania poziomo skretne 70
b} drgania pionowe - 16,27 7
. ) L AR .
g 2 Zebra nie podaine na skrgcanie W*#0, ——- =10 15,21 0,5
g5 - oy _
8 ¥
g 3 . . AW *
& 2 3 Przekrdj odksztalcalny W ##0, — +0 15,15 0,0
R o
E
g . P
4 Zebra wiotkie na skrecanie W¥#0, Ty = ) 14,55 —4
Ji
. N I
o 5 Zebra nie podatne pa skrecanie W*=0, 5 =0 12,65 —1i6
20 ¥
[}
g % 6 Przekrdj odksziatcalny W* 0, —— #0 12,51 —17,5
5 ‘”’
N e ) . ' D2 *
7 Zebra wiotkie na skrecanie W* =0, TN =0 12,35 —19
] o4
8 Plyta a krawedziach swobodnych 1

z dwdch symetsycznych sit, ktérych punkty zaczepienia poruszaja si¢ rdwnoczesnie
po obydwu zebrach. Czestosé jej dobrano tak, aby zachodzit rezonans (p = wy).
Predko$¢ poruszania sie punktéw przylozenia sit jest zasadniczo niczalezna od
czestofci pulsowania, w wigkszosci jednak zachodzacych przypadkéw obydwa
parametry sa écifle zwigzane. 7

W rozpatrywanym ponizej przykladzie przyieto, Ze sila wymuszajaca pochodzi
od niewywazonych mas kot toczacych sie po zebrach. Otrzymano stad zaleznosé
pomigdzy p i v, p=2v/R, gdzie R jest promienierm kola. Drgania wymuszone roz-
patrzono z pominigciem wplywu sit tarczowych.
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Dane liczbowe:

. 1
p = wy = 76,86050 ok [ =750 m,
o = 92,95733 ! R=10
P = I52 3 = LY m,
60,76351 ! (35
PO == 0 sek © v zodz’
kg
yp =027, Py=201, — 4.105—=
cm?’

Obliczenia preeprowadzono dla dwéch punktéw: jednego o wspotrzednych ({2, 0),
1j. dla §rodka plyty, i drugiego o wspdirz¢dnych (72, 5/2), 4. dla §rodka zebra. Ugigcie
rozpatrywanego punktu naniesiono na wykresie pod sita uzyskujac w ten sposdb
linie wptywowa ugigcia. W obliczeniach ograniczono sie do pierwszego WYyrazu
szeregn Fouriera.

Tablica 3. Dygania wlasne wlogone wedlug wartofci (2 malejacych b:1=1:1)

Sposoh podparcia o
1 Plyta zamocowana na dwoch sztywnych podporach
oW F
W* =0, =0 295
oy >
2 Plyta oparta na zebrach hiepodatnych na skregeanie
aw
=0, WE0 2,87
oy ’
3% Plyta oparta na zebrach odksztalcalnych
oW *
WHEld, ——#t0 K 2,75
oy i
4 Plyta wolmopodparta na sztywnych podporach
W
wExld, ——=0 2,
_ P 00
5 Plyta oparta na zebrach wiotkich na skrgcani:
PWE
W#x0, ——=0 1,99
ayZ } 9
i} Plyta o krawedziach swobodnych 1,00

W* oznacza ugigcie krawedzi plyty.
* Dilg 2,755 < Q < 2,756 wyznacznik zmienia znak zardwno z uwzglgdmemem sit tarczowych
jak i z ich pominigciem.
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Przypadek pierwszy. Obliczymy pierwszy skladnik rozwigzania:

y=0, 0=22847060—9,51761 i.

Uktad réwnan ' :
02

£2
288 (1 — 152

22\ 200
52 2

)A1+288 (1—-“@ A I—?",

0,172 (L2 1) 4y — 0,172 (22 — 1) 4, = 0,
posiada rozwiazanie
A; = — 0,82606 — 2,25499 4,
Ay = —10,93592 — 2,57696 i,
skad znajdziemy
W(EL0, H) = (— 1,76198 — 4,83195 §) {sin (p+oy) £ — i cos (p+va)t].
Jako rozwigzanie przyjeto czg§é rzeczywista:
(3.5) Re W(31,0, ) = — 1,76198 sin (p-+-vn) t — 4,83195 cos(p+ova) 1.
Drugi skiadnik roiwiqzania oirzymano przez przyjecie
02 = 97,62249 — 4,19439 i.
Po rozwigzanin ukiadu réwnan otrzymano
A, = 0,18354 - 0,00609 i,
Ay — 0,22490 — 0,00737 i
oraz
(3.6)  Re W3, 0,7) = 0,40844 sin (p — vn) 1 — 0,01348 cos (p — v) 1.
Rozwigzaniem problemu begdzie suma dwoch Tunkeji:
(3.7). W = Bcos (wy t-+x) ¢ V52— 5,14318 sin [(p+ovy) t-+1,221] —
' — 0,40866 cos {(p - vg) £-1-1,538].

W celu wyznaczenia staltych B i » nalozono na funkcje W warunki:

68 W(11,0,0) =0 {aW(él"O’ﬂ]
’ (30,0 =0, ot b
Po rozwigzaniu ukladu réwpan otrzymano B = 520969 oraz » — — 0,376.

Ostateczne wigc rozwigzanie przyjmie postaé
(3.9) WEL 0, 1) = 5,20969 ¢1652¢ cos (76,86050 ¢ - 0,376) —
— 5,14318 sin (92,95733 t+1,221) -~ 0,40866 cos (60,76351 ¢-}1,538).
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Warto§¢ funkeji W obliczono w jedenastu punktach
kll‘
Wi = W(%l, 0, —1--6), k=0,1,2,..10,
gdzie t; = [fv oznacza czas potizebny na to, aby punkt przylozenia sity poruszajacy
si¢ z predkoscia v przebyl droge /. Obliczenia umieszezono w tablicach oraz sporza-
dzono odpowiedni wykres (tabl. 4, oraz rys. 51 6).

‘Tabhlica 4
x & + -
- o f, 99 | =
g g < =3 E=
- = | E o = o
ks ' s ¢ 2 2 ] W
g g2 gz %=
i g8 3% g%
=3 o X Cr + s |
] 0 0 0,02502 —0,01876 0,02568 ~—0,00692 0
1 0,0195 0,02423 0,01468 —0,46433 0,64607 0,19642
2 0,0390 0,02347 0,01963 0,19649 0,49385 0,70987
3 0,0585 0,02273 —0,01103 0,37003 —0,27441 0,08459
4 0,0780 0,02199 —0,01994 —0,37420 —(, 70036 —1,09450
5 0,0975 0,02130 0,00754 —43,12103 —40,25244 —0,43593
& 04,1170 0,02063 0,01977 0,45927 0,51020 0,98924
7 0,1365 0,01998 —0,00434 —0,03232 0,63076 0,59410
3 0,1560 0,01933 —0,01912 | —0,45008 | --0,04487 | --0,51407
9 0,1755 0,01872 0,00138 0,23782 | —0,66457 | —0,41537
10 0,1950 0,01813 0,01879 0,33152 —0,45515 0,10484
2 X 8 8 & 8 2 t
5 4 79 498y q 97
w
=1
© == g_ ‘é:,.. o g 3 g had
N NN 7
W

=

0,645

A0

0,77
4700
0,252

[rli]
634

0,045
ﬂ.ﬁasi [
55

‘"‘f—"_:*';:rﬂﬂw

Rys. 5

:
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Przypadek drugi. Mamy ,
y— b2, 2 = 22847060 — 0,51761 i
oraz uklad rownaf
[(— 4,44237+12,18263 i) ch (1,26115 — 0,02542 §) —
— 1,698 (4,01483 -— 0,08090 {) (14,11524 — 0,64951 i) sh (1,26115 — 0,02542 1)]A1+
+[(—4,442374-12,18263 [} cos (1, 18030 —0,02716 7) —1,698 (3,75703 — 0,08644 i) X

200

% (16,11524 — 0,64951 #) sin (1,18030 —0,02716 1)} Ag =y

[(3,1447140,01347 i) (4,01438 — 0,08090 i) sh (1,26115 — 0,02542 N+

40,172 (16,11524 — 0,64951 i) ch (1,26115 — 0,02542 i)] Ay
 [(3,144714-0,01347 §) (3,75703 — 0,08644 i) sin (1,18030 — 0,027161) -+
10,172 (14,11524 — 0,64951 {) cos (1,18030 — 0,02716 Y] 4y = 0.

I \\u/ ?

Rys. 6

5,498
0,70
0,085
1005 N,
a,m
a 544
0 M5
! 0105

Rozwigzanie jego daje
[ Ar=—017218 —0,03343 ,
(3.10)  { Ay = 037732 — 0,05630 ,
| Re W — — 0,47186 sin (p-+-oa) 14-0,02568 cos (p-} 1) £ = 0,47256 cos %
% (92,5733 +41,516).
Po przeprowadzeniu analbgiczuych rachunkdw dla wartosci p— v, otrzymano
(3.11) Re W = 0,70046 sin (60,76351 ¢ — 0,010).
Po dodaniu obu skladnikéw funkcja W przyjmie postac
(3.12) W = Be~ 192 o5 (wy 1+ 2} — 0,47256 sin [(p+-va) £ — 0,0548]+
' 10,70046 sin [(p — ) £ — 0,010},
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Stale B i x przy warunkach poczatkowych

Wil 45,0y =10, le (31, 10, t)] =0
i =0
wynosza B = 0,02502 oraz » = 0,723, stad ostatecznie
(3.13) W = 0,02502 ¢ 552t 5in (76,860 1 0,847)-—0,47256 5in (92,957 1 —0,0548) +
-+0,70046 sin (60,76351 ¢ — 0,010).

Wyniki podobnie jak w przypadlku poprzednim podano w tablicach i na wykresic
(tablica 5 oraz rys. 71 8).

Tablica 5
O
b A S
- \Gr e wa "~ il —
) Tu o g =+ gk
I o F o e =
X : | 8% | S5 | &g
N o o ox ¥ T S
0 0 5,20969 484574 1 — 483171 | —0,01340 0,00063
1 0,0195 5.04564 2,18466 | —0,55742 0,37338 2,00062
2 0,0390 4,88669 423930 5,09735 0,20440 1,15245
3 0,0585 4,73279 264251 | —1,88770 | —0,15181 | -4,68202
4 0,0780 457916 3,60572 | —4,19185 | —0,40866 | —0,99479
5 0,0975 4,43496 2,97728 3,89575 | —0,15612 6,71691
6 0,1170 4,29529 —2.96852 2,32554 029116 | -—0,35182
7 0,1365 4,16004 —3,19193 | —501126 0,37524 | —7,82795
8 | 0,560 402501 1 2,33440 0,07314 | —0,00883 2,39841
9 01755 1 389820 10 3,32080 497479 | —0,38186 7,92273
10 70,1950 3,77546 172338 | —2,45592 | ..0,27855 | — 445785

4. Wnioski

Na podstawie analizy wymtkéw mozZna wyciggnac pewne waioski o charakterze
pracy rozpatrywanego ukladu,
1, Drgania plyty o stosunku bokéw 1:5 lub wigkszym, opartej na Zebrach,
mozna z dobrym przyblizeniem obliczyé traktujac cato$é jako pret o przekroju
ceowym. W rozpatrywanym przykladzie uzyskano drgania o 7% wyisze od wy-
niku $cilejszego, otrzymanego na podstawie niniejszej pracy.

2. Nie moina w celu uproszezenia rachunkdéw pomijaé wplywu sit tarczowych,
gdyz blad popelniany jest znaczny 1 wynosi w tym przypadku 179%.

3. Piyty kwadratowe lub o zblizonym do jednoéei stosunku bokdw, oparte na
zebrach, moZna rozwiazywaé z pomtinieciem sit tarczowych. Otrzymany blad nie
przekroczyt 1%,
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4. Dobre przyblizenie vzyskano traktujac plyte jako 2anlocowanq na sztywnych
podporach. Popelniany blad wynost 7%, .

5. Dla plyt o stosunku bokéw 1:2, 1:3, 1:4, stosowanie wyZej wymienionych
metod przyblizonych jest niecclowe, gdyz popetniony btad moze byé bardzo duzy,

6. Amplituda drgan wymusé,onych ma rézne wartodcl w przekroju poprzecznym.
W rozpatiywanym przykladzie maksymalne wychylenie §rodka plyty jest kilka cazy
wicksze od wychylenia $rodka Zebra.
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Peszwme

COBCTBEHHLIE YW BRIHYXJAEHHBLIE KOJESAHWA HEKOTOPOI'O POJIA
[IIACTHUHOK IIOAKPETINEHHLIX PEEPAMW

JlaeTcs petucHEe A OPTOTPONHON NIACTHIHKH, ONEPTOok CroDOIRO BAOTE MBYX MAPAIUIIbHBIX
KpAacB, NOAKPenTemioll peBpamMu NepHeHUKY/IPHEIME K 3TAM pebpam. Pemactes 3asada cBO-
GOMBEIX ¥ BBIHYKIGHHEMX KomeOanmil, BriHyX[aromylo CHIy OPEHHMACTICH KAX COCPEIOTOYEH -
nyio ¢ty 0e3 MAacCs M NYALCEPYIOMYIO € YACTOTOH p, OpHYeM TOMKA DIPHIOMKEHAS CHILI
JBIKETCSH € JIOCTOAHHOH CKOPOCTEIO HO HPOM3B0IEHOM pebpe. Kpome 10ro yUHTEDACTCA BIUSHAS
FIEPEMEHHEIX BO BPEMeHH MeMODaHmblX CruL, UpeseSperas BIWAHECM MACCOBRIX CHT, JAeHCTBY-
IO B IUIOCKOCTH, TIPHHHMAIOTCS OAHOCTOPOHHNE Pedpa, MOHOIMTHYECKY COSAMAGHERIS ¢ 1ac-
THHKOH, YIHTEIBAS HX KECTKOCTD Ha KpyyerAe, [TpHEAMAETCH BO BHUMaHHE TaKKe BINAHHE TeMOhE-
POBANTS MATEPHANA, NPHAATOTO B KOMIIEKCHOR (opme. Jind HOMYUeHAS PEmICHAS MCHMIB3YSICH
METOZ OAMHAPHLIX DATOBR Dypse.

B saxnoueHde AAIOTCHA B3 YHCHOBEIX HPHMCDA, dHAMUIUPYA OPU 3TOM BAUAHUC DPasHAHYHLIX
YOPOMAIOIEX HPEITONMKeHnl. Pe3yIsTaTsl COUOCTABNNOTCH B TAlMuiax wim NHATPAMAX.
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Sumniary
NATURAL AND FORCED VIBRATION OF RIBBED PLATES OF A CERTAIN TYPR

The solution concerns orthotvopic plates simply supporled along two parallel edges with ribs
normal to these edges, The problem of natural and forced vibration is solved. The excitation is
assumed to be concentrated with no mass, pulsating with the frequency p, the attachment point
moving with constant velocity along a rib. Time dependent forces in the plane of the plate are
taken into consideration, The mass forces in this plane are rejected. The ribs are assumed to be
one-sided, constititing a monolithic systern with the plate. The torsional rigidity of the plate is
accounted for as well as the material damping which is assumed in the complex form. The method
of simple Fourier series is used. ‘

Tn conclusion, two numerical examples are given, the influence of varions simplifications being
analysed, .

The results are represented in the form of tables and graphs,

POLITRCHNIKA GBANSEA

Praca zostala ziosona w Redakeji dnia 27 marca 1961 r.






