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1. Uwagi i rozwaiania egélne

Zagadnienia stateczno$cl sprezyste] pretéw o zmiennych sztywnosciach zginania
mozna juz obecnie zaliczyé do tych klasycznych probleméw, ktdre ze wzgledu na
swoje duze znaczenie praktyczne zostaly obszernie opracowane i szeroko opisane
w literaturze. _ :

Jak wiadomo, obliczenie sit krytycznych dla pretdéw o zmiennych przekrojach
poprzecznych wymaga wyznaczenia odpowiednich wartoSci wilasnych jednorod-
nych réwnaf rézniczkowych o zmiennych wspétezynnikach. Rozwigzania Scisle
i odpowiadajace im wartoéci wiasne tylko w pewnych szezegélnych przypadkach
takich rownas rézniczkowych mozna przedstawié (czesto przy zastosowaniu fankcii
Bessela) za pomoca znanych funkcji. Imteresujace tego rodzaju rozwigzania sa
miedzy innymi podane w monografiach: F. Breicua, [1], A. N. DINNIKA, 2],
J. NALESZKIEWICZA, [3], A. R. RZANICYNA, [4]1 w pracy F. SZELAGOWSKIEGO, [SL

W wielu przypadkach rézne znane metody umozliwiaja otrzymanie rozwigzan
scistych w postaci nieskoficzonych ukiadéw jednorodnych réwnan liniowych.
Przyréwnanie do zéra wyznacznika podstawowego ukiadu rownan stanowi warunek
dia obliczenia sily krytycznej. Rozwigzania takie otrzymujemy np. przy zastoso-
waniu metod rachunku wariacyjnego, tj. metody Ritza, Galerkina i metody
Trefftza oraz za pomoca metody réwnan catkowych Fredbolma drugiego rodzaju.

Ostatnia metoda zostala zastosowana przez W. NOWACKIEGO w pracy [6], do-
tyczacej zagadniet statecznosci pretéw i rusztéw o statych przekrojach poprzecz-
nych, a nastepnie przez autora w pracach {7] i [8], dotyczacych zagadniend statecz-
nosci 1 drgah pretdw o zmiennych przekrojach poprzeczaych.

Nalezy jednak podkresli¢, Ze rozwiazania $ciste w postaci nieskonczonych ukiaddow
rownan obok swoich niewatpliwych warlodci posiadaja réwniez siabe strony.
W konkretnych bowiem przyktadach zachodzi konieczno$é ograniczenia si¢ do
rozwiazania zaledwie uktadu kilku réwnan (najeze$ciel dwéch lub trzech). Fakt
ten w niektorych przypadkach (stabej zbieznofci) utrudnia obliczenie parametréw
krytycznych z wystarczajacg praktycznie dokladnoscia. '

Poza tym wymienione metody przy uwzglednieniu skorczonej liczby rownaf
ni¢ pozwalaja na ogél na oszacowanie bledu, gdyz ograniczaja rozwigzanie $ciste
tylko z jeduej strony, tj. umozliwiaja obliczenie wartodci wlasnych wylacznie z nad-
miarem {np. metoda Ritza lub metoda Galerkina) albo tylko z niedomiarem (np.
metoda Trefftza). :
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Ze wzgleddéw prakiyeznych bardzo poZyteczne sg takie rozwiazania przyblizoge,
ktore dajg parametry krytyczne zaréwno z nadmiarem jak i z niedomiarem, a tym
samym zezwalaja na oszacowanie bledu. Rozwigrania tego rodzaju mozna otrzymad
niekiedy przy zastosowaniu jednej metody, czeSciej za§ przy wykorzystaniu jed-
nocze$nie dwoch metod, tj. jednej do obliczenia wartosci wiasnej z nadmiarem,
a drugiej do wyznaczenia tej wartosci z niedomiarem,

Jedna z metod przyblizonych, posiadajaca zdaniem autora dla wymienionych
rozwigzan duze znaczenie, jest metoda $ladéw jadra rownania catkowego. Umoidliwia
ona w wielu zagadnieniach, opisanych za pomocg réwnafi rozniczkowych zwyczaj-
nych (liniowych) o zmiennych wspoélczynnikach, wyznaczanie wartoéci wlasnych
7 dowolng dokladnoscia zardwno z nadmiarem, jak i z niedomiarem. Wazng zalete
tej metody stanowi fakt, Ze juz pierwsze przybliZenie daje najczesciej praktycznie
wystarczajaca dokfadnosé. Poza tym wymieniona metoda umozliwia przy znacznie
mnigjszym nakltadzie pracy rachunkowej obliczenie wartoéci whasnych z niedomia-
rem niZz wyznaczenie tych wartoéci z nadmiarem. MoZzna wicc w drodze zastoso-
wania do danego zagadnienia metody §ladow jadra tOwnania catkowego i np.
metody Galerkina oszacowaé blad przy stosunkowo matym nakladzie pracy.

Metoda $ladow jadra rownania calkowego, opisana wyczerpujaco w wielu mono-
grafiach, dotyczacych réwnafi calkowych (ap. [9], [10] i [11]) nie zostala jeszcze
w zagadnieniach technicznych spopularyzowana w takim stopniu, w jakim na to
zasfuguje 1 w jakim sg juz rozpowszechnione metody energetyczne, ortogonaliza-
cyjne i iteracyjne,

W pracy tej przedstawiono za pomoca metody §laddw jadra réwnania calkowego
rozwigzanie zagadnienia wyboczenia preta swobodnie podpariego o dowolnie
zmiennej sztywnodei zginania. Poza tym podanc konkretny przykiad liczbowy,
w ktérym dla pewnego praktycznego przypadku zmiennosci momentu bezwladnosci
przekroju poprzecznego preta wyznaczono sile krytyczna z niedomiarem i z nad-
miarem, otrzymujac w (en sposéb oszacowanie bledu, Wielkosé sity krytycznej
z niedomiarem obliczono na podstawie ogélnego rozwiazania otrzymanego w opar-
ciu o metode §ladéw jadra réwnania calkowego, natomiast wielkos§¢ sily krytyczne
z nadmiarem wyznaczono za pomoca metody Galerkina. Dla réznych stosunkow
momentdéw bezwladnosci w punkcie podparcia | w §rodku rozpigtosci preta obliczo-
no na podstawie wyprowadzonych wzordw i zestawiono w tablicy wspélezynniki,
ulatwiajace praktyczne wyznaczanie sily krytycznej. '

2. Rozwigzanie zagadnienia
Rozwazmy pret sprezysty o zmiennym momencie bezwladnosci I(x) przekroju po-
przecznego, swobodnie podparty na koficach i §ciskany osiowo stala sita P (rys. I).
Znane réwnanie rozniczkowe odksziatconej pod wplywem wyboczenia osi takiego
preta ma postac :
‘ Py(x) | Py
dx2 El(x)

2.n
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‘Warunki brzegowe zagadnienia sa nastgpujace:
2.2) y(© =0, y(@H=0

Przyjmujac oznaczenia:

| : Io
{2.3) ‘ I(x)= ; (x)
P
‘(2.4) A= EID L]

gdzie Iy oznacza dowolny poréwnawczy moment bezwladnodci przekroju poprzecz-
nego (np. w punkcie podparcia preta), przepisujemy réwnanie (2.1) w postaci

P2y (x) p 5| P

@35 o Taryx=0. M -

{

Zagadnienie obliczenia sily
krytycznej sprowadza si¢ do ' y
wyznaczenia najmniejszej war-
tosci whasne] A=4,, dla kto-
rej rownanie (2.5) posiada rozwigzanie niezerowe, spelniajace warunki brze-
gowe (2.2).

Roéwnanie rézniczkowe (2.5) mozna zastgpi¢ nastgpujacym jednorodnym row-
naniem catkowym Fredholma drugiego rodzaju:

Rys. 1

i
(2.6) yx) =4 [ 30 1@y ©4dE,

edzie ¥ (x, &) jest funkcja Greena, kidra w rozwazanym przypadku stanowi roz-
wigzanie rownania rozniczkowego

: d2
2.7 T L O)l=00x—£),

w ktérym 6 (x — &) oznacza funkcje Diraca.

Dla warunkow brzegowych (2.2) funkc;a Greena y (x, §) wyraza sig (por. np. {12],
str. 527) wzorem pastepujacym:

Wre

7(l—~6), jedli 0gx<EL,
(2.8) yix, &) =

Col—x), jedi 0<E<x<l.
!

W wiclu przypadkach wyznaczenie funkcji Greena nastrecza trudnosci, ktére
zaleza od budowy operatora réiniczkowego, wystgpujacego po lewej stronie znaku
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rownosel w rdwnaniu (2.7) i od rodzaju warunkéw brzegowych. Sposoby. wyznacza-
nia tych funkcji sa obszernie opisane w literaturze (por. np. [9], {10] i [12]). Dla
pewnych czgste spotykanych typow réwnan rozmiczkowych i warunkéw brzego-
wych zestawiono funkcje Greena w tablicach (por. np. [13]).

Rownanie (2.6) mozna dzigki podstawieniu

(2.9) z(x) =y () Vr(x),

(ktére mozna zastosowaé, gdyz r{x) > 0) napisal w postaci nastepijacego réw-
napia catkowego o jadrze symeirycznym:

. ‘ ?

.10 . 2(x) =4 [ K(x,Hz(E)dE,
4]

gdzie

@.11) K(x, & =y (x, OV (0r ().

Oczywiste jest, ze warto$ci whasne sa identyczne dla rownania (2.6) 1 (2.10).
W oparciu o funkcje Greena (2.8) zapisujemy jadro {2.11) w postaci:

X R,
S A=aYrr®, sl 0<x<

e

: oo gl’
212)  K(x 8-
. TU=)Vr@r@, el 0<i<x<L

Nastgpnie obliczamy drugi §lad A, jadra K (x, £) ze wzoru (por. np. [9], str. 112)
nastepujacego: '

1
(2.13) - Ay = [ [ [K(x, P didx
o0 :

lub na skutek symetrii jadra K (x, &) za pomocy jednego z dwoch (wygodniejszych
od poprzedniego) wzoréw

4 &
(2.14) Ay=2 { [ IK (0P dx}dé,
0 0

X

1
(2.15) Ay =2 [ | [ [K (x, P de} dx.
¢ o0

Na podstawie obliczonej wartoéci §ladu A, wyznaczamy pierwsze przybiizenie
wartosci wlasnej A, 7 niedomiarem ze wzoru

1
@16 - S Py vp—
i _ . : VA,
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‘Znajac. warto$¢ A; mozna obliczyé wielkos¢ sity krytycznej. Py, z niedomiarem
ze zwigzku (2.4).

Znacznie diuzszego rachunku wymaga w konkretnym przykiadzie wyznaczenie
za pomoca opisane] metody plerwszego przyblizenia wartofci i; z nadmiarem.
Stosujemy wtedy wzér

. ‘. A_
2.17 , A 2.,
(2.17) ' 1 l/A4

W ktorym Ay oznacza czwarty §lad jadra K (x &). Obliczenie warto$ci 44 jest na
ogdl zmudne.

-W podobny sposdb Wyznaczamy nastepne przyblizenia wartoéci 4. Ogoluie
m-te przyblizenie wartofei 4, obliczamy (por. np. [9], str. 110 1 [I1], str, 326) ze
WZOTOW

‘ 1
(2:18) M & z niedomiarem,
] 291
(2.19) Mo ]/Aﬂ z nadmiarem,
L Aamso
gdzie slad 2m-ty:
11
(2.20) Aggy = [ [ [Kom (x, §)2dEdx
00

Iub na skutek symetril jgdra Ky (x, £) moZe byé obliczony ze wzordw

i 3
(2.21) A= j { (K (x, )12 dx) dE,

Q-

1A
(2.22) A =2 | { Ko (x, 012 dEId\".
' - [V

We wzorach powyzszych K, (x, £) oznacza m-te jadro iterowane i okre§lone jest
wzorcm rekurencyjnym

1
(2.23)  Knp(x, &)= f K (x, ) Kn_i(n, Hdy =
]

I
= I f K, DK 1, m) e Ky, Edny dyp oo dyjm_; -
o 0 *

W konkretnych przyktadach mozie czgsto- sprawiac¢ trudno$é obliczenie calek,
ktére w wielu przypadkach funkeji r (x) nie wyrazaja si¢ za pomocy funkcji ele:
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mentarnych. Wygodnie jest'w iakwh przypadkach rozwinaé funkcje 7 (x) w sze-
reg potegowy badz przyja¢ inng funkcje zastepezy, np.

2.24) 7 {x) = bx®+cx+d,

aproksymujaca dany zmienny moment bezwladnosci dzigki odpowiednio dobranym
parametrom b, ¢, d i n. Latwo zauwazy¢, Ze funkcja (2.24) moze by¢ z korzyscia
stosowana zaréwno przy pretach
wypuklych, jak i wklestych oraz
przy symetrycznej i niesymetrycznej
zmiennoéci momentu bezwladnosci
wzgledem $rodka preta (vys. 2). Pa-
rametry b, ¢, d i n moZna obliczyé¢,
na podstawie danych momentéw

bezwladnosel przekrojow poprzecz-
nych w punktach podparcia prgta
i danego ekstremalnego momentu
berwladnosci w pewnym przekroju
poprzecznym prgia oraz z warunku
polozenia tego ostatniego przekroju
Rys, 2 na dlugodci preta.

3. Przyidad

Obliczmy site krytyczna w przypadku, gdy funkcia r (x) ma postac:

(3.1 7 (%) = sx? —slx+1,
gdzie

4 ) ] Iy
{3.2) s :—IE (1—k), C = 1’

przy czym w rozwazanym przykladzie Iy oznacza moment bezwladnodci przekroju
poprzecznego w punkcie podparcia preta, zad Iy oznacza moment bezwladnosci
w drodku dlugosei preta. ‘

Latwo zauwazyé, 7e w zaleznosci od przyjetego stosunku k funkcia (3.1) umozli-
wia nadanie rozwazanemu pretowi ksztaltu wypukiego lub wklestego o symetryczne;
zmiennodci przekroju poprzecznego wezgledem $rodka - dlugosci prefa.

Na podstawie wzorn (2.12) i (2. 15) (W kiorym & < x) obliczamy §lad A, jadra
K (x, &):

i

(G3) dy=—2 f [(I~x)2(5x2“51x F1) f Ez(sfzmsl§+1)d§]dxw

4 14
25 200 (135214120 s12+280) BACTTTY

2
3150 (26k + 8k+1)
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Pierwsze przyblizenic najmniejsze] wartoéci wlasnej z niedomiarem znajdujemy
ze wzoru (2.16):

14 LI l/ 3150
G4 YU Ya, BV 26k248kH1

Nastepnie w oparciu o zwiazek (2.4) otrzymujemy wzor do przyblizonego wyzna—
czania 7 niedomiarem wielkogci sity krytycznej

72 EI()
) (35) P}m- [ *712 “Y1»
gdzie
3 R ]/T
{(3.6) . YeT 26k2+8k+1

{3.10)7_‘ - 2

Przy k =1, tj. w przypadka preta o statym przekroju poprzecznym, znajdujemy

9,487 EI,
‘(3.7) Pyy 22 7’27

Wzor (3.7) daje warto$¢ sily krytycznej z niedomiarem, réZnigca sie mmniej niZ
o 4% od wartosci $cistej. '

Nastepnie w celu oszacowania blgdu wyprowadzono za pomocg metody Galerkina
wzér do obliczania w rozwaZzanym przypadku sity krytycznej z nadmiarem.

Maigc ma uwadze fakt, Ze przy wyznaczaniu wartofci wlasnych metoda ortogona-
lizacyjna daje na ogél rozwigzania szybko zbiezne, przyjeto rdwnanie osi odksztal-
cone] preta w postact jednoparametrowej nastepujacej funkcji, spetniajacej warunkl
brzegowe (2.2):

(3.8) y{x) =yisina x,
edzie
-
ay I .

Podstawiajac funkcje (3.8) do réwnania rézniczkowego (2.1) zapisujemy warunek
ortogonalizacii Galerkina nastgpujgco: :
!

{3.9) f [31 af sin ey x — Ay, (52— slx - 1)'a1 sin ey x]sin o, xdx =0,

b
Po wykonaniu catkowania otrzymujemy

64
V¥ (6n2 —3s2— s a2z
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. Nastepniew oparciu o zwigzek (2.4) 1 (3.2) otrzymujemy wzor na site krytyczna
z nadmiarem

3 11 f) iZ_EI_O

(3.11) Pt

gdzie

: o . 372 _

(3.12) T ” .
222k T D+ 6 (k—1)

W szezegblnym przypadku preta o statym przekroju poprzecznym, . pray k=1,
wzdr (3.12) daje warto§¢ v, = [, pokrywajaca si¢ ze znanym rozwigzaniem Scistym.

Wartoéci wspolezynnikéw 9 1y, oraz $rednie wartodci v, tych wspdlczynnikdw
dla réznych stosunkéw k zestawiono w tabiicy 1.

Tablica 1
k =0,25 ko= 0,50 k= 1,00 k =200 k = 4,00

Y 26442 - 1,6769 0,9612 0,5170 '0,2684
Y2 2,8734 1,7688 1,0600 0,5350 0,2772
Vir 2,7588 1,7228 0,9806 0,5260 0,2723

Jak widaé, wartoéci wspdlczynnikdw v, daja praktycznie wystarczajacy doklad-
nosé, gdyz najwigksza réznica migdzy wspotczynnikami yg, i v wystepnjaca dla
k= 0,25 stanowi okoto 4,09,

. Na podsiawie wartojci wspélezynnika g 1y dla k = 1,00 moZna przypuszczac,
ze warto$ci wspdlczynnikéw y; zostaly obliczone z mniejsza dokfadnoscig niz
wartosci wspolczynnikéw v, W razie potrzeby otrzymania wynikow dokladniej-
szych nalezy wyznaczyé za pomoca metody §ladow jadra rownania calkowego oraz
metody. Galerkina nastgpne przyblizenia wartodci wiasnej 4, z niedomiarem i z nad-

niarem.
4, Fakofczenie

Przedstawione w tej pracy rozwigzanie moze mie¢ duze zastosowanie praktyczne,
pontewaz umozliwia z wystarczajgca dokladnoécia oraz z oszacowaniem bledu .
wyznaczenie sit krytycznych w pretach o réZnej zmiennosci momernitu bezwladnosei
przekroju poprzecznego.

W wielu konkretnych przypadkach praktycznych jedyna trudno$é moze stanowié
Scisle obliczenie catek, ktére jednak mozna wyznaczyé w sposob przyblizony badZ:
to na drodze numerycznego calkowania, badZ.tez -— jak juz nadmieniono uprzed-
nio — przez wprowadzenie pewnej funkcji zastgpczej, aproksymujacej w sposéb
mo7liwie dokfadny funkcjg, opisujaca zmienno$¢ danego momentu bezwiadnosci.

Przedstawione w tej pracy zastosowanie metody §ladéw jadra réwnania calko-
wego w polaczeniu z metoda ortogonalizacyjna Galerkina moze byé oczywidcie
wykorzystane przy wyznaczanin warto§ci wlasnych z nadmiarem i z niedomiarem
w wielu innych, bardzie skomphkowanych zagadnieniach statecznodci 1 dynamiki
ustrojéw pretowych,
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PeswomMe

MPABJIMKEHHOE ONPEARJEHME KPUTHUECKOH CWJIbI C OLIEHKOH
TIOTPEINHOCTYA TIPA NPOOOJIBHOM W3TMBEE CTEPKEHSA TMMEPEMEHHOIO
MOITEPEYHOT G CEYEHUSA

B paboie ¢ TOMOMIBIO CIGIOB AAPA UHTSIPAIBHOTO YPABHCHHA DPUBOSATCA DEMICHHC 3ANaUN
BpOONsEOre M3ruba mpsMoro, CEOBOIHO ONEPTOTO CTePkHf, 00JaNAONIEre IPOH3IBOJIBHO HEPe-
MenHOH KeCTKOCTBIO W3rmba. KpoMe TOFO HaeTcs KOHKPOTHBIA YACAOBOH IIPHUMEP, B KOTOPOM
ZUIS ®3IBECTHOFQ MPAKTHYECKOTQ CHyYas H3MCHHHBOCTH MOMEHTA HHEDHHH TONEPEYHOTO CCYCHHA
CTEPIHS, ONPSAENSCTCH KPHTHYECKAH CUIlA ¢ HEROCTAYEH K ¢ WIMAIROM, IONYHAL TAKMM obpaszon
OUEHKY IOrPERTHOCTH, Benuyuea KPHTHYCCKOH CUMEL ¢ HEOCTAYEH ONPEpenmieTsa Ha OCHOBAHMY
obmero pelleHNs NOIYYCHHOTO HA OCHOBAHMM METOAA CHEIOB AApa MHTETPANGHOLO YPaBHCHHAA,
TOrAa KAK BCITMUMHA KPHTHYCCKOH CHIGl ¢ H3JWMUIKOM — ONPENEeNAeTCS METOAOM TanmepxuHa.
OnHoBpEMEHHO, OBpaILAETC BHUMANHE HE NPAKTHYECKHE BEIIOAL, BEITEKATOMAS M3 IPHMEHEHAA
B opHO# 3amaue 00OHMX YHOMAHYTHIX METOHOB.

Omaxo METON CICAOR SAPa MHTETPAILHOTO YPABHERUS, HPH ONPeACHEHHH KPUTHICCKUX napa-
METPOB ¢ HIGBITKOM ABIASTCH, ¢ MATEMATHAICCKOH TOURA 3PS, BGoee TPYHOeMKHM, HYeM SHepre-
TEMECKHE ¥ OPTOrOHAIMIALYOHHEIC METOARL, KOTEPHIS O/IHAKO HEe NIErK0 HAIOT BOIMOKHOCKE Onpe-
MEHHTDL 5TH OAPAMETPRL C HENOCTATCH. :

Jlst pasMyHBIX COOTHOLICHANH MOMELTOB MMCPUMAH B TOYKE ONMDAHMS W COPS[MHE NpOISTa
paccMaTPHEASMELH CTEPKEH S, T4 OCHOBRHIH BHIBENCIRIEIX thopMyII, onpenenaroTca Ro3QOUIHERTS,
OGNeryAomMe OPAKTHICCKOS OIPENENOHHe KPHTHYECKOH CHIbL 3TH KO3 HUIACHTHL COMOCTAB-

JeHsl B TAOTHIIAX.

189




Summary

APPROXIMATE DETERMINATION OF THE CRITICAL FORCE AND ERROR ANALYSIS
FOR THE BUCKLING PROBLEM OF A BAR WITH VARIABLE CROSS-SECTION

In the present paper, the trace of the kernel of an integral equation is used to obfain the
solution of the buckling .problem of a simply supported bar with variable rigidity.” A nu-
merical example is given in which, for a certain practical case of variable rigidity, the critical
force is approximated from above and from below, thus obtaining an appraisal of the error. The
lower value of the critical force is obtained by means of the general solution by the trace method,
and the upper value - by means of the Galerkin method. The practical advantage of using both
metheds simultancously is shown. The trace method, which enables the obtainment of an ap-
proximation from above, requires usually more labour than energy and orthogonalization methods,
which, however, give only an approximation from below. ]

For various ratios of the moments of inertia at the support and the middle point, coefficients
enabling practical determination of the critical force are coraputed and tabulated, using the equa-
tions derived, :
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