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1. Wstep

W pracy bedziemy rozpairywali rurociag gruboscienny poddany jednoczesnemu
dziataniv ci$pienia wewngtrznego p i momentu zginajacego M.

Celem pracy jest okre§lenie krzywej granicznej w plaszezyZnie Mp odpowiadajacej
no$nosci sprezystej przekroju rurociagu.

Przez noénosé spreZysta rozumiemy tu, podobnie jak w pracach [2] i [5], zespdt
olicigzen, wywolujacy pierwsze odksztalcenia plastyczne rozpatrywanego przekroju
rutociggu. Znajomos$¢ takie] krzywej granicznej posiada znaczenie praktyczne
wtedy, gdy odnoszenie obliczenn do no§nosci granicznej (plastycznej) nie jest uzasad-
nione np. z uwagi na charaktelq obciazen lub zastosowany material,

Zajmiemy sig rowniez analizg rozkladn napreient wystgpujacych w przekroju
rurociagu.

Przyjmiemy nastgpujace zaloZenia:

1. Material rurociagun jest idealnie sp1qzysto—p1astyczny i podlega hipotezie
Hubera-Misesa-Hencky’ego. g

2. Rurociagg posiada of prostoliniows, zatem w rozpatrywanym zakresie spro-
ystym rozklad naprgzen od cifnienia wewnetirznego jest kolowo-symetryczny,
a od zginania liniowy.

3. Pomija si¢ ewentualne naprezenie cieplne (co czefciowo mozna uzasadnic
stosowaniem kompensacji) oraz zaleino$é granicy plastycznodct od temperatury.

4, Pomija sie wplyw sily poprzecznej zakladajac czyste zginanie.

5. Pomija sig wplyw lokalnego wzrostu naprezen spowodowanego naciskami
podpdr rurociggu. _

Praca obecna stanowi uogdlnienie i pewna kontynuacje pracy [2} podajace
krzywe graniczne dla rurociagu cienkosciennego. ‘

2. Rozklad naprezen

Przyjmiemy uklad wspoirzegdnych walcowych r, 8, z {rys. 1). Cisnienie wewngtrzne
p wywoluje w rurze o promienin wewnetrznym a i zewnetrznym b naprefenia, [3]

@ bh2lr2
gg = F”z —52— a2p’
1) ai b2 — p2
T EAR—a"
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Wywolane przez ciSnienie wewngtirzne p naprezenia osiowe, ktore oznaczamy przez
Oyp, zalezg od charakteru pracy rurociggu.

Rozpatrzymy trzy typowe przypadki. Jezeli rurociag moze sig swobodnic wy-
diuzaé (np. wskutek kompensacii), to mamy do czynienia z plaskim stanem napre-
senia 1 o,p = 0. JYezeli rurocigg jest zamocowany na obu koncach, to wystgpuje
plaski stan odksztalcenia e, — 0. W przypadku ustalonej temperatury z prawa
Hooke’a otrzymamy wtedy

2va?

(2'2) Ozp = ¥ (Gr —Jr O‘g) = mp’

Trp Gz

W7t

ERRN b}

Rys. 1

Jezeli wreszcie rurociag jest zamknigty dnami, to

a2
b2 . azp'

2.3) Fap ™

Wszystkie trzy rozpatrywane przypadki mozna ujaé tacznie wzorein

2pa

s

gdzie p =0,y =9 lub p=1/2 zaleznie od charakteru pracy rurociagu.
Wprowadzajac bezwymiarowa zmienna (promiefi) ‘
(2.5) o=rfb

Oraz 0ZNaczajac

2.6) g = é/b,
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okreslimy rozkiad napreZen nieco prostszymi wzerami. .

p* (1462 dted o
T Ty gy )
2 Q f&ﬂ)
(2.7 FESRERL
: S ’ st MPZ)
2y
Ozp — "ﬂfi

Naprezenia pochodzace od zginania oznaczamy p‘lZLZ Topr- Przyjmujqc e momenl_
o zwrocie pokazanym na vys. 1 jest dodatni, mamy
(2.8) GzM:-}~(, :*—gb sin @,
gdzie J jest momentem bczw!adnosu przekm]u E zn:uenua pokamnq na rys. 1.
qur&tﬁeme oy wymes1e wige ostatecznie .
B . : ppr . Mb VY
.9 Y e sm 8.

3, Wyprowadzenie réwnah krzywych granicznych

W przypadku jednoczesnego dzialania kilku obciazed najbardziej pogladowe
przedstawienie zakresu pracy i prawdopodobiefistwa osiagnigcia stanu niebez-
piccznego daje powierzchnia lub krzywa graniczna. Jej znajomo$é umozliwia
up. obliczenic wytezenia przy dowolnym, znanym pmwdopodobmmtww z1man
poszezegdlnych obcigzen, [41 i 6] .

W rozpatrywanym p;zypa.dku rowuamem wy]scmwym okleslajzgcym krzywq
graniczna bedzie

3.1 ' v sup gk, 0) =

gdzie symnol sup oznacza kres gorny funkc:JL oo W obszarze piericienia g s r< b,
0 <0< 2% (por. G.M. Ficutennorc, [1}, s. 208), natomiast €, jest granica
plastycznosei przy jednoosiowym rozcigganiu, Naprezenia zastepeze (zredukowane)
okrelimy w oparciu .o hipotezg energii odksztalcenia postaciowego za pomoca
WZOin

(3.2) | oy = VIl — 5P +o,— Gz)2+(0z— on)2],

a po podstawieniu {2.7) 1 (2.9):

262 ’ 2 {11 g2 o
(3.3) 202 (1, #) == [ 2(1 [,__7 J . { B2 {L-0%) o

A T lea—pt i—pl”
. Mbh o] 4 [/32(1 — ¢%) 211)62 Mb 8]_2.
T3 P 8In A 2(1~——ﬁ2)P |sz 7 ——g s U
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Najpierw zbadamy zachowanie si¢ tej funkcji ze wzgledu na zmienna @, Pochodna
wzgledem € wynosi

020  4Mbo pU—2p | Mb ]
30 = 7 SQ[W -+ 7 QSln9 .

Z uwagi na symeirie wystarczy rozpatrzy¢ przedzial —af2 < 0 < w2, Jeieli
drugi wyraz w nawiasic jest dostatecznie maly wobec pierwszego, to pochodna
ma w calym rozpatrywanym obszarze ten sam znak, mianowicie znak iloczynu
Mp. W przeciwnym razie przy wickszym wplywie zginania pochodna jest rOwna
zern dla

(3.4)

P a—2p 0
(1 —p2) Mbe

(3.5 0 2= % — —ar¢ sin

oraz jest wjemna dla 0 < 6%, a dodatnia dla 0 > 6*. Oznacza (o, iz w punkcie
= 0* [a raczej wzdhuz linii 8 = 6* ()] wystgpuje minimum wyteZenia materiatu.
Kres gérny moze byé osiagniety zatem jedynie w punktach (wzdiuz linii} 0 = &/2.

lub 6 = — &2, gdzie pochodna jest tez réwna zeru. By pordwnaé bezpoSrednio
oba te przypadki obliczymy réznice

2Ey_ zt_f):§fﬁgj@¥2
(3.6) 20’0( 2 205 ~ A —p)J7 Mp

Znak tej roznicy jest wigc znakiem iloczynu Mp. W przypadku réwnych znakow
momentu gnacego i cifnienia wewnctrznego poszukiwany kres gdérny moze byé
osiggnicty na linii § = =/2, a w przypadku réinych znakéw na linii 0 = — m/2.
Fizykalne uzasadnienie tego, wniosku jest proste, bowiem wzdiuz tych linii na-
prezenia od zginania i ci$nienia wewnetrznego posiadaja rdzne znakl co jest przy-
padkiem wytrzymalofciowo mmniej korzystnym.

Szezegdlowo zajmiemy si¢ jedynie analiza przypadkn réwnych znakéw M 1 p.
Podstawiajac sin @ = 1 do réwnania (3.3), dzielac je przez 2 i porzadkujac, otrzy-
mujemy

92 b2 282 (1 —2y) gb (o* — do% p+det p21-3) f*
20y e 2
3.7 o5l M2+ a7 Mp+ d—py ot
Wprowadzimy najpierw, podobnie jak w pracy [2], bezwymiarowy moment gngcy
(3.8 = b M
¥ " o,

oraz bezwymiarowe cifnienie wewnetrzne

V3R
9 a—mo.”
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Wspdlczynniki proporcjonalnofei dobrane sy tak, by zachodzily réwnosel m = 1
przy pojawicniu si¢ pierwszych odksztalced plastyczaych przy czystym zginaniu
oraz g =1 przy dzialaniu tylko ciSnienia wewngtrznego w przypadku plaskiego
stanu naprezenia (i = 0). Zamiast (3.7) bedziemy teraz badaé funkcje

55(0) 262 (L —2y) o

610 s =g m et JEEp Mt
(o* — do* p+do* y2-1-3) f4

G+pher T

Przyroéwnanie do jednosci kresu g6r1ae§0"tej funkcji w przedziale § < g < 1 okredli
poszokiwang krzywa graniczng.

Wykazemy teraz, Ze wewnatrz przedzialu § <2'o < 1 nie moze wystapi¢ lokalne
maksimum funkeji 52 (g). Mamy mianowicie

) Gop

3.1 d2 = 2m +(Wq2>0=

co wyklucza mozliwos¢ istnienia maksimum. Wobec tego kres gorny funkej (3.10)
moze by¢ osiggnigty tylke w punkcie ¢ = # (punkt 4 na rys. 1) lub w punkcie ¢ = 1
{punkt B na rys. 1).

Ze wzgleddw fizycznych jest oczywiste, Ze przy przewazajgcym wplywie cisnienia
wewnetrznego punktem niebezpiecznym jest punkt 4, a przy przewazajgcym wplywic
zginania punkt B. Wobec tego krzywa graniczna bedzie skladaé sie z czedei elipsy
odpowiadajacej punktowi A4, mianowicie

262 (1 —2y) 341292 p4

{3.12) f2m2+ m" mg 'w——-q =1

oraz czefci elipsy, odpowiadajacej punktowi B, o réwnaniu

262 (1 —2y) ApH(l—ypt9?)
(3.13) m2+qu +““—3“j;ﬁ:—_ g2 =1.

Napiszemy oba te réwnania krdtko w postaci
(3.14) Ay mi4-Aqs g2 +Bmg = 1.

Latwo sig przekonaé, ze sg to elipsy, obliczajac wartos¢ wyrdznika odpowiedniej
formy kwadratowej. RGwnanie ich mozemy sprowadzié do postaci normalnej przez
dokonanie odpowiedniego obrotu, na przyklad

W == M COS ¢ — ¢ §in ¢,

(3.15) _ -
g = m S1n @+-¢ COs .
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Przyrownujqc do zera wspbtczynnik przy iloczynie mg okreslimy

74 pomocq WZOTu
B

(3.16)" : g2y =

. — Ay

Zatem w przypadku punkta A

253 (—2p) Y3 4P
%f”’L{l 27;;}7 ,6’4—/?6

(.17 tg2p,= —

a w przypadku pantu B
2820 —2y) /354
8 =
(3 ! ) A g 2?).3 3 (3 o 4Tﬂ+4w2) ﬁ4

Dlugosdé potosi mozna okreflié za pomoca wzori

-
(3.19) P P & N—
g/Al‘g‘A2i]/-(Al_A2)2+BE

kat obrotu ¢

QOstatecznych wynikow podstawienia dla punktow 4 1 B nie bedziemy przytaczali.

‘“Wyniki obliczenn numerycznych zestawiono w .tablicy 1. Podaje ona wartosé
latéw obrotu 1 dhugodei dla w'=0, v =03 i 9 = 0,5 (co odpowiada trzem typo-
wym warunkom pracy rurociagu) oraz § = 0,5, =081f = 0,9, Wyniki vzyskane
dla tcj ostatnicj wartosci 8 réznia si¢ nieznacznie od przypadku rurociggu idealnie

Tablica 1. Katy obrotu p oraz diugosci polosi elips, tworzacych kigywe graniczne

. i punkt 4
B g - O, N,
| o] a b ! v
0 *‘ —5°25° 0,996 2,03 8° 40
05 03 —2°15° 1,008 2,01 3° 307
0,5 | 0 1,020 2,00 4]
0 ] 2015 0,934 1,425 26° 25°
0,8 03 21035 1,032 1,292 12° 107
0,5 ! 0 1,063 1,252 0.
¢ =37 0,889 1,392 35° 48
09 093 --385% 1,014 1,262 i9° 3
05) 0 1,102 1,122 0

punki &

o

0, 989

0,998
1,000

0,525
0,985
1,000

0,875
0,973
1,000

ClellkOSCICnﬂPGO (ﬁ = 1) zbadanego W pracy [l] Rurociggi o stosunku prmmcm }’3
7awa.rtym w przedziale 0,9 < f <1 mozna wigc uwazaé za cienkoScienne, Jak

o si¢ czyni zreszta zazwyczaj. Mozna latwo wykazal, ze w przypadku réznych
znakéw cifnienia wewngtiznego p i momentu zginajacego M krzywe graniczne
bedy fukami elips, swanowigcych lusirzane odbicie dotychezas badanych elips
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wzgledem osi m lub osi ¢. Istotnie, zamiast sin § = 1 nalezy podstawié sin ¢ = — 1,
a poniewaz funkcja ta wystepuje przy momencie zginajacym 1 tylko przy moimencie
Zginajacym, wige ofrzymujemy w wyniku rdwnania (3.12) i (3.13) ze zmiénnym
znakiem przy iloczynie mq. Calkowita krzywa graniczna bgdzie wiec skladad sig!
% _hlkéw czterech elips, bedzie mianowicie oémiokgtem krzywoliniowym (rys. 2 i 3).

§¢

=l

*f

PRSI . ]
02 04 05 ¢4 40

Rys, 2

Rysunek 2 przedstawia wplyw zmiany parametru § {stosunek promicnia wewnetrz-
nego do zewngtrznego rury) przy ustalonym g = 0,3, a rys. 3 wplyw zmiany para-
metru w (przy ustalonym f = 0,5) na ksztalt krzywych granicznych,

Wspétrzedne wierzchotkdw ofmiokata moZna okredli¢ $cisle, rozwiazujac uklad
rownan (3.12) 1 (3.13). Rugujac z tego ukiadu jedna z niewiadomych otrzymujemy
mianowicie réwnanie dwukwadratowe ze wzgledu na druga. Ostateczoe wzory maja
jednak postaé¢ zlozong i nic bedziemy ich przytaczali.’ '
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4, Linie réwnych naprezen zastepczych w przekroju

Oprécz krzywych granicznych w plaszezyinie obcigzed bardzo dobrze charak-
teryzuja prace clementu linie réwnych naprezed zastgpezych, zwane czasami
liniami réwnego wyteZenia. Stanowia one ponadto podstawe analizy sprezysto-
plastycznego zakresu pracy elementu wyznaczajac Scisle lub w pewnym przybliZe-
niu granicg migdzy strefy sprezysta a plastyczng.

TR

05
i ¥=05
40 'm o
- Eal 7 X ey A o W=D
081 ]
06— 2
g4
ozt \
R, — i H : .' .
0] 0z 64 G6 04 40 "
Rys. 3

W rozpatrywanym przez nas przypadku otrzymamy réwnanie linii réwnych
naprezen zastepezych przez przyréwnanie wyrazenia (3.3) do pewnej stale], a Scisle
biorac parametru, odpowiadajacego poszezegblnym liniom.. Oznaczamy ten para-
metr przez 202 02, symbol a bedzie wiedy okreflat, jakiemu utamkowi granicy
plastycznoéci O, odpowiada dana linia réwnych naprezen zastgpezych, Drielac |
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tak otrzymane rownanie przez 20? i wprowadzajac bezwymiarowe obciazenia
(3.8) i (3.9) uzyskujemy

22 (A —2p) e

I — 2u)2 p4-1-3] B4
{4.1) 02m25m26+¥'/3 W u9+ ]ﬁ

G+pHet

mq sin ¢ + g2 —? = 0.

Przy ustalongj wartosci parametru a réwnanie to okresla linig réwnych napreZen
zastepezych, mianowicie posiada postaé¢ F(g, f) = 0. Efektywne naszkicowanie
tej linii jest ulatwione w przypadku rozwikiania réwnania (4.1) ze wzgledu na jedna
ze zmiennych. Ze wzgledu na zmienna p jest to dosé skomplikowane réwnanie
szostego stopnia, natomiast bez trudu daje si¢ rozwiazaé ze wzgledu na sin 0.
Drzielac je przez g2 m? i wprowadzajac oznaczenia

_a=29prq
my3pt +,84 ’
“.2) 3p4 g2 (1 — 2y g4 qz o2
S2 7 ghpyme O [ Grpym mz} e %

gdzie S 1 55 sa funkcjami o (zaleznymi réwniez od stosunku promieni rury §, charak-
teru pracy rury o, obciaZed m i g i parametra linii a), otrzymujemy réwnanie

4.3) sin2 425, sin 0+8, = 0
o pierwiastkach
{44) sin BlZ = —*-Sli'l,f SZ ————_Sz

Wiclkogei katow 04 i 02 w zalezno$ci od parametru a i ¢ zestawiono w tablicy 2.

Poddamy teraz analizie linie rownych naprezen zastgpezych op okreflone row-
naniem {4.3). Rézniczkujac to réwnanie wzglegdem 6 i ¢ otrzymujemy

4.5) 2 cos B (sin 0--5,) d6-+-2 S sin 04+53) do = 0,

przy czym przecinkami u géry oznaczono rozniczkowanie wzglgdem . Warun-
kami ekstremum badanych linii ze wzgledu na zmienne ¢ 1 9 bedy wige kolejne

(4.6) sin 048, =0, 25/ sin+8; =
Ekstremalny promiedl ¢ zostaje wigc osiagniety wzdluz linii

(1—29)f2q
oy 3 45

Jest to oczywiscie wzor (3.5) przepisany w posiaci bezwymiarowej.

“.n # = 0* = —arcsin §y = — arc sin
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Tablica 2. Wielkoéci katéw ¢, i 0, w zaleinosei od a i g
obliczone wedlug (4.4) dla 8 = 0,5, v = 0,3, ¢ = 0,82, m = 0,53

N 0,5 0.6 0,7 0.8 0,9 1,0
O 8° 0’ 10° 357
03 -, P30 16°35
os O 15° 107 18° 257 17° 457
S ) —22° 45° -—25° 30" —25°10°
os O 17° 407 27° 07 27° 20 26° 10" .
6, _26° 407 —35°30° —34°55° 330457
o 6 25 340 157 38° 30/ 367 307 34° 10°
gy —16° 15"  --45° 0 4§25 4500 —41° 107
0; U 41° 307 50° 157 5100 46° 30" 42° 10"
o, —S6° 10" —65°55’  .—64°40° . 57O —50° 4o
6y 68° 30° T3 2y 67° 307 58407 51° 30"
%8 6, — — e P o
. 0 46° 557 76° 557 63° 407
09 | 8407 . —85° 507
o | o 90°
g -

Drugie réwnanie {4.6) nie okrefla w sposéb réwnie prosty linii, wzdtuz ktorej

wystepuje ekstremalny kat 0, bowiem w wyrazeniu S, wysigpuje parametr a, ktory
nalezy wyrugowal. Mamy mianowicie
2(0—2p) f2q .
w———————"0 "2 gin f§ —
m /3 4-p4

1834 qz e
Grpym ¢
2{] — 4 g2 42
_ w -3+ ZL 9*3 _
(34+-pYH m? m? '

(4.8

a po podstawienin «? z réwnan (4.1) otrzymujemy nastepujace réwnanie, okresla-
jace posziikiwana linie ekstremalnych katow 6:
6p4q>
G+pm g

(4.9)

Réwnanie to daje sie latwo rozwigzaé ze wzgledu na sin 6 i ostateczaie

g | A —29) ¢ [ V— 2 ]}
— R — G15] y———— +— -
4100 010 * = arc sin { 2me 3 + 1 0 — 22 ot _21

¢
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W przypadku szezegdinym g = 1/2 (rurocigg zamkuoiety dnami) symbol nicozna-
czony {4.10} prze(;hodzi W _
7 Pay6

B kf N ~ o1 J—
{4.11) | B == -+ arc sin e }!, 3

w L flevigy Zan B
4 ]/f -1
59 8 amsm/zmﬂ@’? At (o

R o o
\ x (r2¥)pYy 71/ M
P & ar‘c&npmp ﬁafﬁ‘f/ 1f(47?wzp’f ﬁ[
Rys. 4

Znajomos¢ pomocniczych linii (4.7) i (4.10) ulatwia znacznie naszkicowanie
poszukiwanych linii réwnych naprezen zastgpezych. Rysunck 4 podaje przykiad
linii réwnych naprezefi zasiepezych dla

f=05 p=03 g=082 m=0093:

te ostatnie wartodci odpowiadaja rownym naprezeniom zast@pcz’};m w punktach
A4 i B, czyli wierzchotkowi krzywej granicznej. Na rysunku tym lniami przerywa-
nymi zaznaczono pomocnicze krzywe ekstreméw (4.7) i (4.10).
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Pezwme

YIIPYTAS HECYIIAS CHOCOBHOCTE TOJCTOCTEBHOIO TPYSGIIPOBOIA

OmpeneiaroTes] NPeRCIEERE KPHBHEC B HIOCKOCTH: H3THOAOmmi MOMEHT — BHYTPEHHES Aas-
NCHME, COOTBETCTEYIOHISS YOPYroif Hecymedl CHOCOGHOCTH TOJICTOCTEHHROTO TpyGomposoma {(mo-
ABICHAC OCPBHIX INACTHHMCCKHX JNehopmanuil B CnydYae BUCANBEHO-YIPYTO-NIACTHICCKOTO MATEP-
wanz). PaccMaTpueaeTcs TpH THIMMHER CiTydas paGorsl TpyOONpOBOAR, OTBCYAIOLINS MIEOCKOMY
HAIPSDREHHOMY COCTOSHHIO, ONOCKOMY IedOpMEPOBAHHOMY COCTOSHHIO B 3AKPEITOMY JHHIHAMU
nEnaEApa. OHH HPeXCTABIEHL COBMECTHO, BEenciMoM KoaddmupenTa ¥, DPEHEEM OPUBEHCHHLIM
BEITE CAyHAsM CODTBOTCIBYST MOCHENORATEILHO =0, =% H § = 0,5.

OCHOBBIBAACH HA TEIOTE3e NpoyHoeTE [yGepa-Muzeca-IeFXH ODpenemnercs Bepxmmil mpefen
SKEHBANICHTHOrO HANDSMEHHT op) AOKASHIBAETCHA, ¥TO 2TOT UPEAEN MOWKET NOABHUTLCA TONBKC
TS HA BHYTPEHHNX pajycax, a He Ha NocpeacTBeRHoM papuyce. IIpenensHLe KPABEIE COCTORT
W3 ZyT ommmea. Ha puc. 2 YKA3HBACTCH 3aBHCUMOCTh TPEHETBHEIX KPWBSIX OT TOIUMEHA TPYGo-
1IPOBONA, 4 HA PHC. 3 — OT xapakrepa paGoToi (xoaddmmenta ). Ha puc. 4 naeTcd IpEMEP
PACTpeNeNenns AN ONTHAKOBSX SKBUBANCHTHHX HANSKCHUI o9 B CCUCHMM TpyGouposoma.

Summary
THE ELASTIC LOAD CARRYING CAPACITY OF A THICK-WALLED PIPE-LINE

The aim of this paper is to determine the Timit curves in the plane of which the coordinates are
the bending moment and the internal pressure, for the elastic load carrying capacity of a thick-
walled pipe-line (the appearance of first plastic strains in a perfect elastic-plastic material), Three
typical cases are considered: those of plane stress, plane strain and the case of a cylinder closed
by botioms. These cases are treated collectively by introducing the coeflicient u the respective
values of which are » =0, = » and ¢ =0.5.

On the bagis of the Huber-Mises-Hencky strain theory the upper bound of the equivalent stress o
is found. Tt js shown that it can be reached at the inner or the outer radius only, not the middle
radius. The Jimit curves are composed of ellipse arches. Figure 2 shows the relation between the
limit curves and the wall thickness and Fig. 3 — the dependency of these curves on the character
of the work (coefficient ¢). Figure 4 represents an example of the pattern of the lines of equal
equivalent stresses op in a cross-section of the pipe.
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