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1. Wstep

Zagadnienie zloZonego stanu naprezemia w zakresic peldego uplastycznicnia,
gdzie nie ma zastosowania zasada superpozycji, spotyka si¢ od wielu lat z duzym
zainteresowaniem sporej liczby badaczy., W szezegdinoscl przypadek jednoczesnego
skrecania i rozciagania, ktory bedziemy nazywali symbolicznie (M, N), zostal
rozwigzany dla preta o przekroju kotowym juz w roku 1930 przez A. NADAIA, [7].
‘To samo rozwiazanie, uzyskane na nieco innej drodze, podaje rowniez A. R. Rza-
NICYN, [10], okreflajac procz rozkladu naprezen Tz, Tay, 0 rowniez zalezno$c
(M, N) =0, gdziec M, oznacza moment skrecajacy, N sile podiuzng. W latach
pézniejszych, kiedy powstawaly twierdzenia wariacyjne teorii plastycznosci, zagad-
nicnie (M;, N) dia preta o przekroju kotowym zostalo ponownie rozwigzane, aby
potwierdzi¢ stuszno§¢ tych twierdzed. Na uwage zastuguje praca M. A. SApOV-
SKY'EGO, [12], kidry podajac w 1943 1. swa principle of maximum plastic resistance
(zasada maksymalnego oporu plastycznego), ilustruje ja rozwigzaniem czierech
zadafi: 1) przypadek (Ms, N) dla przekroju kolowego, 2) (Ms, N) dla przekroju
w ksztalcie pierscienia, 3) (Ms N) w przypadku pasma o nieskonczonej dlugosci
i 4) cylinder poddany jednoczesnemu dzialaniu (M, N, p), gdzie p oznacza ciSnienie
przytozone od wewnatrz. Na drodze rozwazan energetycznych, zadajac minimum
pracy sit wewnetrznych przy danej warto$ci pracy sit zewngtrznych, A. R. RZANICYN,
[11], znajduje kres gérny krzywej graniczoej f{(Ms, N) =0, ktory, w przypadku
preta o przekroju kolowym, jest idestyczny z rozwigzaniem $cistym,

Z nowszych prac nalezy wymieni¢ pracg F. A. GAypowna, {2}, w ktérej autor
podal rozwiazanie {(M,, N} dla preta o przekroju kolowym w zakresie sprgZysto-
plastycznym w oparciu o teorig plynigcia plastycznego Prandtla-Reussa, zakladajac
przy tym niescisliwos¢ materiatu, » = 1/2. Ten sam problem rozwiazano w pracy
M. ZYCZKOWSKIEGO, [16], przy zastosowaniu teorii odksztafcen plastycznych
Hencky’ego-Ilinszina oraz przy odrzuceniu zatorenia o nieScifliwosci materiatu.
Warto réwniez wspomnie¢ o pracach B.R. Serma, [14], oraz A.E. GREENA
i BE. W. WiLkesa, [3], w ktérych rozwaza sig skrecanie sprezysto-plastyczne oraz
sprezyste skrecanie wraz z rozciaganiem preta o przekroju kolowym w oparciu
o teorie odkszialcen skoficzonych; tak postawione zadanie jest na ogdl znacznie
trudnizjsze od zagadniefi rozwiazywanych przy uzycin klasycznych metod teorii
plastycznosci. '
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Wszystkie omdwione wyzej prace posiadaja jedna wspélng cechg: efektywne
tozwigzanie problemu (M, N) dotyczy szczegblnego tylke przypadku ksztahiv
przekroju, mianowicie przekroju kolowego {ponadto u SADOVSKY'EGO piericien
otraz pasmo o nicskoficzonej dugodci). Poza tym brak rozwigzan dla innych, réw-
nie czgsto stosowanych w prakiyce, ksztaltéw przekroju poprzecznego preta. Celem
niniejszej pracy jest znalezienie rozkiadu naprezefl, wzoréw na sily zewnetrzne oraz
rdwnania krzywej gzamcznej w plaszczyznie (M;, N) dla dowolnego ksztaltu prze-
kroju.

2, Podstawowe réownanie przemieszczeniowe

Przewidujac konieczno$é uzycia. metod przyblizonych nie bgdziemy korzystah
z rownania naprezeniowego R. Hilla, [4], lecz rozwiazemy problem w przemieszcze-
niach. Ten sposdb postgpowania jest byé moze bardziej zawily od bezposredniego
szukania funkcji naprezenn Hilla, lecz uzyskane na iej drodze rezultaty (rozklad
naprezen i sily zewnetrzne) sa mniej «wrazliwe» na odchylenia od §cistych wartosci
poszukiwanych przemieszezeh (np. deplanacji przekroju) niz na niewielkie nawet
bledy spowodowane przyjeciem przyblizonej funkcji naprezen. Podejécie takie
okazalo sie korzysine rowniez w przypadku jednoczesnego zginania i skr¢cania:
S. PIECHNIK, [8). oraz 8. PIECHNIK i M, ZyCzZKOWSKI, [9].

Zakladamy istnienie materialu idealnie sprqzysto-plastycznego {model Prandtla)
otaz brak deformaciji objetosciowej,

2.1) toteyte. =0,

co jest rtéwnowaine z przyjeciem niesciliwosci, » = 1/2. Mozna wykazaé, e zaloze-
nie to w zakresie czysto plastycznym, rozpatrywanym poniZej, jest bardziej usprawie-
dliwione niz w przypadku stanu sprezysto-plastycznego. W dalszym ciggu roz-
wazan bedziemy korzystali z teoril odksztalcen plastycznych Hencky’ego-lliuszina,
nalezy zatem ograniczyé sposdb przyloZenia obcigzen do obmazema «prostegon,
w sensie Iliuszina. Przyjmujac prostokatny uklad wspéhrzednych x, ¥, z, gdzie z
jest osig preta, wyrazimy skladowe wektora przemieszezen, okreélone na tle rozwazan
geometrycznych, podobnie jak to ma migjsce w zakresie spreZystym:

22  u=Op—iex, v=—0zx—Ltsy, w=w(x p) ez,

gdzie ¢ oznacza wydhuzenie .wzglgdne oraz ¥ jednostkowy kat skrecenia. Ze wzorow
Cauchy’ego” znajdujemy skladowe stanu odksztalcenia:

ow . £
ny—’f)y+_ 8:12——_35

@3 _ow e
' ?’zy’:_@x'i‘é‘i, -ﬁ:y.::_'—" :

Yay =0, & = &.
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Zwiazek micdzy odksztalceniami a paprezeniami podaje réwnanie Hencky’ego-
Tiuszina :

(2.4) oD, = D,

gdzie I, oznacza dewiator naprezen, D, dewiator odksztalceri oraz ¢ = ¢ (x; y)
uogblniony modul odksztalcen plastycznych. Stad po uwzglednieniu, 7e

(2.5) [a 7 = Ty = Tmy =0
' otrzymujemy
3e l(ﬁ%—aﬁ;) _1( 19-|aw)
(2-6) Oy = 2({] » Tegx = 2(p y a‘x" ’ Tzy — 2(p y

Funkcje ¢ = ¢ (x,») okreflamy korzystajac z warunku plastycznosci Hubera-
Misesa: . :
@n o343 () = 02,

skad po wstawieniu {2.6) mamy

V3
20

7 rownan réwnowagi wewnetrznej, jak latwo sig o tym przekonaé, tylko jedno nie
jest spelnione toZsamo$ciowo:

. w 2 _ dﬁ 2
{2.8) ' @ = 3e2+ ﬁy-l— ) +{—Px+ E) .

ang, ()sz ()G’z

@9) ox - ay "{M()—ﬁ

Stad po wstawienin (2.6) oraz (2.8) znajdziemy

s+
y 4=
e 2 o .
0x o ow\? ( ow\?
]/382+ (19’_}) + E) + \'— Hx+ 5;)
_, ow
——?9'?6'? fﬁ

Yo ]/3 2+ (8- aﬁ)2+( oxt aw)z ?'
& Yo x oy

po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen dochodzimy do rownania rdézniczkowego,

czastkowego drugiego rzedu (eliptycznego), nieliniowego:

[

ow\? 92w _ oW\ 02w
@211 3e2V2w+ (ﬁy + ““) 2 - (-—-' Q%f j|" ﬁ) ol
o ow _ . ow\ 2w
- 2 :(79)’ + E) (“‘ ﬁx + OT;) Yoy =. 0,.:
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gdzie przez V2 oznaczono operator Laplace’a. Ponadto funkcja w = w(x, ).
ktéra przedstawia deplanacje przekroju preta poddanego jednoczesnemu skrgcanin
i rozcigganiu w stanie czysto plastycznym, powinna spetniaé warunek brzegowy

(212) . Tex d; — Tey dx =0

[skladowa normalna naprezenia v ma znikaé na konturze f(x,y) =0}, co po
uwzglednieniu (2.6) mozna przedstawié w postaci

2.13 (fr+aw)d‘ ( ﬁ+a—)d 0.
2.13) e =) dx =

Funkc;a w = w {x, ) spelniajaca réwnanie (2.11) (ktére nazwiemy podstawowym
| réwnaniem przemieszczeniowym) oraz wraz z warunkiem brzegowym (2.13) roz-
‘ wigzuje problem (Ms, N) w stanie granicznym. Dla poréwnania przypomnijmy,
| ze w zakresie sprezystym zada sig, aby V2w =0 przy niezmienionym warunku
brzegowym (2.13).

Wygodnie jest wprowadzié bezwymiarowe wspotrzgdne:

I

@14) R L T
oraz bezwymiarowy parameir

at
{2.15) A=

£
jak réwniez bezwfmiarowa funkeje spaczenia

Cwx,p) -

(2'16) ‘ . w(x,y)= a2

gdzie a oznacza dowolnie obrany wymiar liniowy charakteryzujacy przekrdj.

Réwnanie (2.11) przybierze obecnie postaé

3 ! H r ? i
5 V2 "au_}'(y"l"ft"x)z 1z"’g‘r:g,r"'("_ x'l""a”y)z Yyg — 2 (y‘*—?’m) (— x+"t”y) Yoy — 0

2.17) 'z,ﬁ

lub prosciej

2.18) ' V2 412 2 [y] =0,

gdzie nieliniowy operator £ daje si¢ zapisaé krotko

: d a\?

przy czym A = y-ty, B=—xly,
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W bezwymiarowym ukladzie wspdlrzednych x,y,z warunek brzegowy (2.13)
ma postacd ‘ _

(2.20) _ -+ dy — (— x4yp,) dx = 0.

Parametr A okresla stosunek odksztateen pochodzacych od skrecania ¢ do od-
kszialcen wywolanych rozeigganiem (), a zatem wjmuje liczbowo udzial skrecania
oraz udzial rozciggania w stanie graniczaym spowodowanym jednoczesnym dziala-
niem (M;, N). Dla 1 =0 otrzymujemy czyste rozciaganie, natomiast przypadek
1 == oo odpowiada czystemu skrecaniu.

3. Rozklad naprezen oraz sily zewnetrzne

Korzystajac z podanych wzorow (2.6) i (2.8) otaz definicji wielkosci bezwymiaro-
wych x,y, %, 9 mozemy przedstawi¢ naprezenia styczne w ostateczne] postaci

2. ' ¥+,
Texw —
61 V3 1/ 3R x )]
l Q — x“H"y
‘I’zy

V3V Ro vt x fpg

Naprezenie normalne o, powinno byé okreflone z warunku plastycznoscl 2.1,
mianowicie

(B2 o= Q]/ 1 *‘é('ﬂﬁ;ﬁﬁy} =

V30
V3F 2 (G+vn)H—x+ vl

‘Nastgpnie, po obliczeniu calek Wédlug schematu

(3.3) N = f_f—oz dx dy = a2 ff oz dx dy,
F I

(3.4) M= ff (Tox ¥ — Toy x) dxdy = o3 [f (Tzx ¥y — Yoy x) dx dy,
F r

gdzie bezwymiarowy obszar catkowania okreSla przeksztalcenie f = Fja2, otrzy-
mamy rownanie parametryczne krzywej grapicznej N = N(%), M;= M:(%)

w postaci
- dx d
N = Qa? j fw——- o =,

A2
d 1+ 3Dyl

= 28 Qa3 f Oty y—(— x+%)x

22
]/1 + =D [yl

3.5

dx dy.
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We wzorach powyzszych przyjcto oznaczenie
D [p] = (o2 (= x-Hyp)?.

Na koniec z réwnai {3.5), o ile udaloby si¢ znaleZé funkcjg o spetniajaca rownanie
rézniczkowe (2.18) z warunkiem brzegowym (2.20), nalezy wyrugowa¢ parametr A
i napisaé réwnanie krzywej granicznej f (M, N) =

W szezegdinodel w przypadku przekroju kotowego; dla ktérego funkeja y (x, ) = 0
jest rozwigzaniem $cistym postawionego zadania {brak deplanacji przekroju),
przedstawiony wyzej tok postgpowania mozna bez trudu doprowadzi¢ do konea.
Uwzgledniajac

(3.6) [0 Wll,_, = »*+>?

oraz wprowadzajac WSpOh’ZanC biegunowe g, ¢, Mamy

3 34,
(3.7 N=Qa? f dyp f —"Qiﬁ"”’ Q f dp f 4 g -
b @ VH 50 ]/H

co jest parametrycznym réwnaniem krzywej granicznej. Przez a nalezy tutaj rozumieé
promieh kota, Po obliczeniu calek (3.7) oraz wyrugowaniu parametru 4, otrzy-
mujemy wzdr

3.8) M;=—=(N+2n a2 Q) i/aa-—

3,/3
Iub w postaci bezwymiarowej

3.9 mit+ an-l- ~n3 =1,

gdzie bezwymiarowe sily zewnetrzoe sa okreélone stosunkami
(3.10) ms = Ms|Ms, n=N|N.

Wielkoéci oznaczone dwiema kreskami przedétawiaja odpowiednio graniczay
moment skrecajacy oraz graniczng sﬁ@_podiuinq w przypadkach czystego skreca-
aia (Ms) oraz czystego rozciagania (N). Dla przekroju kolowego
3 11 '" g oEee o 2

. = = 7 Qd?.

Réwnanie (3.9) jest znanym, $cistym réwnaniem krzywej granicznej f(ms, n) = 0
dla przekroju kotowego, [10], {11], [12] i [16].

Wzory (3.5) moga byc wykorzystane do znajdowania przyblizonego rownania
krzywej graniczne] réwniez i w przypadkach przekrojéw niekotowych przez przyjecie

= 0, Im mniej rozpatrywany przekrdj rozni sig od kola, tym znalezione roz-
wmzame bedzie obarczone mnigjszym bledem.
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4, Metoda malego paramefru. Wplyw skrecania na rozcigganie

Rozwiagzemy obecnie podstawowe réwnanie przemieszczeniowe (2.18) metoda
malego parametru (Poincarégo), ograniczajac na razie zakres rozwazan do uwzgled-
~ nienia wplywn skrecania na rozciaganie. Przy duzych wydiuZeniach wezglednych &
oraz niewielkich katach skrecenia ¥, co jest réwnowazne Zadaniu ms < #, wielkosé
A = a®/e mozna vzna¢ za maly parametr. Funkcje spaczenia przekroju przed-
stawimy za pomocg Szeregu potegowego

[v0]

“.1) Py = ) Pydx ),

=40

gdrie W = 1;1)4 (x, ¥} nie zaleza od parametru ; po wstawienin do rdwnania (2.18)
mamy '

@2 gty P R L [ty P ] =0

i po poréwnaniu wyrazefi przy poszezegélnych potegach A otrzymujemy nieskonczo-
ny ukiad réwnai roézniczkowych o pochodaych czastkowych

\E Yo — 07
“3) 392 142 ol —

przy czym warunek brzegowy dla funkcji yo pozostaje nigjednorodny, mianowicie

@4 7+ 1poe) dy — (— x+pp,) dx = 0,

natomiast dla v ((=12,.) oﬁzymujemy warunek jednorodny

(4.5) Pe dy — iy dx = 0.

Pierwsze z rownan (4.3) jest rédwnaniem Laplace’a z nigjednorodaym warunkiem

brzegowym, nastepne natomiast jest rownaniem Poissona: £ Iyol jest po znalezienin
wy znana funkcja wspdtrzedaych x, y, przy czym warunek brzegowy staje sig jed-
norodny. Rozwiazanic réwnania V2wyy =0 z waronkiem brzegowym (4.4) jest
znane z teorii spreZystoécl. Funkcja g, harmoniczna, przedstawia spaczenie
(bezwyniiarowe) przekroju preta przy skrecaniu swobodnym w zakresie sprezystym
(zagadnienie Saint-Venanta). Mozna podaé stosunkowo wicle przykladow rozwigzan
zagadnienia skrecania w zakresie sprezystym, dla réznych ksztattow przekrojow:
B. SAINT-VENANT, [13], A. N. Dk, [1], L. S. LesienzoN, [6], A. Kovak, [5],
C. Wener i W. GUNTHER, {15],

Wykazemy obecnie, ze funkcja 4 nie jest zerowym przyblizeniem deplanacit
przekroju w = w (x, ), jak by moglo sig wydawad, lecz jej pierwszym przyblizeniem
w przypadku jednoczesnego dzialania sily podiuznej oraz momentu skrecajacego.
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Dla czystego rozciggania (& = 0) deplanacja przekroju
(4.6) wix, ») =0,

tymczasem bezwymlarowa funkcja spaczenia v (x, ¥) = w (x, 3)/a2 9 posiada wartogé
skoficzong r6zna od zera. Mamy mianowicie

ow

1 i
4.7 limyp(x,y) = fhm — = —lim (@ pota?p; 2 +.) =y # 0.
H--0 2 og O = psg

Korzystajac z (4.1) oraz (2.16) mozna przedstawic deplanacje przekvoju preta
(wymiarowa) w (x, y) w postaci szeregu

4.8) w (%, ) = wo (¢, y)+Awy G, )23 wp (5, )+ sy

gdzie wy(x,¥) = 0 oznacza zerowe przyblizenic, w; (x, y) = aeyy(x, ¥} pierwsze
przyblizenie otaz w, {x, y) = aep{x,y) drugie przyblizenie itd. Tak wigc jezeli
poprzesta na pierwszym przyblizeniu funkcji spaczenia przekroju wi (x,») =
= geyy (x, y), to wszystkie rozwigzania réwnania VZypo= 0 z warunkiem brze-
gowym (4.4), znane z teorii sprezystosci, beda mogly by¢ w niniejszych rozwaza-
niach' dotyczacych noénodci granicznej (Ms, N} wykorzystane.

Znajdziemy obecnie funkcje Tz, T2y OTaz o,. Biorac pod uwagg szereg (4.1) oraz
korzy_staja_,c ze wzordw (3.1), mamy

Q ’ & 1 L I
= S orvid 1 | 09 (- xai

1 ,
9) “60_%JPH”+

\ tC)

Tay {(ﬁ x+1pgy) At {‘Pw — (7 Pag)? (— xFpy) —

1 '
e {(— ,‘c+y)0y)3] 13—{—...} ;
AnalogicZnie naprezenie normalne (3.2) daje sig przedstawié za pomocg szeregu

A2 , YL ,
(4.10) O'Z_' =0 {1 5 [(y+w;):u)2+(— x“l’I‘POy)z] Y1 [8910 (o) +

- ipy (— % 0,) — e — (- xpg) 4 —

= 2 (o — X+ 5)? — }




Aby obliczyé sily zewngtrzne Ms i N, nalezy znalezé calki funkcji (4.9) i (4:10)-
po powicrzchni przekroju preta f odpowiednio wedlug schematu (3.3) oraz (3.4).
Calkujgc wyraz po wyrazie szereg (4. 9) oraz (4.10), otrzymujemy

Qﬂs
M= { ff [(y"%*"/’(}:t:) y—(— x_i"(l’()y) x| dxdy+

’ y r y 7 i ¥
+A3 f f lwm y = 7 O+w0e)> — 7 (0 Feg) x4y — Pry ¥+
@10 ! "

X ) , % ’
+ 5 x oy (o) T G (— x+r,u0y)3] dx dy+ } ;

L 2l
N = Qa? UJ dxﬂb»fjff [0+ 90202 +(— x+1)?] dxdy+.--}-
’ 7 '

Wzory (4.11) mozna znacznie uproécié wprowadzajac bezwymiarowe obcigzenia
s = MsfMs; n = NIN, przy czym dla przekroju o dowolnym ksztalcie graniczne
wartoéci obcigzen sa pewnymi funkcjonalami zaleznymi od ksziattu konturn ogra-
niczajacego przekrdj, mianowicie: ‘

graniczny moment skrecajacy

@.12) ' M= ﬁ% = 25;_/”,
graniczna sita podluzna
@13 N =0QF,
gdzie F oznacza pole przckrojul;
V= oyl = tz—N,u’

objeto§é wzgdrza piasku wedlug analogii Nadaia przy przyieein tgpu =1
gdzie p oznacza kat zsypu.
Ponadto dla uproszezenia zapisu przyjmicmy oznaczenia

81 = [ [ 10+62+H(— x-+1pe,) dx dy,
(4.14) d ’ |
S = f f [ +90m) ¥ — (— X-Fwo,) x] dx dy
I

oraz pominiemy dalsze wyrazy w szeregach (4.11): wyzsze niz A w szeregy Ms =
= M, (1) oraz wyzsze niZ A2 w szeregu N == N (4). W tym przypadku

Spa? a 810212
23V, T r =T e

{4.15) o = <F
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co jest poszukiwanym réwnaniem krzywej granicznej dla ms <€ n w postacl para-
metrycznej: ms = my (A1), n =n (). Stad po wyrngowaniu parametru A otrzy-
mujemy réwnanie f(ms, #) = 0 w postaci :

Sy Ve

{4.16) n o= 1*2537&4117?—....
Wspolezynnik przy m2 jest pewnym wyrazeniem catkowym zaleznym od ksztaitu
przekroju; doldadniej, wspdkezynnik ten, okreslajacy ksztatt krzywej granicznej
w plaszezyZnie (g, n), jest funkcjonalem od fi (x,3), jezeli fi(x,») =0 przed-
stawia réwnanie konturu ograniczajacego przekrdj (lub kilku konturéw dla prze-
kroju wielospdinego). _

Wykazemy obecnis, #e calki 51 i S5 sa sobie rowne, mozna je mianowicie przed-
stawi¢ w postaci '

4.17) 51 = S2+R,

gdzie

@.18) R = [ [ @y +3vos — xvoy) dx dy.
r

Wystarczy wykazaé, Ze calka R jest tozsamodciowo réwna zeru dla dowolnego.
ksztattu przekroju. Dla dowodu wykorzystamy nastepujace wlasnosci funkeji vy:
' 1) jest harmoniczna, 2) spelnia warunek brze-
gowy {(4.4). '

Rozpatrzmy dla przykiadu przekrdj trojspojmy
(rys. 1) ograniczony trzema konturami K;, K»
i K3. W wyrazeniv podcatkowym (4.18) dodajemy
wytaz o (Woss +Poyy)» €0 wolno uczynié pamig-
tajac, ze V2y, =0, a nuastgpnie, korzystajac
z twierdzenia Greena, zamieniamy catke po obsza-~
rze f na sumge calek krzywoliniowych wzdluz kon-
turdw Ky, Ky 1 K. Otrzymujemy

@19 R= [ [ o Winatv0 Womy + Vo5 +Ver s — Xip0s) ey =
f

= {90 -+ dy — (— x+e) dxl § 9o [05e) dy —
K s
— (= x+y0,) dX]4- f o [(P+voe) dy — (— x-+gy) dx] = 0.
K

poniewaZz na mocy warunku brzegowego (4.4) wyrazenia podcatkowe (w klamrach)
sg identycznie réwne zeru wzdhiz wszystkich konturéw ograniczajacych przekrdj
zardwno zewnetrznego jak i wewnetrzaych.

576




. Na koniec réwnanie krzywej granicznej (ms < n) dla dowolnego ksztaltu prze-
kroju zapiszemy ogdlnie w postaci
2

“4.20) - ' =l o — .,

gdzie szpé{czynnik o po uwzglednienin

@2 S =8 = [ [0+ y — 3ty ] dedy =

f
2 L _ 2V
= P, yydedy =7
F

(D (x, ) jest funkcja naprezed Prandtla) wyrazi sic za pomocy wZoru

Vi
Jub
2V
(423) _ o — F—A 5

gdzie (dla przejrzystodci procz wielkosci nowych opiszemy rowniez pozostale):
F oznacza pole przekroju, Vp objgto§é wzgdrza Prandtla (wielkosé charaktetyzujaca
sziywno$é skrecania w zakresie czysto sprezystym), ¥y objgtosé wzgbrza piasku
wedlug analogii Nadaia (wielko$¢ charakteryzujaca sztywno$é skrgcania w zakresie
czysto plastycznym) oraz [, zastgpczy moment bezwladnoSci przekroju przy
skrecaniu. .

Wzory (4.22) i (4.23) wiaza wspolczynnik okre§lajacy ksztatt krzywej nosnosci
granicznej (M, N) z charakterystykami geomstryczaymi rozpatrywanego przekroju.
Wzory te majg zastosowanie dla dowolnego ksztaltu przckroju poprzecznego preta.

5. Pelne rdwnanie krzywej granicznej (M, N)

Réwnanie (4.20) mozna ekstrapolowaé na caly obszar 0 € m; < 1, 0 s n< [,
uzyskujac w ten sposodb petne réwnanie krzywej granicznej f(ms, n) = 0. Ekstra-
polacji szukamy w postaci
5.1 Amt - B2-Cnd =1,

skad w oparciu o rownanie (4.20) oraz warunek m; = 1 dla n = 0 otrzymujemy !

1
(5.2) 2+ (3— --—) n?+ (—lﬁZ) ni=1.
¢ a

1 Wykorzystanie oprécz réwnania (4.20) rowniez waranicn ms = 1 dla r = 0, ktory jest oczywisty,
pozwala zamienié ekstrapolacig na interpolazie w sensie Hermite'a, a co za tym idzie, moina oczeki-
waé stosunkowo dobrej aproksymacji 4cislego. rozwiazania f{ms, 1) = 0,
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Rownanie to stanowi bliska aproksymacje rozwigzania scistego, odnosi sie ono
wraz ze wzorem (4.22) dla dowolnego ksztaltu przekroju. Latwo wykazad, ze w przy-
padku przekroju kotowego réwnanie (5.2) jest identyczne ze znanym Scistym roz-
wigzaniem dla preta (M;, N) w stanie granicznym (SADOVSKY, RZANICYN
1 ZYCZKOWSKI). '

o478z 83 wed 05 a8 a7 08 4% 40 m,

Rys. 2. Krzywe graniczne f{nmn) =0 dla 1) przekrdj trojkatny
(tréjkat rownobocozny), 2) przekréi kwadratowy, 3) przeksdj kolowy

-Dla przykiadu podamy réwnanie krzywej no$nosci granicznej dla preta posiadaja-
cego przekrdj w ksztalcie dowolnego wielokata foremmego, Korzystajac z (4.22)
oraz (5.2) otrzymujemy :

) 1} przekr6j o ksztalcie trojkata réwnobocznego

5.3 m2-4-0,3000 n2-1-0,7000 »3 = 1;
2) przekrdj o ksztalcie kwadratu

5.4 m2+4+0,4709 #2-4-0,5291 3 = 1;
3) przekrdj o ksztalcie sieéciokqta. foremnego

(5.5) m2+4-0,5779 n240,4221 n3 = 1.
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Dla dowolnego p =6 {p oznacza liczbg bokéw p— kata foremnego) rownanie (5.2}
odpowiednich krzywych granicznych moZna przedstawié jednym przybhzonym
wzorem 2 {blad nie przekracza 19), mianowicie

- o T L
} 9])2 Sine—— gp?_ 3101= ;
{5.6) ms—l— 3— Ez_z *T“*;I n2+ EZ —2“' ; —21n=1
1—-"?-_31'112— 1—-?51112#*
P 3 D

Wzdr ten dla p — o0, a wigc w przypadku przekroju kolowego, daje
G.7 m240,7500 #2-+0,2500 n3 = 1,

co jest identyczne z rozwigzaniem $cistym. Ksztalt krzywych granicznych (5.3),
(5.4) oraz (5.7), tzn. dla przekroju tréjkatnego kwadratowego i kolowego, przed-
stawia rys. 2.

Oszacowaniem poprawnosci réwnania (5.2) oraz rozwiazaniem kilku ciekawszych
przypadkdw szezegdlnych zajmiemy sie w osobnej pracy.
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1 F4
8n2 I
{Ip jest biegunowym momentem bezwladposcei przekroju) oraz fcistego wyraZenia na ¥y

2 Rownanie to uzyskano przez przyjecie przyblizonego wzoru Saint-Venanta Vp ==
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‘Peszwome

NIPEAEJILBHOE COCTOMAHHE CTEPXHA HPOM3BONLHOTO CEUEHNA,
NMOABEPKEHHOI'O OJNHOBPEMEHHOMY KPYUYEHWIO W PACTHAXKEHWIO

3afaya CIOXKHOTO HANPMKEHHOTO COCTOSHUS B MMCTO IVTACTHYCCKOM COCTOMMM, BLIIBAHHOLD
OJHOBPSMEUHLIM HeHCTBICM HADPLT BHCIINEX CHI (IPOHOMBHOH CHIM N ¥ CKPYIUBAIOMIErO MO-
mMeHtd ML) PRUIISTCA B NEpP2MBLZHEAX, H2 HOML3YACL fPH 3TOM YPABHEHAEM B HAIPMKSHIDIX
Xunma, Tlonaras HAMMES MASAILHO YIPYTO-IIACTHYSCKOTO HECKAMASMOTrD MATEPHANA H HCHGTE-
3y TeOpHIO miacrmicckux Asdopmani DedAs-Mnbonusa - BLIBOAUTCA OCHOBHOS HEAMHCHADE,
MMOTHYECKOE ypaBHeHue B nepemenrsamsax (2.11), ¢ HCOMHOPOMHBIM XPACBLIM yoaoaieM (2.13).
B 2 parotex ofmine GopMyier AN HATPILKEHHH Ty, Tay, 0z W COOTB2TCTBYIOUISS BHIPAKEHAS
LI BHEITHUX CHUT N 1 Ad,, ARMOMAXCH HEKOTOPBIMH (yHAKmuoHanamu O33paimMspHOil Jeria-
HAWE ceyeHnd § = ¥ (x, ¥). @opmymnsl (3.5), 32KIOUMOMAe HIHIBACTHYO DYHKIHIO 1, OpPL/-
CTABIAIOT TAPAMCTPHYCCKOE TOYHOC YPABHEHWE NPEeAeHpHod KpuBod B mwiockoctw M, N, mus
I POM3IEOJIBHOTO CEYCHHA. YKA3LIBAGTCH BOIMOXHOCTE TONYUCHWS NPUOIMKCHEOTO YPABHEHHA
npeaensROH KpEBoit, nomaras 1;) Q.

OcHOBHOE YDRBUSHEE B NSpeMIUIEEAX DIOIAETCH M3TONOM MANOTO HADAMSTDR, YIHTHIEAL
BIHAHAEC KPYUCHUA HA DPACTSKSHEAS, W, AOKAIHBAA BOIMOKAQSTH WSUOARIOBAINWA BISX DIOIHAR
ypapnenns Janmaca P2y = 0, m3secTAsix w3 reopuy yopyrocra. JOBOXBRCTBYACE MepBsiM OpPH-
Grnketiem monyyatoTest sbgekTUBHse Tnpoctele GopMynsl (4.22) 1 (4.23), ConimBAROINe KO-
(hUIMCHT 0, onpenenmomId GopMy IpeReasHOM KPR (4.20) AT M <€ # C rEOMSTPHYSCKEMHA
RAPAKTCPHCTHERAMY DACCMATPHBAEMOTO CEYCHHS,

B 3armiotienne, NpUMeHI A HATEPTONRINIO B CMBICTs NepMHATa, PACEIPETCH OBTICTS UDUMS HEHUS
ypaeremist (4.20) Ba oo obsacte 0 << my << 1, O <Cn << 1, TS M 0003HAUAST 623pa3MepHbIL
CKPYIHBAOIUE MOMERT, 77— 023pasMepRast NPOJONLHAS CHIR, HONyHas TAKEM 05pa3oM DOMHOS
ypapxeRUe MPEOCHBEHOR Kpweok f(ms, n} = 0, (5.2), o0A3BIBAIOmMISE [y UPOHIBOIBHOH HopMET
CEUCHITA.

Hpueenensele B 3aKAIOUeHue NPUMEPLI XAcaloTCAd Hecymad  cmocoSHOCTA (i, m) CrepsiHm,
OGNAKAOMETO CRUCHHUEM B '()OpME FIPOMIBOIBHOIO LPABKMBHONO MHOTOYTOALHHMKA. IIpemma-
rasuas npubAmEesnas Gopmyna (5.6) B 0co50M CIyyae, KOTAR KOJITISCTRO CTOPOH P —>00, IaeT
H3BSCTHOE TOYHOS YPABHEHAE NPSHSNBHOH XPUROH A8 CEEPHHA KPYTOBOIO CEUYCHMS,

Summary

THE LIMIT STATE OF A BAR OF ANY PROFILE SUBIJIECT
TO COMBINED TORSION AND TENSION

The problea of combined stress in the purely plastic state resulting from a simultaneous action
of a longitudinal force N and a torque M is solved in displacem:ats, the Hill stress equation being
not used. Assuming the existence of a parfect elastic-plastic incompressible material and making
use of the Hencky-liyushin strain theory, the basic equation (2.11) is derived in displacem=nts.
This is an elliptic non-linear equation with a non-homoaganeous boundary condition (2.13). Tn
Sec. 2 general equations are given for the stresses Tas, Tsy, 0z and the corresponding equations for
the outer forces N, M, which are certain fanctional expressions of the dimensionless warping of
the cross-section 1 = v (x, ). Bquation (3.5) containing thz unknown function w represent
ths accurate parametric equation of tha limit curve in the plane M, N for any profile. The posmbxl:ty
of approximate solution for the limit curve is obtained by assuming ¥ = 0.
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The basic equation in displacements is sofved by means of ihe perturbation method taking into
consideration the influence of torsion on tension and showing that it is possible to make use of
all the solutions of the Laplace equation ¥2 g =0, known from the theory of elasticity, Con-
fining ourselves to the first approximation, simple effective equations (4.22), (4.23) are obtained
yolating the coefficient a characteristic of the form of the limit curve (4.20) for ms <€ n with the geo-
metric characteristics of the profile under consideration.

Finally, applying Hermitian interpolation, the applicability range of the Eq. (4.20) is extended
to the entire O < m; < I, 0 << 7 < 1 region (where m; is the dimensionless torque and n—the
dimensionless longitudinal force) thus obtaining the full equation of the limit curve f(ms, 1) =0,
(5.2), valid for any profile,

The examples given in conclusion concern the limit Toad (s, #1) of a bar in the form of any regualar
polygonal cross-section: the approximate formula {5.6) proposed gives in the particular case where
the number of sides of the polygon p -+ oo the known accurate equation of the limit curve for the

circular bar,
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