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‘Wstep

Préca_ niniejsza pogwigcona jest zagadnieniu swobodnycﬁ drgaf sym_etrycznycﬁ
zlozonej blony o ksztalcie pierfcienia kolowego. Niektdre z podanych wynikéw
-nie byly dotychczas znane.

1. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy blong o kszialcie piercienia kolowego, ograuiczbnego promieniami
o0 i 04, skladajaca sig z n jednorodnych czesci

Qk—is@ngs lgkﬁn:

ktorych masa na jednostkg powierzchni wynosi odpowiednio oy. Zakladamy, Ze
polozenie rdwnowagi blony pokrywa sig z plaszezyzna z =0, za§ blona poddana
jest rownomiernemu rozcigganiu sitami o wielkosci S. Zagadnienie polega na
wyznaczeniu swobodnych drgafi blony, gdy jej poczatkowe przemieszczenia i szyb-
koéci-dane sa w postaci dwéch funkcji £ (o), g (¢) wzgledem wspdlrzgdnej o,

Z matematyeznego punktu widzenia mamy znaleZé rozwiazanie wux = uz (o, 1)
rownan

Ly P z(azuk+1agk) . s .
0 Gyl tg ) en<e<e d=g tsken
przy warunkach

(t.2) (00 ) =10, 1tnlon,)=0, >0,

up+1 (06 ) = uk (0, 1), 10, -

’ (-1'-3) au]c'+ 1 Oup
do -—g! 2 = Ok, >0, k=12,.,n—1,
:' | o iy ‘
(1'4) ] 234 (Q’ 0 =f(9)3 '_a;— o =g (Q): k = 1,2, ..., .
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2. Calki szczegélne

Przyjmijmy calki vy = v (g, 1) réwnan (1.1) w posiaci

vi{o, ) = Re) T (1), Ru(@) = AxJo(Rx 0)+Br Yo (o),
2.1

w
T{) = C cos wt+D sin wf, lk=?, 1gkgn
k

Z warunkow (1.2), (1.3) znajdujemy wtedy uklad réwnat

(2 2) - A Jo (1 e +B1. Yu ! 90) = An Jo (7% Qn)+Bn Yo (A,,, gn) == 0

(2 3) | Aia+1 Jo (ﬁ»k+1 Qk)+Bk+1 Yo {lkﬂ Qk) = A;f Jo.(Ak ch)‘l'B!c Yo e Qh)
Ars1J1 Qe 08) FBray Y1 (Aar 08) = ot (e 1 (e QrcH‘

Korzystajqc z Wronsklanu W{JQ, Yo}

Ji (x) Yo(x) —Jox) Y1 (x)

mozemy napisa¢ roéwnania (2 3) w 111[’1&_] postac1 _
‘ A}];,.H = E}L’Hl Qk (ak Ak+a}g B;rg), B}c+1 == JJH—I Ok (bic Ak*}*ﬁkBk)
= ar — ay (w) = Ak J1 (g o) Yo (v 1 08) —Jo G or) Y1 (1k+1 oK)y

Z.3.1)
o b= by (0) = — Agdy (g en) Jo (aes1 00)-+J0 (e 08) J1 G 1 04),

4B Yi(heow)], 1<k<n—1L

0x = ag (@) = A5 Yy G 08) Yo (hesy Qrc) — Yo O 08) Yy Garr 08 |

I ﬁfcm ﬁfc ()= — Ap ¥y (g Q]c) Jo Qe Qk)‘l‘ YO;(}U&: Qk) Ji (Pe+r Q:‘s‘);t

e
A= ,
® 742k+1‘

1<kgsn—1L

- 3. Réwnanio charakterystyczne i WEdm'o: wartofci -wla'snych
Piszac zwiazki (2.3.1) w postaci macierzy, [1], [2],

7
Kpy1 = ElkJrl'Qk-'Mk (0) Kr,; 1 <k<n— 1,
G0 :

Ax ag (o), oz (w)
By b (), Br (@)
mozemy latwo znalezé wyrazemc na wszystkle nie znane. wwolczynmkx Ap, B (1 &
f£k€snw zaleznoscu “0d nie okreélonych ‘wartosci Al, Bl:

K= , Ik <n, Mp(o)=

7
Kpyy = ("2“) A2 23 .. 1k+191 e Qerrc (w)

{3.2) o
Ok (w) My (w) Mk 1 (co) Mz (w)Ml ((u) <ksn—1.
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Wprowadzajac oznaczenia

33 ere2- em=9"" A2 23 e Mgy =A@, Qk(w)—ﬁq”’(w)n,.
' 9'5'_1’23 -]- k'<‘—nf‘:l

¥

oraz korzystajqc 'z (3.2) otrzymujemy wyrazenia !

. (0D 4 4 A12)
Apr1 (i) 28 4 (g " A1+ By)
B 2 (q(2')A1+q”’Bl)
z pomocg ktérych latwo wyprowadzamy ze zwulzkow Q. 2) réwnanie chalaktery-
styczne o doé¢ skomplikowanej postaci: : ;
(3.5 Jo( 00 952 (w) Jo (4 en)+qm) (w) Y() (ﬂn Qn)] = L
= ¥, (A 00) [qm) (w) Jy U’n gﬂ)—;—q(z“ (@) Yy (4, én)]:

Wielkosci Ay, A, okreSlone sy zwiazkami (2.1) w zalez_nosca.o_d . _
Dodatnie pierwiastki wy {m =1, 2, 3,...) réwnania (3.5) tworza widmo wartosci-
‘wlasnych zagadnienia, czyli czqstosc; drgan skladajqcych sig na wypadkowy ruch '

blony -

] . Ty
L .y . 1

Lgksn—1,: ¢

i ]

G4

4. Rozwiazania éz‘c'Zegélné .o e

Rozwazmy wartosc whasng wm.. Z zaleznosci (3 4) otrzymujemy ukia.d Wspolczyn—
nikow, odpowiadajacych tej wartosci wlasnej

T .
-;Alc+ 1m = (E) }‘gﬁ) Q(k) {95.:1-!) (wm) At 9(12) () Bim),

7 \F ; AR U S S SIS
Byi1,m ™ (E) A5 oW gd (Cﬂm)Aerqm) (@p) Bi), 1 "<‘.\:k <m=1

‘Tutaj D S S .
. e T C i Tl

. o0 L . R ' - , N
@.1) a,mr—f, 1<k<n ™ ;tmasm z,mm, 1<k'sn—1,

za$ warto$ci.d,,,, By, spelniaja plerwszy z6 zwm;zkow (2 2), to znaczy

{4.1.1) Aymdo Aym Qo)+Blm Yo (Alm o) = 0 '
Wstawienie tych wyrazen do 2. 1) prowadm ‘do rozw1qzama szczegélnego

@) omen= (2) ol g Skm (9)T @, t<k<n,

gdzie ’ o ’ R

N 7*;3,)7_:— (0) =1, S]m (Q) = Yo (ﬂ'lm 2o) Jo (llm ) = Jo (}‘Im 00) Yo Gy 0,
Sk‘m (o) = [‘I{m (w,) ¥y ()"im 90) — q(!Z) (wm) Jo (}*lm (’o)] Jo (lkm 9) +
G2D 11 ) Yo Oumeo — ~02 @ o ined) Yo Ui} 2 < k<

Tm o) = (C COS W t+D sm wm t) o

Yﬂ(ﬁ'lm 20 e L E D DL as
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5, Pomocnicze warunki ortogonalno§ci

Sprobujiny teraz ‘Znalezé pewne zwiazki ortogonalnosci migdzy funkcjami whas-
aymi- Sim (@) Wystepujacymi' w (4.2). Ta intercsujaca préba opicra si¢ na stwier-
dzeniu, Ze wyrazenia (4.2) spelniaja zaréwno uklad réwnan (1.1), jak i warunki
(1.2), (1.3).

Ujecie matematyczne prowadzi do ukladu réwnan fsymbol () wprowadzono
dla oznaczenia pochodnych wzgledem g]

dla 070 o
¢ o @S Bt =0, LSS,

(52) C Sim (@) = 0, Spm @) = 0,

7
(5:3) - | 2 M1, m O St1,m €8) = Sk (@6

v S m(@D) = Spmlesy, LSk <n—1 |
Réwnania te spelnione s dlam=1,2,3, ... Dla pewnych dwdich wartosci wias-
nych @m, @, otrzymujemy ze zwigzkow (5.1)
B 15 051 S0 = Som - @S5 Sag 5 €Si)~

g T km T do " ke 4 dp O

d , _——
== _(,E‘ [Q (Skm Skq—'_' Skm S’GQ’)}’ 1 -<-. k --<.. .

Catkujac to wyraig:ﬁie .wrgranicach Or-1 S @ < 0% znajdujemy '
S (08> Ske (op)

Sem (051> Skq (-1
S;r.m (ox—1)> S.;:q (ox—1)
Jednak, zgodnie z (5.3), mamy ogdlnic

er
(R — K feSm (0) Siq (@) do = o

B TR o

e 0k—1 , 1<€£k<n mag=123, ..

2 . 2 l
Sy Qg0 = whors Sp_1(op—1) Sple-0= oo Sp_1(op_1), 2sk<n

stad nasze poprzednie zwigzki calkowe przyimuja postac

b e o5 )
- ‘ (}%m_ j'%ﬂﬂ) f QSIcm (Q) Siaq (Q) dQ = kaq_—Hk~l,mq Dk—-!,mqa
R Jegp—1 : ‘
."-D'l _ 0 "S’Tcmt-(gk)a Siq (0)
kit = k| S m (@1): Skq (0)

oczywiécie dla k = 1 nalezy napisa¢ zero zamiast Homg Doma-

- o

, k—i,mq

I<k<n;

2 3 s
LA T | Aem kg
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- "Wprowadzehie oznaczen
Hf(ﬁ; Hkmﬂ'Hk+1 ma - Hn—l,mqs , lsk<sn—1} H,(,:lg)= 1
-1 utworzenie liniowej kombinacii podanych poprzednio wyrazen catkowych ze wspdl-
ezynnikami £, HD, ..., H daje [porownaj réwnieZ drugi ze zwiazkéw (5.2)

er

7 ) . .
D G— i) H [ 0Sum (@) Stq @ de = HigDymg =0, Mg =1,2,3,...
k=1 -1

Latwo teraz zauwazyé, ze

—k (E—1\2 qlh—1) q(k—1
on 9( )) /15"’ )}»(q )

(£ =— .
qu (nn——la E‘('m—-l)

“za§ poprzednie réwnanie przyjinuje postaé [poréwnaj okreslenie Axm W (4.1)]

< k <n
1 1 & =
A(mﬂ )A(q 12

[

N A P T
W) Y (ZETN 010 [ 050 @ S0 e =0,
B T &
0k—1
m,g=1,2, 3,'....
Otrzymujemy stad warunki ortogonalnosci
o
e Q(k E—1) g(k—1 :
UMD (—2}7) B [ 0Sm@ Sru@ =0,
ey—1

m#q, mqg=1273,..

“konieczne do zbudowania ogdlhego rozwiazania naszego zagadnienia.

6. Rozwigzanie zagadnienia ruchu blony

Zanim przystapimy do zbudowania poszukiwanego rozwiazania, zwroémy
uwage, ‘ze zaleznodci (5.4) pozwala;ac na napisanic rozwinigcia

Z Ym AUE-I) Sim (@) = Fr (0, Opet <2 < &> 1sk<n,

=1
Zy % _
# ' er—1 :
n % . .
g (k—1) JE—1)\2
N = ’b; ("*Q_Zk—ck‘m_) f oSim(@do, m=123, ...
Bk~ ) L
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Wracajac do poszukiwanego rozwiazania ug (o, f) zagadnicnia opisanego Zwinz~
kami (1.1)-(1.4), przyjmujemy jak zwykle

©2)- .-uk(@,t)—Z-wam(e,t) cr<e<en I<ESm o

i1 o

gdzw wyrazema DEm {Q, 1) s okreslone przez 4.2), (4.2. 1). Zatem jedyna para me

pe’mlonych warunkow (1. 4) przyjmle postac o
‘.‘\\

2 Z VoG 29 @ =70
{6.3) (:ns )’“ 1
bl— (k—1) ﬂ(fﬂ Dy - g( ,
. 2 Yo(llm 90) T () =g()
“ . : _ Q}c1<g<gk, lrék-.é_n.,‘-

Z porownamd (6 3) i{6.1) otrzyml,uemy
6.4) __C_A_&L jtﬂ : Ddyp. . Em m=1,2,3,

Yo (Rim @0) Np’ Yo (Alm 0¢) W Ny ’ ‘
gdzie Ny, jest okre§lone przez (6.1), zas fm, gm nalezy obhczyc z wzordw

i

fm n gkt Q(Fs——l) _ f(Q) )
6.4.1 = M~y AV f A som=123,..
( ) Zn kg; zk—i-l C% m Lm (Q)g( ) .

lJ,l, ]
Wykorzystanie tych zwiazkow oraz zaleznosm 4.2), (4.2, 1) pmwad21 do uzyskas
nia ostatecznego rozwigzania (6.2) w postacl
&—1 0 A(Tc 1y
) oD, 2 . Sem(0) ( Fm €08 m {4

Tt
6.5)  ux(e,0)= (7

—I———smcomr) lskén.
W

Ce S T T Zestawieme wynikéw

Uwazamy, 7Ze korzystne jest podame krotkiego streszezenia rozwazard, ktére
doprowadzily do naszego skomplikowanego wyniku (6.5).

1. Wychodzat z zalozonych statych .S, ok, k= 1,2, .n, 01 .02 < o < @n-1
‘wyznaczamy na wstepie w1elkosm pomocnicze

T

{1.1) c;ﬁ=]/0‘1 . k <n oO= 1, Q('rc) == 0102+ Ok 1<k< n_L
i budujemy wyrazenia . - o
{7.2) : A=, 1<ks<sn;~ "o

I Ao wCE . -

- jest nieokre§lonym parametrem.



2. Stosujemy wzory. (2.3.1) i°(3.1) do.skonstruowania macierzy My (w); 1
< k < n—1, ktére stuza do ustdwmma mncgo ukladu mamerzy Qk (w), 1< k <
< n— [; zgodnie z (3.2).

3. Znajomo$é elementdw g% (cu) macierzy Qz (w), gdzw r, s—l 2, 15k <
< n— 1, pozwala napisaé rowname charakterystyczne (3.5) i znalezc Jego dodatnie
pierwiastki wy,, m=1,2,3, ..., czyli widmo waitosci w%asnych naszego zagad—
nienia, —

4. Wzory (4.1) pozwalaja na - wyznaczenic wiclkosei Agm, ‘1 < k < n, 8%
1gk<n—1,.m=1,273 .; procz tego mamy AP =1 m=1,2 3.

5. Wykorzystanie (4.2.1y prowadzi do wyznaczenia funkcji wlasnych S;m (Q)
1<k<n m=1,2,3,.... B

6. Z poprzedmch_,w.ymkéw uzyskujemy mozliwo§¢é wyznaczenia wielkodci N,

= 1,2, 3, ..., zgodnie z (6.1), oraz wspdlczynnikéw Fouriera f, gm, m = 1,2, 3, ...,
wyznaczonych przez (6.4.1).

" 7. Po przeprowadzeniy - operacp wskazanych \d punktach 16 znajdujemy ostd-
teczne rozwigzanie- zagadmcma w postaci wzoru (6.5).

(1',

8. Blcma Jednorodna

Dla zilustrowania & przeprowadzonych rozwazaf tﬁoretycznych przynajmniej
jednym prostym przykladem, rozwazmy.- przypadek blony jednorodnej py < ¢ < on
o gestosei powierZchniowej o, poddane] réwnomiernemu rozcigganiu sitami o wiel-
kosei S. :

Mamy Wtedy

ck=c=]/‘;; 'Afc=}l="£_-, tgksn Adzg=1, 1g£k<gn—1,

zad ze wzordw (2.3.1) otrzymujemy

ak(w) ﬁ};(&)) s'tﬁ YT '%(@)Fbk(a’):o,; 1"‘-<-‘k"“<s«n_"’ 1 S

Btad: eraz 74(3.1} i (3.2) mamy - :
__2 [0 2k 0 :
My (w) = ign |10 1[ Qk:((f)); -‘_,_at’f' 3 0, 1] 1<k<n—1.

Wykorzystujac podane zaleZno$ci otrzymujemy réwnanie charakterystyczne
{3.5) w postaci

(8 n - By (190) Yo (ﬁen)w—lo (len) Yo (Ago) = 0.

Z dodatmch pierwiastkow wm, m = 1,2, 3, . tego‘ réwnania znajdﬁjemy (p'or.' (4:1)-
i:(4.2.1)) ; : : :

Tim = hy=—7, A<k<n, W=k 0Kk<i=1, m= 1,2,3,...1
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- Znajac Agm -olrzymujemy ‘Z (4.2.1) uktad funkcji wiasnych
Z—1

Sim @) = =t gm0 751 LYo Om00) Jo (m) —Jo o) Yo Um @)l
. " A .

1gk<sn m=1273-
a ze wzoréw (6.1) i (6.4.1) mamy

en
g‘E2
Np = 4c2 o [Yo (A 00) Jo Um0} — Jo (Amoo) Yo (Amo)P do =
o C_ Juz(lmgo)”_-fg(lmgn)
222,05 Amog) 7

2n
fm _ 72 [Yo (Am £0) Jo (A ) — Jo (Am g0) Yo (A )]f(g)d
on i | 2 YoUnea JoUn@—Jolineo) Xolinel, () e

0y .
_ Podstawiajac otrzymane wyniki do rozwigzania (6.5) znajdujemy rozwiazanie:
ogdlne zagadnienia sformulowanego zwigzkami (1.1)-(1.4)
' [
o /1'12%'1(% (Am QO) U(’q'm 9)

n

2 . )
8.2  ule,h)=- ¢ va l S
«y 2 ngl‘,g(’lmé’u)—”.fg(imgn) eU@me) f(Q) -
: ' 203 .
I (o) sin ct] do, oo<e<om t=0.
.y P

Tutaj Am oznaczaja dodatnie pierwiastki rownania charakterystycznego (8.1);
za$ przez U (Am @) ozZnaczono ' '

821) U(Amo) = Yy (lmgg) Jo Ame) — Jo (Ameo) Yo (A 0)-
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Pezome

CBOBOJHBIE KOJIEBAHNSL HEO}IHOPO,[{HO]?I MEMBPAHBI

o

MemGpaua B $opMe KDYFOBOTO KONBIE gp < @ < @ COCTOWT H3 N OJHODOMHEIX HacTel
0r—1 < @ < 0§ < k < 1 TIOTHOCTD MOBEPXHOCTHL xoTOPEIX papmsercad oy, 1 < k<an
_ Cnegyer HaiiTy coGerBeHARe KomeOaHUA, €CMA HAYANBHOO COCTOSIHRE onpenenﬁe“rcn I3 HEBIMVEE
dyaxmavu f (e}, g (0) 1 MemOpara PacTIrMBACTCH paBROMEpHEIMA YCHIHIMH S,

PeLieHne MONYYEHO KIACCHYECKWM METOMOM XaPaKTePUCTHHRCKHX hyHKTMi, KOTOPBIH IpEA~
AIPEICTABIAET WHTEPECHYIO TOUKY 3PEHHS HA 3TOTO POAR BOOPOC, © OTAMYACTCA (QOPMATHHBLIMH
nocronncTeamy. OGmme pe3ynbTarsl UPHMEHAIHCE K CHeIMANBHOMY CTYJalo OJOPOSHON MeM~-
Gpanst. )
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Summary

FREE VIBRATIONS OF RON-HOMOGENEOUS MEMBRANES

An annular membrane gy < @ < ¢» is assumed to be composed of » homogeneous parts gr—1 <
= @ < g, 1 < k < n with surface densities o, 1 < k < n. The problem is to determine the natural
wibration if the initial state is determined by given functions f(p), g (¢) and the membrane is subject
10 a uniform tension S.

The solution is obtained by means of the classical method of characteristic functions, which
gives an interesting view of these problems and has formal advantages. The general results are
applied to the special case of a homogeneous membrane,

Praca zostala zloZona w Redakefi dmia 20 stycznia 1 22 7.






