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Do niedawna jeszeze wykonywanie obliczen wiazalo si¢ écisle z kreceniem korbki
arytmometrn', Sziuka obliczei numerycznych wymagala z jednej strony szybkiego
i wprawnego wykonywania czynnosci mechanicznych (np. mnozenie przez liczbe
wigksza od 6 mozna wykonaé szybeiej za pomocy tzw, mnozenia ujemnego), z drugiej
za$§ strony — schematu obliczen tak ulozonego, aby nie dopuszczal jakichkolwick
strat pracy mechanicznej. Inaczej méwiac, dla przeprowadzenia prac numerycznych
niezbedne byly rozwazania prowadzace do ograniczenia ilosci dzialan arytmetycz-
nych do bezwzglednego minimum.

Nic wige dziwnego, Ze przy takim nastawieniu wicle wysitku wloZzono w tabula-
ryzacjg funkcji specjalnych, o wyborze ktérych decydowal stopied przydatnosci
w zagadnieniach matematyki stosowanej. Ze wzgledu na to, z kolei, nastapit podzial
pracy — obliczenia dla dowolnego. problemu szczegélowego mogly ograniczyé
si¢ gldwnie do znajdowania wspdlezynnikéw wystgpujacych w kombinacjach li-
niowych rozwiazan, wartodci wlasnych dtp. Uwazano, ze zagadnienie zostalo roz-
wigzane dokladnie z chwila, gdy zdolano wyrazié jege rozwigzanie w terminach
stabularyzowanych funkcji specjalnych,

Czgsto réwnania wyprowadzane z sytuacji fizycznej okazywaly sig zbyt skompli-
kowane 1 nalezalo poszukiwaé roewigzafn przyblizonych.

W miarg komecznosm rozmegzywama coraz trudniejszych zagadnien technicznych
wzrosty wymagania stawiane metodom numerycznym i na plan pierwszy wysunely
si¢ proste metody numeryczne. Oparte one byly gtéwnie na pojeciu réznicy skon-
czonej, kiére nie tylko pozwalato na formalne przejécie od réwnan rézniczkowych
do schematéw rachunkowych; lecz roéwniez pozwolifo stworzyé formalny system
matematyczny. W praktyce rachunkowej najbardziej znanym odkryciem byta metoda
relaksacyjna SOUTHWELLA, jeden z rzadkich przykladéw metody nie wymagajacej
duzych opracowan dla vzyskania oszczgdnodci w zakresie operacji arytmetycznych.

Sytuacja taka byla przede wszystkim wynikiem dazenia do jak najwiekszej uni-
wersalnosci metody.

Pojawienie si¢ szybkoliczacych maszyn elektronowych doprowadzito do zupel-
nego nie liczenia si¢ z ilofcia uzytych operacji arytmetycznych. Wyeliminowane
zostalo nudne operowanie liczbami, natomiast pojawily sie w rozwazaniach duze
ilodci cyfr. Jednakie nastawienie na otrzymywanie wynikéw rachunkowych za
pomocg tych nowych maszyn nie stwarzato okazji do opracowania nowych metod
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numerycznych dostosowanych do duzej ilosci operacji. Wspdlezesne meiody nu-
meryczne s3 — z bardzo matymi wyjatkami — adaptacja metod starych powstatych
w okresie, gdy dzialania arytmetyczne byly bardzo drogie. Ocena wydajnosci me-
tody — Jesli w ogéle jest dokonywana — opiera sig na ogdélnej oszczgdnosci czasu
pracy maszyny. Czynnikiem decydujacym stal si¢ w rzeczywistoéci koszt kupienia
lub wynajecia maszyny szybkoliczacej; godziny pracy ludzkiej, zuzyte na analizo-
wanie wynikow, sa rzadko brane pod uwage, a dane te nie sa przewaznie badane
zbyt dokladnie. .

Pewne aspekty tego stanu rzeczy dobrze ilustruje ksigzka [1], omawiajaca problem '
doktadnosei rozwiazafi zagadnief teorii powlok. Bardzo rzadko uzyskuje si¢ roz-
wiazania dokladne réwnan przyblizonych teorii powlok, nawet dla zagadnien
o symetrii osiowej. W przypadkach powlok elipsoidalnych i toroidalnych przybli-
zone rozwiazania analityczne znalezé mozna za pomocq dobrze znanych metod
asymptotycznych. W pracy rozpatrywane byly zagadnienia brzegowe sformutowane
w dwu punktach dla réwnan roézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu o wspol
czynnikach funkeyjnych. W przypadku tym rozwigzania asymptotyczne zawieraly
niestabularyzowane wczedniej funkcje specjalne. Wylonita si¢ wigc dalsza ko-
niecznoéé obliczen, przy czym nalezato podja¢ decyzje: czy tabularyzowac te nowe
funkcje, czy dokonaé numerycznego catkowania tych réwnan. Zastosowane zostaly
obie metody, a rezultaty poréwnano. Schemat obliczed numerycznych oparty byl
na pot-analitycznej metodzie obliczania rozwigzai liniowo niezaleznych za po-
mocy calkowania w rozpatrywanym obszarze dla rozmaitych warunkow poczgtko-
wych, Okazato sie, ze bezposrednie rozwigzania numeryczne byly dokiadniejsze
i latwiej je bylo otrzymaé. Z tego wzglegdu w zaleceniach koncowych wyrdzniono
bezpofrednie metody numeryczne, Nalezy jednakie podkreslié, ze uzyta metoda
numeryczna miala charakter analogiczny do metod analizy matematycznej, ponie-
waz prowadzila do okreélania rozwiazaf liniowo niezaleznych. Nalezato nast¢pnie
tworzyé kombinacje liniowe tych rozwiazan ze stalymi wspdlezynnikami.

Ponizej oméwione zostanie inne mozliwe podejécie do zagadnienia, jakim jest
bezposrednia metoda numeryczna oparta na na$ladowaniu (modelowaniu) bada-
nego procesu fizycznego,

WeiZmy teraz pod uwage ogélna postaé praw fizycznych i zbadajmy, jakie wa-
runki musza te prawa spetniaé, aby takie na$ladowanie bylo mozliwe. Wsicpny
podzial tych zagadnien matematyki stosowanej, wiazace si¢ z réwnapiami réznicz-
kowymi, mozna oprzeé na wystepowaniu lub nie wystgpowaniu czasu, tj. na ich
ustalonym tub nieustalonym charakterze. Jednakze stan ustalony nalezy rozwazal
jako pewien stan idealny, ktory w rzeczywistoéci nigdy nie wystepuje, poniewaz jest
stanem granicznym procesu zachodzacego w nieskonczenie diugim okresie czasu.
Taka interpretacja znajduje gotowe poparcie w tym, Ze liczne efektywne metody
rozwiazywania réwnar rézniczkowych zwyczajnych (z warunkami brzegowymi sfor-
mutowanymi w dwu punktach) i réwnan rézniczkowych czastkowych (z podang war-
toécia brzegowa) opieraja si¢ na metodzie kolejnych przyblizen. Tego rodzaju metody
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iteracyjne, obecnie stanowigce chwyt matematyczny nie zwigzany 2 adnym pro-
cesem fizycznym, zawieraja parametr (numer kolejnego przyblizenia), ktdéry mozna
by interpretowaé jako czas. Stad teZ nie bedzie duzym ograniczeniem zakresu oma-
wianych tu badan zaloZenie, e odpowiednie réwnania zawieraja czas. Takie po-
dejécie wprowadzi pewna dowolnoé¢ do sposobu, w jaki beda zaleze¢ od czasu
te problemy, ktdre sa problemami stanu ustalonego w sensie tradycyjnym, np.
w teorii sprezystodei. Jeden z mozliwych sposobdéw wprowadzenia zmiennej czasowej
do takich zagadnien zostanie dokladnic omoéwiony nieco pdiniej,
Modelowaniem? nazwiemy postgpowanie, w ktdrym za pomocg modeli, analogow
lub §rodkéw numerycznych imituje sig zmiany zaleznych od czasu wielkosct cha-
rakteryzujacych proces fizyczny. Metody uZycia modeli i analogéw sa oczywidcie
dobrze znane, mozna tu opierac si¢ na obszernych dawniejszych wynikach uzyskanych
w wielu dziedzinach fizyki. Bardzo czesto dostarczaja one potrzebnych informacji
w sposOb szybki, wygodny i niedrogi. W niektorych jednak przypadkach tylko
modele w petnej skali mogg zastapi¢ badania teoretyczne, a ich budowa moze okazaé
sie kosztowna i wymagad wiele czasu. Moze sig jednoczeénie okazaé, ze modelowanie
numeryczie oparte czy {o na teorii zagadnienia, ‘czy to na znajomoéci zwiazanych
z nim zjawisk fizycznych jest korzystniejsze, poniewai przy raz opracowanym
programie analiza szerokiej klasy parametréow rzadko zwiazana jest z jakimig
wickszymi trudnodciami i wymaga bardzo malych dodatkowych naktadow.
Bedziemy przyjmowaé, #e prawa fizyki matematycznej maja postaé
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gdzie ; sa zmiennymi zaleznymi, x; zmiennymi przestrzennymi (wspélrzednymi),
a ¢ oznacza czas. Wszystkie te zmienne moga posiadaé wymiary lub by¢ wielkoScia-
mi niemianowanymi. Wazna cechy podanych réwnaf réiniczkowych jest to, Ze
Zawieraja one czas explicite. Na pierwszy rzut oka wydawaé sig moze, Ze jest to
dos¢ duze ograniczenie, jednak przeglad znanych praw fizycznych wykazuje, Ze
maja one na ogdl tg wlasnoéé. Postaé podanych wyzej zwiazkow pozwala inter-
pretowaé prawa fizyczne jako przeksztalcenia rozkladow przestrzennych zmiennych
zaleznych w rozklady przestrzenne szybkodci ich zmian (pochodnych wzgledem
czasu). Wobec tego metody numeryczne rozwiazywania opisywanych przez te
réwnania zagadnief (przy podanych wartosciach poczatkowych lub wartosciach
brzegowych) beda sie rdznity miedzy soba sposobem, w jaki wykorzystane w nich
bgda predkosci zmian rozkladow.

Postawimy teraz nastgpujace pytanie: jakie wlasnosci ma posiadaé poszukiwana
przez nas metoda o szerokim zakresie stosowalnosci? Oczywiscic metoda taka
musi umozliwiaé rozpatrywanie zagadnief przestrzeni wiclowymiarowej, . Musi
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byé poza tym stosowalna do réwnan nieliniowych, tj. do przypadkdw, w ktérych
prawe strony rownaf praw fizycznych zawieraja zmienne zaleine i ich pochodne
wzgledem wspohrzegdnych w sposéb nieliniowy. Dalej, metoda taka powinna do-
starcza¢ wynikow w postaci numerycznej tylko wiedy, gdy jest to niezbgdne; po-
winna natomiast podawa¢ wyrazenia analityczne w kazdym przypadku, gdy moga
by¢ one otrzymane doktadnie lub w przyblizeniu za pomoca rozwazan analitycznych.
Powinna wreszcie istnie¢ mozliwo$é stosowania tej metody do tak specjalnych pro-
bleméw, jak np. problemy, w ktérych wystepuja ruchome brzegi.
Poszukiwanie takiej metody mozna by zapoczatkowaé badajac wszystkie istnie-
Jjace metody numeryczne pod wzgledem mozliwosci spelnienia przez nie wszystkich
tych wymagan. Jednakze wickszo$é istnigjgcych metod numeryeznych ma silnie
doraZny charakter — takie badania bylyby i nudne, i zniechecajgee, Zamiast tego
lepiej bedzie sklasyfikowaé te metody ze wzgledu na ich poéredni® lub bezposrednit
charakter. Metody pierwszego rodzaju prowadza zawsze do ukladéw réwnan
algebraicznych, ktére nalezy rozwigzad, aby moc okredlié stan w poZniejszym stadiom
procesu. W metodach poérednich wartofci w punktach siatki réznicowe] zwiazane
sa z wartoSciami poprzednimi zmiennymi za pomocy numerycznych odpowied-
nikéw praw fizycznych., W metodach o charakterze bezpoérednim stan chwilowy
stuzy do okreslenia nowego stanu: zespdl wartosci danych lub wezeéniej okreslonych
wyznacza poprzez rdwnania rozniczkowe nowy stan. Mozna wiec stwierdzié, e
metody bezpofrednie nadladuja czasowy przebieg procesu, podczas gdy takie stwier-
dzenie nie byloby calkiem prawdziwe w stosunku do metod posrednich. Latwo to
stwierdzi¢ wyobraziwszy sobie, e warunki brzegowe ulegly naglej zmianie. Zmiana
ta moze wypa$¢ pomigdzy dwiema chwilami, w kioérych nastepuje wyznaczanie
stanu; wiedy metoda o charakterze posdrednim bedzie nasladowaé proces fizyczny
w taki sposdb, jakby przewidywala zmiany warunkéw brzegowych majacych na-
stapi¢ pdZniej. Natomiast w przypadku takiej zmiany warunkéw brzegowych re-
akcja metody nasladujacej proces w sposdb bezposredni bedzie opbiniona. Wydaje
sig, 7€ ze wzglede na dowolnoéé zmian omawianego rodzaju prawo przyczynowosci
uzasadnitoby raczej bezpoérednia interpretacje réwnan rézniczkowych (por. [2]).
Bardzo szczegblowo zbadano obydwa typy metod numerycznych stosujac je
do réwnania dyfuzji jednowymiarowej. Szerokie badania teoretyczne wykazaly,
ze wiele metod poSrednich przewyisza odpowiadajace im metody bezposrednie
tym, Ze sa stabilne (por. [3]), tj. Ze 'w metodach posrednich okres czasu zawarty
pomiedzy’ dwiema kolejnymi chwilami wyznaczania stanu ograniczony jest jedynie
wzgledami dokladnosci, natomiast w przypadku metod. bezpoérednich dla zapew-
nienia rozwigzapin stabilnosci wymaga sig okreslonego zwiazku pomiedzy siatka
przestrzenng a dlugoécia tego okresu czasu., Zjawisko uzyskiwania rozwigran
niestabilnych w wyniku numerycznego modelowania procesu, o ktérym wiadomo,
Ze jest stateczny lub dazy monotonicznie do stanu ustalonego, pozwala przypuszczaé,
1 Ang. implicit, ‘
4 Angl. explicit.



ze przy formulowaniu metody zbyt powierzchownie potraktowano jej strong mate-
matyczng; np. zalezno$¢ od czasu zmiennych zaleznych, w lszezegdlnoSei ich
asymptotyczne zachowanie si¢ dla duzych wartosci ¢ nie zostalo, byé moze, dosta-
tecznie uwzglednione przy ukiadanin schematéw numerycznych.

Mozna ogdlnie stwierdzi¢, ze matematyk zaimujacy sig zastosowaniami bardzo
czesto spotyka sie z problemami, ktore dotycza albo wyidealizowanych stanow
ustalonych, albo proceséw dazacych do takiego stanu i wobec tego, od pewnego
momentu, niektére czedci rozwigzan takiego problemu nabieraja charaktern mono-
tonicznego i asymptotycznego. Metody numeryczne, opierajace sig na formalnym
reprezentowaniu rownan rozniczkowych za pomocg réznic skorniczonych 1 wobec
tego na aproksymowaniu rozwigzan wielomianami, nie moga modelowaé proceséw,
ktorych rozwiazania maja taki charakter. Nalezy zatem oczekiwaé, Zze metody
te nie beds mogly doprowadzi¢ do opisu ziawiska w nieograpiczonym okresic
czasu, 7 tej sytuacji zupelnie jasno wynika zapotrzebowanic na metody asympto-
tyczne, fj. na metody mogace nasladowa¢ w diugich okresach czasuy monotoniczny
i asymptotyczny charakter dowolnego procesu szczegdlowego.

Rozpatrzmy teraz typowy przebieg zaleznych od czasu zmian wartoSci zmiennej
zaleznej w pewnym punkcie przestrzeni (rys. 1). Poczynajac od mniej Iub wigeej
dowolnej wartosci poczgikowe] rozwiazanie przechodzi przez skonczona ilosé
warttosci ekstremalnych. Mozliwe sa réw- Ag,Bots
niez nieciagloéct, jesli np. nastapily zmiany
stanu fizycznego. W ostatnim z punktéw @
przegiecia rozpoczyna sig asymptotyczna an
czedl rozwigzanta. W ten sposdb uzyskuje 29

e

sie podzial rozwiazania na «czeéé efektu
brzegowego» i «cze$é membranoway» —
jesli przyjac terminologie teorii powlok.
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padku ogdlnym o zachowaniu si¢ rozwia- .20 \ et ]
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wej. Jednakze czg§é asymptotyczna bedzie ~40

catkowicie okre§lona przez réwnania réz- 50 ! ‘ |

niczkowe i warunki brzegowe, i bedzie ona Rys. 1

w sposob jednoznaczny okredlata cha-
rakter pierwszych przyblizefi rozwigzania i funkcji ekstrapolacyjnych (w bezpo-
sredniej metodzie numerycznej). Te wlasnoscl staly si¢ podstawa metody ekstra-
polacji funkcyinej zaproponowanej dwa lata temu w pracy {4]. W okresie p6zniej-
szym zostala opracowana szczegblowo specjalna wersja takiej metody, wykorzy-
stujgca funkecje wykdadnicze. -

Yatwo jest uzasadni¢ korzysci, jakie do rozwoju metod asymptotycznych wnosi
vzycie funkcji wykladniczych. Wiadomo przede wszystkim, Ze funkcja wykladnicza
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opisuje stadia asymptotyczne wielu procesdéw fizycznych. Po drugie, kombinacje
liniowe funkcji wyldadniczych sg rozwigzaniami réwnan rézniczkowych liniowych
o statych wspolezynnikach, wiec istmieje tu mozliwodé uzyskania teoretycznych
oszacowanl dokladnosci rozwiazan otrzymanych metods ekstrapolacji wykladniczei.
Po trzecie, dokladnymi rozwiazaniami réwnaf rézniczkowych o pochodnych
czastkowych (po przeksztalceniu ich w rOwnania réinicowo-rézniczkowe zawiera-
jace tylke pochodne wzgledem czasu) sa kombinacje lindowe funkcji wykladniczych
i wobec tego, jesli tozwigzania tych réwnan sa asymptotyczne, to ich zachowanie
si¢ bedzie okreflone gléwnie przez jeden ze skiadnikéw wykladniczych, W zwigzku
z tym nalezy podkresli¢, ze uzycie réznic skoficzonych do aproksymowania pochod-
nych przestrzennych jest, przynajmniej w przypadku punktéw wewngtrznych obszaru
ograniczonego, w pehni uzasadnione tym, Ze rozpatruje si¢ jedynie lokalne wlasnoéel
chwilowych rozkladéw przestrzennych. W przypadku problemdw o danej wartosci
poczatkowej, ktdrych rozwigzania wykazuja charakier asymptotyczny zaréwno
w obszarze, jak i w poblizu brzegdw, nalezy z wigksza ostroznodcig uzywaé roznic
do przyblizania pochodnych wzgledem' wspoirzednych przestrzennych.
Zilustrujemy téraz na przykladzie sposéb uzycia ekstrapolacji wyktadniczej. Dla
uproszczenia rozwazmy réwnanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu (por. [4D)
)

Przy warunku poczatkowym o
y(0) =0
poszukiwaé bedziemy rozwiazania przyblizonego Y(¥) .w postaci

Y() = Ag+ > 4,6,
i=1

gdzie A,, A; w; sg nieznanymi parametrami [w ilosci (2r4-1)].
Rozwiazanie przyblizone Y bedzie spelnialo réwnanie rézniczkowe zwyczajne
o statych wspolczynnikach
dmLy o Y
a2y g O
i=1 :
gdzie a; sa funkcjami elementarnymi i symetrycznymi zmiennych w; takimi, Ze

migjscami zerowymi wielomiatiu
atl

- 2 ajﬂj

j=1
sa liczby w; Roézuniczkujge réwnanie wyjsciowe (2n—1) razy wzgledem f i wyko-
rzystujac warunek poczatkowy p(0) = 0 znajdujemy wartosci poczatkowe Ppo-
chodnych d'y/dff dla # =0 oraz j =1, 2,..,, 2n. Wystepujace powyzej liczby o;
okreflimy tak, aby zachodzity rownosci

&y a4y .
[ dr ]::o“ [W]mo (j=0,...,2n).
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Uzyskamy to rézniczkujgc rownanie rézmiczkowe z niewiadoma Y (n—1) razy
wzgledem ¢ 1 rozwigzujac otrzymany ukiad » rownan liniowych wzgledem a; zoaj-
dziemy @, jako pierwiastki podanego powyzej wielomianu. Znajdziemy ostatecz-
nie (n+1) wspodlczynnikdw A; rozwmzujzgc ulkdad (n-}-1) réwnan otrzymanych

z warunkow
&Y &Y )
[ ar ]t—o - [ dt’ ],_0 (j==0,1,....n).

Latwo zauwazyé, Ze w rozwigzanie przyblizone ¥ otrzymane w ten sposdb wehodzi
blad rzedu 0(£2*+Y), tj. bitad wynikajacy jedynie z przyblizenia réwnania pierwotnego
przez réwnanie o wspdlczynnikach statych. Powtaxzajac takie postgpowanie w do-
godnie dobranych przedzialach czasu otrzymamy ciagle rozwiazanie przyblizone
o pierwszych pochodnych niecigglych w punktach podawania wartodci poczatkowej
(w koticach przedzialow), [4].

Gdy rozwigzanie dokladne sklada si¢ jedynie z funkcji wykladmczych a liczba n
funkeji wykiadniczych wystgpujacych w rozwigzamiu przyblizonym ¥ jest wigksza
od ilosci funkeji wykladniczych wysigpujacych w y, to metoda ekstrapolacii wy-
kladniczej da rozwiazanie dokladne juz za pierwszym krokiem. Jeéli » jest mniejsze
niz liczba funkcji wykladniczych w rozwigzaniu dokladnym i wszystkie te funkcje
maja wykladniki ujemne, to wartosci » wykladnikéw w ¥ bgda dazy¢ asympto-
tycznie do wartodci wykladnikow majacych najwigkszy wplyw na zachowanie sig
rozwiazania dokladnego. Wlaénie ta ostatnia cecha omdwionej metody rozwigzy-
wania przyblizonego powoduje, ze jest ona tak wygodna dla numerycznego mo-
delowania pewnych procesow fizycznych.

Zanim omowimy szczegdlowo pewne zastosowanie ekstrapolacii ekspotencjal-
nej zwrécimy na chwilg uwagg na zagadnienie zaleznofci od czasu, aby powigzaé
je z problemami stanu ustalonego w sensie tradycyjnym. Rozwazmy dla przyktadu
problem zginania belki z wartoSciami brzegowymi podanymi w dwu punktach

diw
“dxt

(- 1)-w(+1)—[f,2;’] . [fix“’] =0,

gdzie w jest ugicciem, x wspdtrzgdng liczong wzdhuz belki, a p(x) jest pochodng
obcigzenia, Problem ten zblizony jest charakterem do pewnych probleméw teorii
sprezystoéci, np. teorii plyt, teorii powlok, plaskich zagadnien teorii sprezystosei
itp. Wszystkie te problemy prowadza do réwnail eliptycznych o pochodnych czast-
kowych, a dotychczas nic zostaly opracowane catkowicie zadowalajace metody
numeryczinego rozwigzywania tych rdéwnath. )

Te ostatnie problemy mogg sig r67nic¢ od problemdw zginania belek obecnodcia
w rownaniach dodatkowych wyrazdw. Jednakze w kazdym przypadku tylko jedno
z podstawowych réwnaf réiniczkowych bedzie zawierato czwarte pochodne wegle-

—p(x) =0,
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dem wspéhrzednych, a pozostale réwnania beda zawieraly jedynie drugie pochodne
wzgledem wspdlrzednych, Ta réznica rzedéw réwnan rdzniczkowych daje nume-
ryczny efekt nieréwnowaznoéci bledéw zackraglania, tj. bledéw wynikajacych
z faktu, Ze w obliczeniach wystepuja jedynie skoficzone iloéci cyfr znaczacych.
Dla ominigeia tej trudnoci wygodnie jest prowadzié zmienna pomocnicza, ktéra
sprowadzala pochodne wzgledem Wspoh'zgdnych we wszystkich réwnaniach do
tego samego rzedu.

Postgpowanie takic wyprGbowano po raz pierwszy w zagadnieniu belki, zaste-
pujac réwnanie podstawowe ukladem dwu réwnah rézniczkowych zwyczajnych,

d®u . d?w
ﬁ-—-p(x) S 0, -ﬁ—u(x) = 0.

Dedajac teraz do prawycﬂ stron. sktadniki

o ow
o’ ot
otrzymuje si¢ uklad parabolicznych réwnafi rézniczkowych czastkowych
5% du 8 W aw
A T =Gy

Wiasnofci rozwigzaf takich réwnan zostaly wyczerpujaco zbadane. Wiadomo
w szczegllnodei, ze zdazaja one do funkeji opisujacych stany ustalone. Jak latwo
Z powyzszego zauwazyé, w omawianym przypadku takie funkcje opisujace stan
ustalony musza by¢ réwne rozwiazaniom réwnania wyjsciowego przy odpowiednich
natozonych warunkach brzegowych.

Warunki brzegowe dla problemu pomocniczego wyrazone w terminach funkeji u
1 w majg postaé

w(—1,8) =u(l,H) = w(—1,1 = w(l, i)—(}
Stad wynika réwniez, 7e

Oultlr) _ owlElh) _ Su(Llh _ Fwlkly
N T

podczas gdy pomigdzy punktami —11 1 pochodne u/dt, dw/dt, d%ufdz2,... beda okre-
Slone przez réwnamia rézniczkowe, w ktorych wystapia pochodne chwilowych roz-
kladéw zmiennych u i w wzgledem wspdhrzednych "przestrzennych. Tak wiec dla
rozpoczgcm procesu obliczeniowego potrzebne sa warunki poczatkowe.

Problem pomocniczy rézni sie pod tym wzgledem od plerwoinege zagadnienia
stanu ustalonego. W kazdym problemie praktycznym za rozktad poczatkowy bedzie
si¢ przyjmowaé najlepsze, najlatwiej osiagalne rozwiazanie przyblizone, ponicwaz
interesujacy jest jedynie koncowy stan ustalony. Wybdr taki ogranicza jedynie
mozliwoéci zmniejszenia 1103(:1 obliczen. Dla rozwazanego problemu wybrano wa-
runlq poczatkowe

7 7w
—x, wix,0) = cos —x,

]
u(x, ) = — 7 os 5

4 2
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ktére malezy interpretowaé jako przyblizenic tozwigzan dokiadnych dla stanu
ustalonego, a wige ' :

P%(—?.—}—?’xﬂ-{—xa) dla x <0,
D=1

-6_(w2+3x2—x3) ' dla x > 0;

1—21—6(16—20x2+5x4-{—x5) dla x <0,
wx) =, 1

30 (16—20x2-+5x*—x% dla x > 0.

Zanim podamy szczegdly numerycznego rozwigzywania tego problemu, bedzie
rzecza inieresujgcy przedyskutowaé rdine mozliwe interpretacie rozwazanego
zagadnienia pomocniczego. Ma ono trojakiego rodzaju zwiazki z procesami fi-
zycznymi—1 to jest jedna z przyczyn, dla kiorych ten wiadnie przyklad zostal
podany.

Po pierwsze, zagadnienie to moina uwazaé za przykiad schematu procesu itera-
cyjnego shuzacego do rozwiazania problemu stanu ustalonego za pomoca formalnego
postepowania matematycznego. Podstawa takiego postgpowania jest znajomosé
wlasnoéci rozwigzan rdwnania parabolicznego.

Po drugie, eliminujac  z podanych wyzej réwnan otrzymamy
P Fw 9 (azw)

il LA, TN Sl
ot P ot o\ ax

ti. réwnanie rucho belki zginanej poddanej dzialanin sily tlumigcej proporcjonalnej
do szybkoéci zmian krzywizny belki. Wobec tego zaleZnym od czasu zmianom
funkcii w mozna nadaé sens fizyczny, co usprawiedliwia méwienie tu o aumerycznym
na$ladowaniu (modelowanin) procesu fizycznego, Widaé rowniez teraz, dlaczego
réwnanie belki nie ttumionej nie byloby wystarczajace dla naszych celéw.

Po trzecie, wystepuje tu typ ukladu réwnan, ktéry ma duze znaczenie w teorii
przeplywn cieczy przez ofrodki porowate. W tym przypadku zmienne u i w maja
znaczenie ggstodci 1 ciSnienda plynu. Znajomo$é zaleznofci od czasu rozwigzan
tych probleméw jest zagadnieniem pierwszorzgdnej wagi dla przemyshu naftowego,
poniewaz rozwiazania te opisujg proces oprdézniania si¢ zbiornikéw paliw plyn-
nych, 5.

Powrdémy teraz do rozwazanego problemu. Zbadane zostana pewne rezuliaty
numeryezne uzyskane za pomoca funkcji wykladniczych. Poprzednie rozwazania
teoretyczne bardzo pomagaja w zrozumieniu metody ekstrapolacji ekspotencjalnej,
lecz w praktyce niemozliwe jest postugiwanie si¢ duza iloscig funkcji wykladniczych.
Uzycie ich staje sie nonsensowne ze wzglede na ograniczong ilo§é miejsc znaczacych
we wspdlczesnych maszynach Ticzacych: bledy zaokraglania pozbawiaja jakiego-
kolwiek znaczenia pochodme numeryczne wyiszych rzedow.
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Oznaczajac teraz przez u!, w} wartosci zmiennych u, w w chwili 7 = /k i punkcie
x =jh, gdzie k i h sa odpowiednio wymiarami siatki réznicowej w przestrzeni
i przedzialow czasu, uzyskujemy réwnania réznicowo-rdzniczkowe dla przedziatu -
Ik <t < (I4+1)k w nast¢pujacej postaci:

I I i I
duj U —2ujtup g

dat h? Pi
3 4

dwy  wha—2whiwh,

o e -

Odpowiednimi warunkami brzegowymi sa

. dut  dul ’
I —_— I == ——-1— —_— —N- == e —
MTWE T T T 0,
dwi  dwly
Pome gl 201 FON
=W =g d 0,
gdzie j=1 i j = N odpowiadaja odpowiednio warto$ciom x, = —1 oraz xy =1
oraz N = 2[h+1. '
Rozwiazania przyblizone otrzymamy teraz w postaci
i
C},D,,va 995+1 _ A};-{—B}-em‘rk,
) _ gdzie
64 \\ wl — 7d2(p§ dij i
P _ y det [[\ dt [’
et
[— 2
o 0 BI._(M‘*PE) /(dz‘??} )
oML Us 68 6o gp g ap L T\ ][\ de
I
ot " Ay =g} — B
—4p ] Fatwo zauwazyC, Ze wzory te gwarantuja
/. wpft+i)=o v Dy "o" wlasciwe zachowanie sie rozwiazan w chwi-
8 lach okreslania stanu, (por. [4]).
e ' Rysunki 2 i 3 ukazuja typowe zmiany
-0 zawierajacych parametr 1 wspolczynnikow
Rys. 2 wystepujacych w  tych przyblizeniach,

_ Mozina wykazaé, dokonujgc rozdzielenia
zmiennych, e dokiadne rozwigzania problemu pomocniczego beda zawieraly
sktadniki wykladnicze o wyldadnikach : '

wt = —(@{4)t.

Zbieinod¢ wykladnikéw rozwigzan przyblizonych do tej wartodci dobrze ilustrujg
rezultaty numeryczne.
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Dokonawszy pewnej iloéci calkowan maszyna zatrzyma sie w chwili, gdy wyklads
niki osiagna swoje wartosci graniczne i wydrukuje formuly analityczne okreslajace
zmienne u; 1 w; Je§li interesujacy jest jedynie koficowy stan ustalony, to Zadany

Al Asympiola

Warlos? Ostatni punkl przegigein

poczgthowa

I i

Rys. 3

rezultat okreslaja czesci stale A; tych rozwigzan. Dane takie dla problemu zginania
belki zawarte sa w tablicy 1.

Tablica 1 -~
Wartosci ) Wartosci
Punkty rozwiazan przyblizonych rozwigzan dokiadnych Biedy

J x Aj; B; 1y Wy # w
2 —40.,8 —0,1000016  0,0419699 ‘—0,098667 0,041003 1,35%  2,36%
3 —0,6 —0,1919976  0,0799622 | —0.189333 0,078085 1,41% 2,40%,
4 —0,4 —0,2680025  0,1102406 | —0,264000 0,107648 1,52% 2,41%,
5 —0,2 —0,3199974  0,1298605 | —0,314667 - 0,126731 1,69%; 2,47%
6 0,0 —0,3400028 0,1366204 | —0,333333 0,133333 2,00%, 2,475

Dwie ostatnie kolumny tej tablicy zawieraja wartodci rozwigzan dokladnych oraz
bledy wzgledne wyrazone w procentach.

- Dotychezas nic nie méwiliémy.o stabilnosci metody ekstrapolacji-ekspotencjalnej.
Jedyne dostgpne obecnie rezultaty dotycza réwnania dyfuzii jednowymiarowej

ou  u

o A’

dla ktérego wzdr ekstrapolacyjny (w bezpofredniej ekstrapolacji ekspotencjalnej)
ma postaé

Wit
S U = Ul a]);l A2U%,
J
gdzie
h h
o+ i) vl )
4771
C(Jj. — AhUJ . A%U} — A% 4 2 4 2 .

ARUL h
Po zapisaniv tego wzoru w postaci

2
Ui <= U AU 5 AU 0069
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“widaé, ze dla malych wartoéci mozna go zapisaé w przyblizeniu w formie klasycznego
wzora (por. [3]) *
Ut = Ul4-kA3UL
Stabilnoé¢ tej formuly zostala zbadana szezegblowo po raz pierwszy w znanej
pracy COURANTA, FRriEDRICHSA i LEVY’EGO w roku 1928. W ostatnich latach Fritz
JorN dowiodl, Zze dla réwnania (por. [7])

au J%u

i an(x, I)W

kryterium stabilnodci ma postaé

I
7 .
Dla g, =0 redukuje si¢c ono do warunku otrzymanego w roku 1928. Poréwnujac
-podane powyzej roéwnanie rézniczkowe z formula wykladnicza widzimy, e czynnik
coj’i X
@j

max ay(x, t)jcg <
x, 1

mozna zwigzad ze wspdlczynnikiem @, w pracy Jouna. Poniewaz w) jest przybli-
Zeniem granicy @, wige otrzymamy
[-—eg ok 1

Tl T
Wobec tego istniejg takie szerokosci siatki réznicowej, przy ktorych metoda bgdzie
stabiloa dla dowolnych k, mianowicie s takie, Ze

h“’-<£.
aor

Nalezy zaznaczyé, ze Jorn naktada na a,(x,7) warunek
ag > a > 0.

W ogdlnosci wzér wyktadniczy bedzie podlegal temu ograniczeniu jedynie w sta-
dium asymptotycznym, czego nalezato oczekiwaé. Rezultat ten wskazuje, Ze zakres
stabilnoéci metody ekstrapolacii wykladniczej jest zmienny i moze byé nieogra-
niczony.

va
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Peswome

HHCHEHHOE MOIEJIMPOBAHHE GHUIUUECKUK IIPOLECCOB

Crenuansio yIofHBIM cOcoGOM HPEICIaBieHs MHEOTUX dusuyecknx mponec-
COB ABIAETCA HCTOb30BaHue JMbPEPEHMANFHLIX YPaBREHHE B YACTHBIX TPOHI-
BOIHBIX, CBASBIBAICHIMX CHOPOCTH HM3MEHCHWH 3aBHCHMBIX IIepeMeHHEBIX, opou3-
BO/IHBIX TIO OTHOIIEHUIO K BPEMEHH C HPOCTAHCTBEHHBIMM DACIIpEIEEHUAME IIe-
pemenseik. Ilocne HanoyKeHMsT HATANBHBIX MM KPASBBIX YCIOBHH, KOJIMUECTEO
KOTOPEIX 32BHCHT TOJIBKO JIMHIL OT CAMBIX YDABHEHWH, I0JMy4YdeM NompobHble pe-
IIEHHS 39,149, OIMMCHIBAHHBIX 9THMH YDABHEHMAMI.

Ho noapienus GBICTPONEHCTBYIOMMX CUCTHBIX HEKIPOHHBIX MAMIAH, JAIOMJIK
BOSMOKHOCTE HPOROAMTE MOUTH HEOTPARHMYECHHOE KOMHYCCTBO apE(METHYECKUX
ONEPALH , 9TOT BOIPOC CUMTANCA PEIICHHEIM B MOMEHT, KOTHA €r'o pelerRse MOK-
HO OBLIO BBIPA3UTH PAHBIIE B CHICHHANBHBIX (DYHKIAAX OpeACcTaRIeHHbIX B Tal-
JmEX, OHOBPEMEHHO ¢ PaCHIMpeHmeM OGIACTH HCOIC/OBAHHN IPHKIAIHo Ma-
TEMATHKH ¥ C YCJIOMHCHACM IPAKTHUECKHX 347124 GOJIbIICE BHAMAHEE GBII0 obpa-
LIEHO HA YHCJICHHBLY aciexT, O/[HAKO BCE CHIE JHCHEHHBIC CTOPOHEI PELICHRA
TTOTUNESTIIHICE MeTORaM aHanmsa. Jluno nporogsiee pacaer B oueHs Malol crenenyn
MOIJIO BIUATE HA C110co0 GOpMyNHPOBAHAA pelaemolt npoGiemer, Cremyer yuecrs,
YI0 B 9T0 BPEMA NPHHEAMATNC BEO BHEMIHEE TONBKO JWIID AudiepeHIIHasHbte
YPaBHCHHA W CHCTEMBLI anreGpadyecKuX ypaBHeHn!, KOIMUECTBO KOTOPLIX CIEL0-
BalI0 OTpanmduthb Tak, UTo0BE PEUICHUA HX He TpeGoBal0 CIHIMKOM GONBIION0 YHcia
apEPMETHHECKIX OTICpariii,

Kaxercs, uro uzobpercHue 9IICKTPOHHLIX MAIINH B TAXOM IONOMCHHH BBI3BANO
MCHDLIE MSMCHEHHH, YeM Gbt 970 CICAOBANO H3 BBILIE IPHBE/ICHHBIX PACCY>KACHAH,
B ocobermocr unCHeHuble METOEET B HeGONbIION CTEHeNH HaMeHIIIHCE © TEX nop,
KOI7Zla OCHOBAHHEM pacyeros Oblum cuenuansHbie (ymrmua. M Tak, BOSHEKAOT
/B2 BONPOCA OCHOBHOTO XapaKTepa:

1. TIpEronse! M MHCHEHHEIE METOMBI, TIPUCIIOCOTIIEHADTE K MATOMY KOJIBUYECTRY
apudmernyeckux onepanui M K MAKCHMAIBHOMY WCIONB30BAHHIO CLIEIMAIBHEIX
DYHKITHE B YOTOBHAX HCHONBIOBAHUA CTIEIHATEHBIX DYuXIEE B YCIOBHIX HCIOIhH-
30BAHNA 9EKTPOHHLIX MALIHH.

2. Ha KaKux KPHETHUECKUX CIICAYET ONUPATHECH HpH PaspaboTie YUCIIEHHEBIX Me-
TOAOE, LUPHCTIOCOOIEHHEIX K HOBBIM YCIOBHAM.

O1H BoHpockl GBI HOAPOGHO MPOIHCKYTHPOBAHLL.

Ha npumepe nprmenenuit x npoGremom mudidysau u TEOPHH §aNIOK NaccMaTpH-
BAKOTCA HEKOTOPEIC aCTIeKTERI HCHONLIOBAHHA NOKA3ATENbHEX. (DYHKIHH , KaK O0CHO-
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BAHHMA ACHMITOTHUYECKHX METOHNOB HMHTErPHPOBIHI. BeIGpanHbIi METOM IIOX0Aa
K BOIIPOCY TIO/[UEPKUBACT 3HAUCHUE TUCIIEHHOT0 MOZETHPOBAHIIT nporiecca, Irobnt
MIOKA3ATH, KAKUM CII0cofoM MOMKHO HCIIOB30BATh BILULA HA hEsMUeCKI CMBICTT
SBICNUA U Ha SHAHME MATEMATHUECKHX CBOHCTB pemesnii apH IPOCKTHPOBANAL
YHCIEHNRIX METOROB.

Summary
NUMERICAL SIMULATION OF PHYSICAL PROCESSES

Many physical processes are most conventiently described by partial differential
equations relating the rates of change of the dependent variables to their space
distributions. Occasionally, these relationships may also involve integrals over the
past histories of these variables, The solutions of problems, governed by such equ-
ations, become particular by the epforcement of given initial and boundary con-
ditions the number of which depends on the equations themselves.

Priot to the advent of high speed computers, and, as a consequence, of almost
infinite numbers of arithmetic operations, a specific problem was considered to
have been solved exactly, if its solution had been expressed in terms of special fanc-
tions which preferably had to be tabulated. As the domain of applied mathematics
expanded and practical problems became more involved, their numerical aspect-
received more attention, but all the time the status of numerical work was sub-
sidiary to that of analysis. The numerical analyst had very little influence on the
formulation of the problems requiring solution, he simply thought in terms of
difference equations and systems of linear algebraic equations the number of which'
he had to limit in order to stay within the humanly realistic range of arithmetic
operations. '

So far, the modern computer seems to have caused less change in this situation
than these considerations would lead one to expect. In particular, the numerical
methods for solving problems have changed little from the special function days.
Thus, there arise the following basic questions:

a) Are the methods designed for small numbers of arithmetic operations and
maximum utilization of tabulated results suitable for the computers?

b) What critetia can be used for the development of numerical methods under
the new conditions? :

These ideas are discussed in detail and certain aspects of the use of exponential
functions as the base for asymptotic integration methods are discussed in the light
of app]icaﬁons to problems of diffusion and beam theory. The selected approach
stresses the numerical simulation aspect in order to demonstrate how physical
insight and knowledge of the mathematical featares of the sought .solations can
be combined for the purpose of the design of numerical methods.

POLITECHNIC INSTITUTE OF EROOKLIN
COMPUTING LABORATORY

Praca zostala zfoiona w Redakeji dnia 12 gruduia 1959 v.





