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Wstep

W pracy [9] podapa zostala teoria nieliniowych réwnah rézniczkowych n-go
rzedu, nazwanych uvogdlnionymi réwnaniami Riccatiego lub krétko réwnaniami
R. Nazwe tg usprawicdliwiajs dwie przyczyny. W przypadku szczegdlnym, gdy
rzad réwnania wynosi 1, jest to klasyczne réwnanie Riccatiego; pomigdzy tymi
rownaniami a linjowymi réwnaniami zachodza zwiazki analogiczne do zwiazkow
pomicdzy réwnaniami Riccatiego pierwszego rzedu a rownaniami linfowymi
drugiego rzgdu. Zwiazki te sprowadzaja rozwigzanie rownania nieliniowego do
rozwiazania roéwnania liniowego, a wigc zadanie na ogdél trudaiejsze do zadania
latwiejszego, co ma pewne znhaczenie W teorii réwnan nieliniowych. Okazato sig
réownicz, ze wprowadzenie uogdlnionych réwnan Riccatiego n-go rzedu jest bardzo
wygodne w teorii réwnaf liniowych, Migdzy innymi mozliwe jest okreslenie klasy
réwnan liniowych o wspolczynnikach zmiennych, ktéryeh rzad mozna obnizyé bez
znajomosci rozwigzania szezegOlnego (sg to tzw. réwnania elementarne rozkladalne,
por. [9]) .

Obnizenie fzedu rdwnania moze przyczynié sie do znalezienia jego rozwigzania
ogolnego. Na tej wlasnie drodze mozliwe sig stalo rozwigzanie pewnego zagadnie-
nia dla. plyty ortotropowej o duzych ugigeiach przy zastosowaniu metody H. M.
BERGERA, [6]. Okazuje sig réwniez, ze kazde rdéwnanie liniowe nierozkladalne ele-
mentarnie mozna uczyni¢ rozkiadalnym zmieniajyc jeden jego wspdtezynnik. Fakt
ten moze byé wykorzystany w zagadnieniach technicznych, gdzie czesto wystepuja
funkcje przyblizone i gdy istnigje okredlona swoboeda ich wyboru ub aproksymacii.
Tak wiec teoria réwnan Riccatiego ma znaczenie dla praktycznego rozwigzywaunia
rownah rozniczkowych, m. in. rozszerza klase réwnan o wspdlczynnikach funkcyj-
nych, ktére mozna efektywniec rozwigzad,

W wyzej cytowanej pracy [9] rozpatrywane byly liniowe réwnania réZzniczkowe
(i odpowiadajace im réwnania R) przy zalozeniu wiclokrotnej rézniczkowalnosei
wspolczynnikéw réownania Hniowego. Okazuje sig, Ze przy zalozenin slabszym —
ciagloéci wspokczynnikow réwnania liniowego (# + 1) -go rzedu — okresli¢ mozZna
inne réwnania nicliniowe n-go rzedu o wiasnoéciach zblizonych do whasnosci réwnan
omowionych w pracy [9]. W odrézaieniu od rownan R te inne rdwnania zwigzane
z réwnaniami linfowymi nazywaé bedziemy réwnaniami Riccatiego drugiego ro-
dzaju lub krétko rownaniami R Symbol f{,, oznaczaé bedzie réwnanie Riccatiego
drugiego rodzaju n-go rz¢gdu. Mimo, ze pomigdzy teoria réwnan R oraz tu przed-
stawiona teoria réwnan R zachodzi do$¢ znaczne podobienstwo, jak zobaczymy,
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zachodza réwniez istotne réznice. Sam fakt zwigzania z kaidym réwnaniem li-
niowym nowego réwnania nieliniowego, ktoérego rozwigzanie ogélne jest w usta-
lony sposéb okreSlone przez rozwigzanie réwnania liniowego, daje nows dosé
obszerna klase réwnan nieliniowych, co prawda do$¢ specjalnych, ktére na tej
drodze moina rozwigzaé. Z drugiej strony pewne wnioski wynikajace z teorii réwnan
R moina wykorzystaé do praktycznego rozwigzywania réwnafh liniowych dotych-
czas mie rozwigzanych.

Przedstawiajac teorig roOwnan Rw czasopifémie przeznaczonym dla czytelnikow,
ktoérych interesuia przede wszystkim praktyczne metody rozwigzywania rdwnan
rézniczkowych, nie unikam jednakze przytoczenia dowodéw i rozwazah o charak-
terze bardziej teoretycznym. Czytelnik o nastawienin §cifle praktycznym moie
pewne dkoody i ustepy teoretyczne pominaé (np. twierdzenia o isinieniz rozwigzan
rownaf R).

Jak wiadomo, wigkszos¢ zagadnien technicznych sprowadza sig do rozwiazania
pewnego zagadnienia matematycznego, najezelciej rdwnania rézniczkowego. Ma-
my nadzigje, Ze teoria réwnan R utatwi rozwiazanie niektorych zagadnien technicz-
nych. Mamy tu na my$li przede wszystkim tzw. rownania liniowe elementarnie
rozkladalne. Stanowia one naturalne rozszerzenie klasy réwnan o wspoélczynnikach
stalych oraz réwnan Bulera, ale stanowig klasg o wspdlczynnikach funkcyjnych
znacznie obszerniejszq. :

W zakofczeniu tego artykutn podamy przyklad zagadpienia technicznego, kto-
rego rozwiazanie staje si¢ mozliwe na tle przedstawiongj tutaj teorii

1. Réwnania Riccatiego n-go rzgdu drugiego rodzaju

11. Na wstepie (przed okrefleniem uvogdlnionege réwnania Riccatiego #-go
rzgdu) wprowadzimy pewne oznaczenia i umowy oraz wyprowadzimy wzory po-
trzebne w dalszych wywodach,

Wezmy pod uwage dwie dowolne funkeje a(x) oraz f(x) okreslone we wspolnym
przedziale (o, 5) i nalezace odpowiednio do klasy C" oraz C"'. Przy tych zaloZe-
niach kazdej liczbie naturalngj n preyporzadkujemy nieliniowy operator réinicz-
kowy n-go rzedu I# okreélony na funkcji SEx) rekurencyjnie w nastepujacy sposob':

Llfl= l"“l Lfi+ali™ 5],

l“[f ] =f-
Rozpatrywaé bedziemy réwniez opcrator y zdefiniowany y" [f1=#1 f}-
Mamy wigc
’ Irt[ u] d In—l[____"u] uln—l[_u]
(1.1) ’
Io[—u] = —u

* Por. artykui [9]
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Na podstawie powyzszego okreflenia operatora I" znajdziemy ze wzordw (1.1},
gdy n =0, 1,2, 3, ...

IO[_u] = —Hu,
: D—u] = —u'+u?,
(1.2) 1 PPl—u] = —u""+ 3’ —u®,

PBl—u] = —u"" 30"+ dun” — 6 v’ -1,

\

1.2. Na podstawie powyzszego okredlenia operatora /" latwo wykazaé (induk-
cyjnie), ze wzor okreflajacy m-ta pochodna funkeji

(1.3) : y=e'®

ma postac

(1.9 ym = e U Iy,
gdzie

(1.5) ‘ UG = [u(x)dx.

Oznaczenie (1.5) na funkcj¢ pierwotna zachowamy w dalszym ciggu pracy.
Jesli wzor (1.3) traktowaé jako przeksztalcenie funkcji # w y, to odwrotne prze-
ksztalcenie ma- postaé '

(1.6) U = 7;; (y #0).

1.3. Wyrazenie rozniczkowe I"[—u] przy podstawieniu (1.6) przyjmuje postaé
tn+1) i
¥y, 4.

. {n+1) . . !
1.7 f[—g] = & ( y )
(1.7 1"[—u] v w=—7

Dowdd indukceyjny opiera sie na wzorze (1.1).
- 1.4. Niech bgdzie dany uklad n+1 funkcji

(1.8) : ' B T

okreslonych w przedziale (g, b) i nalezacych do klasy C"~L Bedziemy méwili, ze
Junkcje sq istotnie rézne w tym przedziale, jesli wyznacznik funkeyjny

1 1 1
. l-w) Pewg] e IO[ity]

(1.9) T(—ty, —ttgy..., —typ) = I'I—wd  Pl=u] .. [~y
e e I Gl S SR ()

nie jest réwny tozsamosciowo zeru (por. [9]).
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Dla uktadu dwéch i trzech funkcji mamy

1 1 !
T(—ty, —ty) =
( 1 2) —y ___uz 2
1 1 . 1
T(—uy, —Uy, —t) = i —Uy —Uy
I

Z postaci wyznacznika T wynika, ze dwie funkcje sa funkcjami istotnie réznymi
w przedziale (a, b), jesli nie przybieraja w nim wartoéci rownych. Przy trzech fun-
kcjach w wyznaczniku T wystepuja nie tylko same funkeje, ale i ich pochodne.
Je§li wszystkie funkcje (1.8) w przedziale (¢, 5) przyjmuja wartoéci stale, to wyznacz-
nik 7T staje si¢ wyznacznikiem Vandermonde’a (z dokladnoscig do znaku) i zamiast
«funkcii istotnie roéznych» mamy liczby parami rézne.

Lemar 1. Funkeje
(1.10) eV, e, ., el i
sq liniowo niezaleine w przedziale (a,b) jesli ukiad (1.8) pochodnych wykiadnikéw
U, jest ukladem funkcji istotnie réznych i na odwrdt,

Dowod wynika ze zwiazku

. nt1
Wiewh, e, .., eln) =expl— N UlT(—u,, —ity, ..., —H, 1)

i=1
gdzie W oznacza wyznacznik Wrofskiego,

1.5. Twierdzenie G. Mammany (por. [7], twierdzenic pierwsze):
Dla najogolniejszego réwnania rézniczkowego liniowego n-go rzedu istnieje dowolna
liczba par takich rozwigzah szczegdlnych, kidre nigdzie nie przyjmujq jednoczesnie
wartodci zerd.

W twierdzenin tym przyjmuje sic zwykle zaloZenia cigglosci w calym rozpatry-
wanym przedziale. .

1.6. Po tych rozwasaniach wstepnych okre$lamy pewne rdwnanie nieliniowe.

Definicja. Réwnaniem roiniczkowym Riccatiego n-go rzedu drugiego ro-
dzaju lub krétko réwnaniem R nazywaé bedziemy rownanic
(1.11} . R, [u] Ea"+1’"+11"[—u]+an+1,nI"—l[—u}—l— ‘|'a;.+1,1Iﬂ['T'u]+an+1,0 = 0.
O wspdtezynnikach a_y;; (i=0,1,..., n+1) zakladac bedziemy, ze sa okreslone

w przedziale (a, b) oraz ciagte.
Trzy pierwsze rownania R; maja nastgpujaca postac:

daqtt = Ayt — Gy U+, :

!
Ay (" 30t ) - agput” == — AP+ ay P —ag u-ta,
(' 3 =4y’ -Gt u ) ag (W —3uu’) -+ agpu’ =

= QA 1P Ayt — g U4y

(1.12)




Tak wige pierwsze z powyzszych rownan (i = I) jest klasycznym réwnaniem Ricca-
tiego. Przyimujac, Ze @y, 7 0 oraz dzielac réwnanie przez t¢ funkeje otrzymamy
przypadek szezegblny, w ktorym wspdlezynnik przy kwadracie niewiadomej rowny
jest jednoéci. Jak wiadomo, najogélniejsze rownanie R pierwszego rzedu sprowadzié
mozna do postaci wystepujacei we wzorach (1.12) przez podstawienie u = vo,
gdzie @ jest odpowiednio dobrang funkcja. Wynika stad, Ze majogélniejsze row-
nanie Riccatiego mozna sprowadzi¢ do postaci (1.12).

Majac rownania Rn okreslone przez (1.11) rozwazaé bedziemy rézniczkowe row-
nania liniowe (7 + 1)-go rzedu, ktorego wspélezynnikami beda funkcje @,
(i=0,1,..,n-+ 1) wystgpujace w réwnaniu }?:,,. Beda to réwnania
{1.13) Lyl =a,, :|+1J’("+1)+“n+1,ny(")+ 1V O, 0¥ = Baaas

Tak wiee kazdemu réwnaniu R,, (1.11) n-go rzedu odpowiada Scidle okreslonc
réwnanie linlowe (n + 1)-go rzedu i odwrotnie.

Zwigzki pomiedzy odpowiadajacymi sobie réwnaniami sprecyzujemy W nastg-
Ppujacych twierdzeniach.

Twierdzenie 1. Kaide rdwnarnie jt,;go rzedu mozna sprowadzi¢ do réwnania linfowe-
go (n+1}-go rzedu ;;rzez zawmiane zmiennych 4 = — y'[y.

Kaide réwnanie liniowe jednorodne (n-+1)-go rzedu sprowadzié mozna do réw-
nania R, n-go rzedu przez podstawienie

y = o fux ,

Dowbd pierwszej czesci opiera sic na wzorze (1.7). Wystarczy w tym celu

wykorzystaé wzor (1.7), gdy n =0, 1, .... Otrzymamy

*(1.14) yﬁn [_%] - Ln+1[y]7

0 dowodzi pierwsze] tezy,

Na podstawie (1.4) znajdziemy
(1.15) Lyile ¥ = "R, ul,
co dowodzi drugiej czedci twierdzenia.

Twierdzenie 2. Jefli roswigzaniem fjednorodnego rownanio hmowego (n+1)go

rzedu Lo, [y] =0 jest fimkcja
n-1

(L.16) ‘ y= Z—; Ciyes
P
fo rozwiqzaniem ogdlnym odpowiadajqeego mu réwnania R, [u] = 0 jest funkcja~
n+l
- ?1 Cyi
{1.17) U=—x

2 Gy

i=1

Wynika to ze wzoru (1.14).
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Zwréémy uwage, ze funkcja (1.17) w sposéb istotny zalezy tylko od n statych
dowolnych.

Przyktad. Rozwiazaniem ogblnym réwnania Bessela

, yitx-ty +(1—rx-% =0
jest funkcja cylindryczna
y=2Z,=J+CN,, (C=_const)

gdzie J, i N, sa odpowiednio funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju oraz
n-go rzedu.

Stosujac twierdzenie 2 znajdziemy, Ze rozwiazaniem ogblnym réwnania Bessela-
Riccatiego (@ = 1, @y = X7, g = 1—n*x~%)

W =t —x-tut+l—nix-?
lub
X (' —uB+xu—(x2—n%) =0
jest funkcia
Zn—lﬁu n+1
2z,

gdzie Z,_, i Z,,, sa rownicz funkcjami cylindrycznymi odpowiednio (n—1-go
i (n+ 1)-go rzedu.

W ten spos6b mozemy rozwiazaé tyle réwnai Riccatiego, ile znamy rozwiazaf
réwnan liniowych.

U =

Twierdzenie 3. Je§li funkcja u, (i = 1,2, ..., n-+1) sq rozwigzaniami szczegdlnymi .
réwnania R n-go rzedu oraz jesli fankcje (1.8) sq istotnie réine w przedziale (a,b),
to rozwiqzaniem ogdlnym odpowiadajgcego mu réwnania liniowego (n+1)-go
rzedu jest fankcia

n+1
(1.18) y= D Ce U,
i=1

Dowdd. Ze wzoru (1.15) wynika, ze kazda z funkeji y, = exp{—U,) jest roz-
wigzaniem szezegdlnym réwnania (1.13). Nalezy wykazac jeszeze, 7e funkcje te
sa linjowo niezalezne w przedziale (a,b). To jednak wynika z tematu | oraz z za-
lozenia, 7e funkcje —w; sa istotnie rézne.

Z porbwnania powyiszych twierdzen wynika, ze zadanie na ogdt trudniejsze,
jakim jest rozwigzanie rownania nieliniowego, sprowadza si¢ do zadania latwiej-
szego, do rozwigzania réwnania liniowego. W tym przypadku trzeba znalezé pelne
rozwigzanie rownania liniowego, tj. jego calk¢ ogdlna. Natomiast przy sprowa-
dzanio rozwiazania réwnania liniowego do nieliniowego znajomo$¢ rozwigzania
ogdlnego réwnania R, nie jest konicczna, wystarczy zna¢ tylko n+1 rozwigzan
szczegdlnych réwnania nieliniowego, spelniajacych warunek T(—ug,—us, .0
- 1"£u+1) #0.
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Twierdzenie 4. Jesli rozwigzaniem ogdlnym réwnania R,[u] =0 jest fimkcja
u(x, C,, Cs, ..., C,), to rozwigzaniem ogélnym odpowiadajqcego mu réwnania linio-
wego L, [y] = 0 jest funkcja
(119) y= Cfi+} e—U(x,C;,...,C") *

Dow6d. Istotnie, ze wzoru (1.6) wynika, Zze y spelnia réwnanie rozniczkowe

pierwszego rzedu
Y 4ux, Gy, ., Gy =0,
skad wynika (1.19).

Przyktad, Latwo sprawdzié, ze réwnanie Riccatiego pierwszego rzedu (1.12),,
gdy a,, — 1, posiada rozwigzanie szczegblne u = ¢ = const, jesli wspdlczynniki
tego rownania o, (x) oraz dyy(x) spelniaja warunek

€ —dy -+ agy =0,
a wigc jesli 5
_I. tlag = aal 64‘62 lub 11. gy == E_l_ a;[l .

Istnicja wice dwa rownania Riccatiego o wspomniane] wlasnosci 1 1 II:
U == Uty Uty T—CF

oraz

. . a.
u, = Y2 (C—I— 20 )H—I“azg.

Rownaniom tym odpowiadaja rownania liniowe o wspdlczynnikach funkcyjnych
drugiego rzgdu odpowiednio
Yty ¥ (@ t— )y =0
oraz ‘

v (o, @),
y +(c+%)y +ay = 0.

Na podstawie wzorn {1.18) znamy jedno rozwigzanie szezegOlne tych rdwnaf,
jest nim mianowicie funkcja y = e~ . Znajomosé jednego rozwigzania szozegdl-
nego, jak wiadomo, wystarczy do znalezienia drugiego rozwigzania liniowo nieza-
leznego rdwnania liniowego drugiego rzedu. Po obliczeniu rozwigzan ogdélnych
rownan lniowych wzdr (1.19) daje matychmiast rozwigzania ogdlne rozpatrywa-
nych réwnan Riccatiego. Odpowiednich wzorédw nie przytaczamy, gdyz w dalszym
ciagu pedamy wygodne wzory ogdlie.

Przytoczone rdéwnania posiadaja wspolczynniki, w ktorych wystgpuje parametr
¢+#0 oraz jedna funkcja dowolna. Zawierajg one wicle przypadkéw szezegdlnych.
Np. jesli przyja¢ ¢ = 1, ay, = sin®x, to réwnanie I przyjmie postac

Y4y sinfx—ycostx =0,

ktore bez trudu rozwiaZemy.

a4t _‘ 371




Twierdzenie 5 (0 istnieniu). Réwnanie }%,, o wspslczynnikach okreslonych, ciqglych
w przedziale (a, b), posiada rozwiqzanie w calym przedziale (a, b) z wylgczeniem byé
moze skoviczonej lub preeliczalnej ilosci punktéw.

Dowdd Kazdemu réwnaniu (1.11) mozna przyporzadkowaé réwnanie linio-
we (1.13), Poniewaz z zatozenia wspolezynniki réwnania (1.13) sa ciagle w przedziale
(a, b), to na podstawie twierdzenia o istnieniu rozwigzaf réwnan liniowych istnicje
rozwiazanie réwnania (1.13) w catym przedziale (a, b). Na podstawie twierdzenia
2 rozwiazaniem réwnania (1.11) jest funkcja (1.17), ktéra jest okreslona w catym
dziale procz punktdw, w ktérych rozwigzanie réwnania liniowego znika, co nale-
zalo wykazaé. '

Twierdzenie 6 {0 istnienin). Rownanie R 0 wspoiczynmkach cigglych w przedziale
(a,b) posiada w dziedzinie funkcji zespolonych zmiennej rzeczywistej rozwiqzanie
okreslone w calym przedziale (a, b).

D o w6 d wynika natychmiast z twierdzenia poprzedniego oraz z cytowanego
poprzednic twierdzenia G. Mammany.

Twierdzente 7. Jesli znane jest n rozwigzan u,; rownania ﬁ,,[u] = 0 takich, ze funkcje

. (i = 1,2, ..., n) stanowiq uklad funkcji istomie réinych, to rozwiqzanie ogdine
tego rowngnia mozna otrzymad za pomocy kwadratur. ‘

D o w6 d. Istotnie, przy zalozeniach tego twierdzenia znamy ukfad » rozwigzan

liniowo niezaleZznych postaci
~Uni

y=e
réwnania liniowego L. [y] = 0, odpowiadajacego danemu réwnaniu l%n[u] =0
(na podstawie twierdzenia 3 oraz lematu 1). Ale wtedy, jak wiadomo, na ostatnie
rozwiazanie liniowo mniezaleine y,., istnieje gotowy wzdr wyrazony za pomocq
kwadratur, wobec tego rozwigzanie ogéine réwnania R, okrela wzér (1.17), co
dowodzi tezy maszego twierdzenia.

Analogiczne twierdzenie mozna sformutowaé, gdy znamy n + 1 rozwiazan
szczegblnych u,, (i=1,2,...,n + 1) rébwnania ft,,

Te wlasnosci rownania R,, sa dobrze znane w teorii rOwnania Riccatiego pierw-
szego rzedu. W tym klasycznym twierdzeniu nie trzeba zaklada¢, ze rozwigzania
réwnania Riccatiego sg istotnie rézne, gdyz w przypadku dwdch fankeji funkcje
«istotnie T6zne» sa funkcjami réznymi, W ogdlnym przypadku, gdy # 54 1 zalo-
Zenia (wierdzenia 7 sa istoine. :

Na zakonczenie nasuwa sie nastepujaca uwaga. Rozwigzujac réwnanie Ricca-
tiego wygodnie jest rozwazad jednoczesnie odpowmda]ace mu réwnania liniowe.
Np. w przypadko réwnania rzgdu pierwszego Rl, gdy znamy jedno rozwiazanie
szczegdlne, mozemy rozwiazaé odpowiadajagce mu réwpanje liniowe Lg[y] =0,
- apo rozwiazaniu tego réwnania mamy gotowy wzdr na rozwwczame og6lne roéwnania
Rl[u] = 0. Ta wzajemna odpowiednioé¢ réwnan L, i R znajdzie glebsze po-
wiazanic w teorii rozkladu wyrazenia rézniczkowego L[y} na iloczyn symboliczny
dwoch czynnikéw operatorowych i roli, jaka w tym rozkladzie spetnia réwnanic R.
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2. Rola réwnai R w zagadnienin rozkladu liniowego wyraienia réiniczkowego na iloczyn
czynnikéw operatorowych

W paragrafie tym powolywaé si¢ bgdziemy na nastgpujace lematy i okre§lenia.

2.1. Lemat 2. Niech bedzie dany wyznacznik n-go stopnia nastgpujqcej postact:

ay 1 0 - 0 0
o azz 1 . 0 0
(2‘1) D — (2291 [0 (229 e 0 0
a:wl,l an-—l,2 an—l,s o an—l,n—l 1
an Az auB . an,u—l Tyn

Jesli oznaczyé symbolami D,_,, D, s, ..., Dy, Dy = a,, wyznaczniki odpowiednio
(n— 1), (#—2), ..., drugiego, pierwszego stopnia tej samej postaci co D, i otrzy-
mane z wyznacznika przez skreslenie odpowiednio pierwszego wiersza i pierwszej
kolumny dwéch pierwszych wierszy i dwdch pierwszych kolumn itd., to prawdziwa
Jest rownodc
(22) D,=au D, y—ay D, gtay Dyt
A {(—1Y""ayg, s Dyt (—10"a, 13 Dy (- 1y*ia,.

Rozwinigeie (2.2) wyznacznika jest oczywiste,

W szezegdlnodei wezmy pod uwage wyznacznik funkeyjny (wystapi on w dalszvch.
rozwigzaniach) nastepujgce] postaci:
(2.3) Bi[—ul=

D 1 0 0 < 0 0
O Cau I 0 00
@ e ¢ 1o 00
(1 (")um (huh DutD (o e 0 0
(rgued Do @hueo @hurH e 10
( " )u(rr—lj (um-l)u(n —2) (:::g)u(n -3 (2j)u(n—4) . ]6 u 1
u(u) — u(u -1) n:Z)u{an) n:g u(r:-—a) - G)ur u
u n--2 "

Stosujac wzér (2.2) znajdziemy

Q4 —B[—u] = @ul [—ul+@u I —ul - H (A u VRl Q.
Lemat 3. Wyratenia rézniczkowe (1.1} I"[—u] mozZna rozwingd w nastgpujqcy

sposob:

2.5 —I'[—u] = @ui 2w+ QeI -]+ ---+(u51)u"“i’f f—u]+(Du.

Dowéd indukeyiny przy wykorzystaniu wzoru (1.1) mie sprawia trudnoscl.
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Lemat 4. OkreSlone powyzej wyraZenia réiniczkowe I'l—u) oraz I"[—u] sq iden-
tyczne, '
(2.6) T[—u] = If—u].

Dowod indukcyiny wynika natychmiast ze wzoréw (2.4) i (2.5).

2.2. Lemat 5. Je§li symbolem L, oznaczyé operator liniowy

dr cdn—1 d
Ln =4a, ﬁ —I_an—lﬁi:‘{ + tte +6112; +a0>

oraz wprowadzi¢ oznaczenie
— i = ) - ) - -
(27) Bm' =g }')u(!}+all—1 _rlz_l)u(r: £) m{_a"_z(r;i%)u(n 2)+ vee
B A o .
+a1|—i+1 " ‘]l.+ )u _I_an—i(n(]l)u (] = 0’ 1: Ty n)a

to dla kaidego n naturalnego prawdziwy jest wzdr
H

(2.8) Lfw] = 2 By,
i=0

Symbole u(x) i v(x) oznaczaja funkcje okreSlone w pewnym przedziale (a, b)
nalezace do klasy C*(q, b) oraz (§) = 1.

Powodd. Prawdziwa jest tozsamos¢ pomocnicza
2.9 By = @G (CFHUP B, (k=0,1, ..,n+1).
tatwo sig o tym przekonaé rozwijajac lews i prawa strong wedhig okreslenia (2.7).

Tozsamo$é (2.8) vdowodnimy indukeyjnie. Gdy n=1

d
Liw] = (4156"4"%) w] = ayw' +- (@' +-agu)y = By’ + By v,

a wige w tym przypadku wzdr (2.8) jest prawdziwy. Przyjmijmy, Zze wzér (2.8) jest
stuszny z zaloZzenia, Wtedy

dn+l gn+i
L11+1[uv] = an+1W +Ln) [HV] = an+1W[uv]+Ln[uV] =

n--1 n

= £I“+1 Z;v' Cl-i[_l)u(i)v(n*‘lgi)—!_ 20 Bm'vmii} ==
i= i=

nt+1
= Gua (G D [y (1O 4B, PO,
i=

Korzystajge z (2.9) znajdziemy

ntl .
Ln+1{nv] = 2 Bn+1,1‘.v("+1_!)
=0

i lemat zostat udowodniony, -
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2.3. W pracy [9] réwnaniach Riccatiego pierwszego rodzaju wykazalismy, Ze
z tymi réwnaniami laczy si¢ rozklad wyrazenia liniowego L,..[y] na czynniki po-
staci

@10) Lt = [ +a| L

Obecnic wykazemy, ze i w przypadku rownan R mozna z rownaniami tymi zwia-
zaé inny rozktad liniowego wyrazenia na czynniki operatorowe:

, d
2.11) L, ly)i= L [dfc +u, y]

przy shabszych zalozeniach o wspélezynnikach wyrazenia rézniczkowego L.y,
W przypadku (2.10) o wspélezynnikach @,,,,(i=0,1, ..., 7+ 1) nalezato zakladad
wielokrotng rézniczkowalno$é w przedziale (e, b); w przypadku (2.11) — jak
zobaczymy — wystarczy przyiaé zalozenie ciagtodei tych wspSlezynnikdéw w prze-
dziale (ab).

Wezmy pod uwage réwnanie liniowe (z 4 1)-go rzgdu (1.13) oraz odpowiadajace
mu réwnanie f{,, (1.11). O wspélczynnikach tych réwnafi zakladamy, e sg okre-
§lone w pewnym przedziale (a, b) oraz Ze sa funkcjami ciggtymi.

Pragniemy linjowe wyrazenia rézniczkowe L,iq[y], stanowiace lews strong row-
nania (1.13), przedstawi¢ w postaci iloczynu operatorowego

f d? dn1 d ,
k(212) Ln+1[y] = (aum'ﬁ +an,u-—1FT+ +anla+an0)[y +urly]'

O funkeji u,(x) zakladamy, ze jest klasy C"(q, b}, natomiast o funkcjach a,; (@ =
=0, 1, ..., n) zakladamy, Ze sa ciagle.

Aby dokonaé rozkladu (2.12) na czynniki operatorowe, nalezy okresli¢ funkeje
a,; (i=0, 1, ..., n) oraz u, w ten sposob, aby byla spelniona tozsamosé (2.12).
Jesli takie funkcje istnicja, nazywaé je bedziemy wspdlezynnikami rozkiadu,
a rownanie (1.13) nazywaé bedziemy rozkladalnym w przedziale (a, b). Wspdl
czynnik u, nazywaé bedziemy wyrdinionym wspdlczynnikiem rozkladu.

Twierdzenie 8. Jesli réwnanie liniowe (1.13) jest rozkiadaine, a funkcja u, jest
wyrdznionym wspdlezynnikiem rozkladu, to funkcja

(2.13) y= g_Un (U" == fudx)

spelnia véwnanie L, {y] = 0.

Inaczej méwiae kazdy wyrdzniony wspolezynnik rozktadu okresla pewne roz-
wigzanie rozpatrywanego rownania liniowego.

Dowod TIstotnie funkcja (2.13) spelnia réwnanie liniowé y'+u,y = 0. Po-
niewaz z zalozenia ma misjsce rozktad (2.12), to drugi czynnik prawej strony 2.12)
réwny jest tozsamodciowo zeru w (g, b), stad L,,H[e_U"] =0, co nalezato wykazac.
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Twierdzenie 9. Jesli réwnanie lniowe (1.13) jest rozkiadaln'e,Aa Junkeja u, Jest
wyréznionym wspolezynnikiem rozidladu, to u, spelnia réwnanie R, odpowiadajqce
danemu réwnaniu liniowemu, 1. f?,,[u,,] =40.

D owéd. Istotnie, funkcji #, na podstawie twierdzenia poprzedniego odpowia~
da funkcja p = exp [—U,(x)], ktéra jest rozwiazaniem réwnania L,,[y]=0.
Jesli jednak funkcja exp [—U,] spetnia dane réwnanie liniowe, to funkeja u, spel-
nia odpowiadajace mu réwnanie Riccatiego [na podstawie zwigzku (1.15)], co bylo
do wykazania. ‘

Tak wiec aby funkcgja byla wyrdinionym wspa’ﬁczynnjkiem rozktadu, warnnkiem
koniecznym jest spelnianie przez nia rOwnania R,, odpowiadajacego dagemu row-
naniu liniowemu.

W dalszym ciggun wykazemy, ze jest to réwniez warunek wystarczaiacy.

Twierdzenie 10. Jesli u, jest rozwiqzaniem réwnania ﬁ,, odpowiadajqcego réwnaniu
liniowemu L,..[¥] = 0, to jest wyréinionym wspolezynnikiem rozkiadu.

Dowdéd. Dla dowodu nalezy wykazaé, ze kazde rozwigzanie réwnania ﬁ,,
okre§la uklad wspdlezynnikéw a, (=0, 1, ..., n) tworzacych wraz z u», uklad
funkeji takich, ze spelniona jest w rozwazalnym przedziale tozsamosc (2.12).

W tym celu wyprowadzimy uklad réwnah, ktory powinny spetnia¢ wspélczynniki
rozkladu rézniczkowego wyraZenia liniowego na czynniki operatorowe.

Przepiszemy zwiazek (2.12) w postaci rownowaznej

(214) Ln[uny]+Ln[y] T_T)L"+I[y]

Na podstawie wzornu (2.8) (jeéli w nim podstawié u, = u, v = y oraz a; = a,;) znaj-
dziemy
[ ” n+l .
Z Bniy(nii) 1 Z au,n—iy("ku_ Z an+1,n+1—:‘y("+l_” =0
i=0 i=0 i=0

g

lub

[
1 1—i —
(aum_an+1,n+1)y("+ )+ Z (Bn,i—l + an,nwi - au+1,n+1—-i)y("+ P + (Bun - an+1,0)y~ﬁ 0.
=1 ¥

Aby ia tozsamosé byla spetniona, potrzeba i wystarcza, aby wspolezynniki roz-
kladu spelnily nastepujgcy ukiad rownan:

amn = an+1, n+1s

(215) Bu,i—1+an,u-—1gan+1,n+1—i =0 (1 == 1! 2’ Tees n),
Bnn_an+1,0 =0.

Uklad ten— po wykorzystaniu pierwszego zwiazku a,,, = @, ,+1 OIaZ PO zastgpie-

niu symbolu B, ;_, przez odpowiednie funkcje na podstawie wzordw (2.7) — przyj-
muje postaé:
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an+1,u+1(3) un'—anJrl,n_l_an', a=1 = 05
’ T
an—i—l, n+1(§) un_a.:-l—l, r:—1+an,n—1("0 ) un+an,r1~2 - 0,

" —1Y 4,7 -
an+1, "+1(r2r) un _an_-i-]., ri*2+an,n*l glf )un+an,n-2("0 2) un+an,nw3 == 0:

(I" +L,nt+ 1(?) u.l(li} - arl +in— 1+ an, n— l(,ll:l) u’{'i—l) +an, Hn—= 2(:};22) u’('ikz)+
(2.16) 3 +"'+an,n-1'-i = 0:

—1 - —2 —2 —3
@i, i1l ) USO8y 1 Gy D) U Ry (R
PAYIES T —
+ +ar!2 1) ull+alll(ﬂ) un+an0 - 07
- —1 —2 o
an+1,n+1(:;) uf;”)_an+1,0+au;n—l(;:—-1) ur[:n )_I—an,nﬁ% ﬂ—ﬂ)u.l(ln 2}+

L "l_ _I_anﬁ ‘3 ui:’_!_a.ul i) u1:+a110(g) U, = 0

Tak wige zagadnienie rozlozenia wyraZzenia liniowego L, ,[y] sprowadza sie
do rozwiazania ukladu (2.16) zlozonego z n + 1 réwnaf, w ktorym niewiadomyni
sa wspblezynniki rozktadu @, G =0,1, ...,n — 1) i funkcja =,.

Latwo zauwazyé, Ze rozwigzanie ukladu (2.16) sprowadzié moina do rozwig-
zanja jednego réwnania. ROwnanie to otrzymamy rugujac funkcje a,, (i = 1,0, ...,
n — 1), pozostawiajgc natomiast niewiadoma u,. PoniewaZ wszystkie niewiadome
wystepuja lintowo, to — jak wiadomo — rezultatem rugowania bedzie réwnanie
(n - 1)-go stopnia nastepujacej postaci:

(2.17
au-z-l,n+l(g)uu_au+1,n 1 0 0
ISR ) T SRR (5 1 0 e 0 6 0
T AR () ARl PP G LA () UM 1

aa%l,n+1(?)ur{1i)—"an+l, n—1i (?:})u}li—l) (?;:g)u'('i—ﬂ) ('E:g)ujliis) e 0 0 0

au%],rﬁ—l ufl)uign—n_au-!-i,l (n:é)u}'xn-z) (:::g)ur!t"—a) ::ﬁuﬁnwil) L @)u; (%)ull 1
all+1,l‘!+1(g)ultl"}_a?i+'l,0 (ﬂ:l)urﬁnﬁ” (2:3)1‘!1(!”“2} :::g ur(‘n—:l} e (g)u;;’ (Du; ((0} Uy

Wryznacznik wystepujacy po lewej stronie réwnania (2.17) mozna przedstawic
jako réznice dwoch wyznacznikéw (rozwijajac plerwsza jego kolumng na rdznice
dwoch kolumn). Pierwszy z tych wyznacznikdw, jak latwo zauwazyd, jest iloczynem
@pi1, per(—1)" 1 P[—u,]. Drugi posiada postaé, do ktorej odnosi sie wzdr (2.4). Po-
niewaz ré/mi sig ten drugi wyznacznik od wyznacznika I"[—u] (jesli nie bra¢ pod
uwage znaku) tylko elementami pierwszej kolumny, przeto w rozwinigciu (2.4)
wystapia wyznaczniki I*7*[-u](i =0, 1, 2, ..., n). Tak wigc uwzgledniajac jeszcze
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minws, znajdujacy sig przed drugim wyznacznikiem, przeksztaleimy Iewa strong
réwnania (2.17) do nastgpujacej postaci:

(— ey, g i " [—u}—(—D" an+1,nI“_l [—u]+
+ (— l)nil an-{-l,n—lI"Az[—un]_ res #(_ 1)"1‘2’”_,_11110[——1.!"} + (_ 1)ﬁ+1au+1,0un{n) .

Stad dochodzimy do wniosku, Ze réwnanie wyznacznikowe (2.17) jest réwnaniem
R, odpowiadajacym réwnania L, [y] = 0, ktérego lewa strong rozkladamy na
iloczyn operatorowy.

Poniewaz rdwnanic fi’ jest rezultatem wyrugowania niewiadomych z ukiadu
(2.16), to uklad ten jest réwnowazny ukladowi utworzonemu z (2.16) po skreéleniu
jednego réwnania (np. ostatniego) oraz z rownania R,. Mamy wigc

Bn,i—1+a1r,n—1_ar;+1,i = 0 (l = 1: 23 meey n),
Ru]=0.

Przeksztalcenie ukladu (2.16) do postaci (2.18) koficzy nasz dowdd. Tstotnie,
dla dokonania efektywnego rozkladu wystarczy wzigé jakiekolwiek rozwiazanie
réwnania R,,[ u,] = 0, nastepnie z pierwszego réwnania (2.16) okresli¢ a,, ,_,, Z dru-~
giego a, ,-» 1 posigpujac tak dalej okresli¢ wszystkie wspotezynniki rozkladu.

Tak wiec na podstawie twierdzenia 10 rozklad wyrazenia L,;]y] na czynn1k1
sprowadza si¢ do znalezienia dowolnego rozwiazania szczegOlnego réwnania R,,
odpowiadajacego danemu réwnaniu liniowemu.

Pozostaje do omdwienia zagadnienie istnienia rozkladu réwnania (1.13) na
czynniki (2.11).

Twierdzenic 11. Jesli wspdlczynniki réwnania liniowego L, 1[y] = 0 sq okreslone
w przedziale (a, b) i ciqgle, to w dziedzinie zmiennej. rzeczywistej lewa Strona réwnania
jest rozidadalna w calym przedziale z wylqczeniem pewnych punktow szczegdlnych
(w kitdrych nie jest okreslony wspdlczynnik wyrdiniony u,), natomiast w dziedzinie
zespolonej zmiennej rzeczywistej jest rozkiadalna w calym przedziale (a, b).

D o w 6 d. Wyrazenie L, ,,[y] moze byé rozlozone tam wszgdzie, gdzie istnicje u,
(rozwigzanie szczegolne odpowicdniego rownania R,,) Z twierdzefi o istnieniu
rozwigzan réwnan Rn, podanych przy naszych zalozeniach, jest zagwarantowane
istnienie funkcji #, w przedziale (a, b) W sensic naszego twierdzenia.

Okreslenie natomiast pozostatych wspdiczynnikow rozktadu a,, (i = n—1 , 1,0y,
jak to wynika ze wzordw (2.16), wymaga dzialaf wymiernych i rozmczkowama
n-krotnego funkcji u,, a wiec dzialafi okreSlonych i zawsze wykonalnych. W ten
sposob twierdzenie zostalo udowodnione.

Dla celéw rachunkowych podamy wzory (2.16) dla n = 1,2, 3:
gdyn=1

@.18) {

(2.19)

{ dyy = daas

g = Ogy— gl
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gdy n=2

Gyy == O3,
(2.20) Gyy = Agp—yylls,

Az = Gy — 2055 Uy— Oy Uy}
gdy n=3

gy = Qyy,

i gy = Quy— 0y, Uy,
221« r
Qg1 = Gyo— a0y — s U3,

Qyo = gy — Sttgatty’ —2tgp 1ig— gy 14y

Dalsza cze$¢ pracy poswigcona jest wnioskom, jakie wynikaja z mozliwosei
rozkladu lewej strony liniowego rownania réiniczkowego na czynmiki.

~
3. Zastosowanie réwnan R w teorii liniowych réwnan réiniczkowych

Przedstawiona powyzej teoria rownan R oraz zwiazki pomigdzy tymi réwnaniami
a odpowiadajgcymi im rdéwnaniami liniowymi pozwalaja opracowaé metode efek-
tywnego rozwigzywania pewnej klasy rédwnad liniowych oraz przedstawié nowe
uproszezone dowody niektdrych twierdzen teorii réwnan Hniowych.

Z rozwaian poprzedniego paragrafu wynika jako wniosek nastepujgce

Twierdzenie 12, Jedli jest znane jakiekolwiek rozwigzanie szczegolne réwnania j{,,
odpowiadajqeego réwnaniu liniowemu L,.([y] = b,,1, to calkowanie réwnania linio-
wego sprowadza sig do calkowania ukladu réwnan zloZonych z rdwnania liniowego
n-go rzedit i réwnania liniowego: '

(31) { a;m vr(:")+an,n_1 vf’nﬂl)__i_ T +a110 Vy = b"+1,
4 C Y Ay = v,

przy czym wspolczynniki a,( =0, 1, ..., n) sq okrefione na podstawie wzoréw

(2.16).

Dowdéd. Roéwnanie (1.13) jest rownowazne ukladowi (3.1), Istotnie, bezpo-
grednio z (2.12) wynika (3.1). Na odwrét, z ukladu (3.1) wynika réwnanie (1.13);
wystarczy wyrugowaé z ukladu (3.1) funkcje v,, korzystajac przy tym ze zwigzkdw
(2.16). ' ‘

Twierdzenic to sprowadza obnizenie rzedu réwnania liniowego do znalezienia
jednego rozwigzania réwnania nieliniowego odpowiadajacego danemuo rdwnaniu
liniowemu. MoZze ono wige mieé znaczenie praktyczne w takich przypadkach,
kiedy nie umiemy znalezé calki szczegdlnej réwnania liniowego, a uda nam sig
okrefli¢ calke réwnania }Ai,,. i .

W przypadku gdy dana jest catka szczegélna réwnania liniowego, twierdzenie
staje si¢ wersja twierdzenia o obniZeniu rzedu rdwnania, gdy znamy jego catke
szczegOlng, przy czym w naszym sformulowaniu mamy gotowe wzory (2.16) na
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‘wspdlezynniki réwnania n-go rzedu, do kidrego sprowadza sig rozwiazanie rowna-
nia (1.13). Wynika to z prostego zwigzku (1.6) pomiedzy odpowiadajacymi sobie
rozwigzaniami réwnan R, oraz L.

Przyvktad 1. Réwnanin
3"+ (X)) + a5 ()Y + [P - () i tan () ply = by(x) (= const),
gdzie dgn i @3y sa dwiema dowolnymi fuﬂkcjg.mi cigglymi w pewnym wspolnym
przedziale, odpowiada nastepujace réwnanie R,:
uy —3upty gty = —ubt Ayt —ag ut- (pP—agpitanp).
Latwo zauwazyé, Ze to ostatnie réwnanie posiada rozwiazanie na szczegélne u, = g,
stad lewa strong réwnania liniowego potrafimy efektywnie rozlozyé, przy czym
na podstawie wzorow (2.20) mamy (a3 =1) S
Aoy == Qua— Uy = dga— s
Ayy = gy — 20—y g = gy —(Age— ) -
Wobec tego na podstawie twierdzenia 12 nasze liniowe rdéwnanie trzeciego rzedu
jest roéwnowazne ukladowi
{ vyt (@ga—p0) voHas — (@ — ) ke = bs,
Ytpy = v,.
W ten sposéb dane réwnanie liniowe trzeciego rzedu sprowadzilismy do rozwia-
zania réwnania
Vy -t Vot (@31 — @ )V = by,
gdzie
oy = dgo— M.
Przyktad 2. Wiadomo, Ze rozwiazaniem szczegGloym réwnania jedno-

rodnego, odpowiadajacego rownaniu

YOI Y+ f()y = by(x),
jest funkcjit y = sinx. Stad na podstawie wzoru (1.18) rozwigzaniem szczeg6lnym
réwnania R, odpowiadajacego danemu réwnaniu liniowemu jest funkcja w, = —ctgx.
Na podstawie wzoréw (2.20) obliczymy, jak w przykladzie pierwszym, nastepujace
wspolezyiiniki réwnania (3.1) w przypadku n=2:

1
dyy =f+ Ctgx, gy :fCtgx——S}HZ—;{'
W ten sposéb sprowadziliémy réwnanie dane do ukladu réwnan (3.1):
v , I
vo' +(f+ctgx)v+ (fCtgxgﬁ‘{z”;) vy = by,
Y —p ctgx = v,.

380




. Popiewaz rozwiazaniem rownania szczegdlnego pierwszego z powyzszych réwnan
jest funkcja v, — —1/sinx, to potrafimy rozwiaza¢ réwnanie drugiego rzgdu i w re-
zultacie dane réwnanie trzeciego rzedu. Nie ma cczywifcie Zadnych przeszkod,
aby do réwnania Ly[v,] = 0 nie zastosowa¢ metody rozidadu na czynniki opera-
torowe. To zagadnienie rtozpatrzymy jednak ogdlnie powracajac do rOwnania
(1.13).

Wspdtezynniki pierwszego rownania ukladu (3.1) sa clagle w przedziale (a, b).
Wynika to ze wzoréw (2.16) oraz z twierdzenia o regularnofci rozwigzania row-
nania u, (funkcja ta jest kdasy C”). Wynika stad, Ze do liniowego réwnania n-go
rzedu (3.1); mozna zastosowaé postgpowanie podane powyzej, zastgpujac je rowno-
waznym ukladem dwu réwnan: jednego (#—1)-go rzgdu, drugiego liniowego. W ten
sposéb doszliémy do wniosku, e réwnanie liniowe (n+1)-go rzedu (1.13) jest
réwnowazne ukladowi trzech réwnan liniowych

Ay 1 VO g, s Ve P o 8y la 0 V1 2= By
(3.2) Vy bty 1V = Vs

YA,y =, ! )
gdzie u, , jest dowolnym rozwigzaniem szczegblnym réwnania ﬁ,,_l{u,,_ﬂ = 0 od-
powiadajacego pierwszemu réwnaniu liniowemu ukladu (3.2). Wspolczynniki tego
réwnania sa okre$lone za pomoca wzordw (2.16) przepisanych dla wskaznika
n—1L

Powtarzajac powyisze postgpowanie dochodzimy do wniosku, 7e stuszne jest
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 13. Kazde réwnanie liniowe (n+1)-go rzedu o wspélczynnikach cigglych
jest réwnowaine wkladowi réwnari liniowych, z ktérych kaide zawiera jednq niewia-
domq:
S _ b

. ‘_’1—}“110"1 = Oyt

Vot Vy = Vi,
(3.3) .
V:|+uu—1vn = Vy—1>
L Yy =V,

Funkcje w, (i=mn,n—1,.., 1) sq rozwigzaniami szczegdlnymi ukladu rownan
f?i[ui} = 0, odpowiadajacymi odpowiednio réwnaniu (1.13) oraz nasteprym rowna-
niom liniowym, otrzymywanym kolejno w procesie obniania rzedu réwnania metody
rozkladu na czymmiki operatorowe.

Funkcja a,, ma postacé

i)
hl

(3.4 o= Aytr1,n—%ns1nt1 -21 ;.
=

Jako bezposredni wniosek 7z powyZszego t\fierdzenja wynikaja zwigzki pomiedzy
ukladem rozwigzafi szczegblnych réwnan Rw]—=0 (i=n,n—1,.,1) odpo-
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wiadajgcych danemu réwnaniu (1.13), a rozwiazaniami tego ostatniego roéwna-
nia liniowego.

Twierdzemie 14. Rozwigzaniem ogdlnym liniowego rownania réiniczikowego wigje-
dnorodnego o wspdlezynnikach cigglych jest funkcja

(35) y= Cn+1e— Un +Cne"Urreru—Un-—1dx+ Cu—l e“”nf eUu‘Un—;f eUn—1~Un—2dx2_|_.
+ ... +C1 e“Unf eun_Un—lf eUn—lﬁUu%'s;f fevz"u1f eU1_A1odx" +

+eﬁvﬂer"_U"—1f ...fe”ﬂ””lf eUfAl“feAwb,,ﬂdx il

Tak wicc uklad rozwigzan szczegdlnych réwnan R, =n,n—1,...1) odpo-
wiadajacych danemu réwnanju lLimiowemu okredla uklad rozwigzah szczegdlnych
réwnania rézniczkowego jednorodnego (1.13), przy czym

( R
yl = e "3

Yy = e‘Unf eUn—Un—l dx’
(3.6) 1

—U U, —U, . Uu,—u U, —A
| Vg1 = € nfe Y 1]__.‘[3 1 1]3 1 A0 gy
oraz catkg szczegdlng réwnania nigjednorodnego
(3.7 Y, = e [T [ [ e [ oo, o durtt,
We wzorach powyiszych przyjeto oznaczenia

U, = [ udx.

Funkcje u; i ay, zostaly okreslone wyzej. Ich istnienie w zakresie funkcji zespolo- .
nych zmiennej rzeczywiste] gwarantuje twierdzenie 6.

Dowéd otrzymamy przez kolejne catkowanie ukladu réwnan liniowych pierwszego
rzedu (3.3).

Przyktad 3. Aby rozwigzaé roéwnanic
VI AHSR)Y Y )y = by(x)
z przykladu 2 na str. 380 nalezy wyznaczy¢ funkcje u,, 1 0raz ay,. Jak wiemy,
u, = ——clg x oraz rozwiazanie szczegdlne odpowiedniego réwnania drugiego rzedu
(3.1}, vy = —sin~lx. Stad u, = —vy/vy = ctgx. Ze wzoru (3.4) mamy
Gy = Ggp—ty— Uy = f.
Mamy wigc na odpowiednie funkcje wystepujace we wzorach (3.6) i (3.7) naste-
pujace wzory:
Upg= —In|sinx|, U—U;= lnsin—2x,

Uy— Ay = Injsinx]—F(x), Ao = F(x),
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pdzie F(x) oznacza funkcje pierwotna funkcii f(x). Po wykonaniu odpowiednich
calkowan ze wzordéw (3.6) oraz (3.7) znajdziemy rozwiazanie ogdlne naszego Tow-
nania trzeciego rzedu:

y; =sinx, ¥, = COSX,
Yy = sinxfsin*fo'sinxK(x) dx®,

Y, = sinxf sin—% x f sin x K(x) f Bb(xy K1 (x) dx®,
gdzie wprowadzono ozpaczenie
exp[—F(x)] = K(x).

4. Zastosowania mefody rozkladu do efektywnego rozwigzywania réwnan liniowych.
Roéwnania liniowe rozkladalue elementarnie E

Interesowaé nas bedzie w tym paragrafie zastosowanie przedstawionej teotii
do praktycznego rozwigzywania réwnai.

Niektére przytoczone juz twierdzenia majg taki wladnie praktyczny charakter,
np. twierdzenie sprowadzajace rozwiazanie réwnania R, do rozwigzania réownania
L,.; i odwrotnie. Twierdzenie to nigjako automatycznie zwigksza liczbe réwnan,
ktérych rozwigzania sg znane (na podstawie tej odpowiedniosci).

Z praktycznego punktu widzenia interesujace staje si¢ nastepujace zagadnienic:
nalezy. okreslié¢ klasg réwnafi liniowych, kidre moZna rozlozyé ma czymniki opera-
torowe bez rozwigzania rownania véiniczkowegoe R,

Wykazemy, J¢ takie rOwnania istnieja. Nazywac je bedziemy réwnaniami roz-
kladalnymi elementarnie i klasg tych réwnah oznaczaé bedziemy symbolem E.

Stwierdzenie faktu, ze dane réwnanie nalezy do klasy E, posiada znaczenie pra-
ktyczne, gdyz amozliwia roziozenie lewej strony tego rownania na czynniki i w re-
zultacie obnizenie rzedu réwnania.

Latwo wykazaé, ze do klasy E naleia réwpania liniowe o wspdlezynnikach
stalych oraz réwnania Eulera. Dobrym wprowadzeniem do postawionego zagad-
nienia jest zastosowanie omawianych w tej pracy metod do tych dwu prostych
typéw réwnan linjowych, tym bardziej ze nie jest ono pozbawione waloréow meto-
dycznych. Z tego wiasnie wzgledu przedstawimy — mozliwie najkrécej — jak
wyglada teoria réwnaf liniowych Eulera z punktu widzenia rozkladu wyrazenia
L, ..[y] na czynniki operatorowe.

4.1. Zastosowanie metody rozlladu do okreflenia rozwigzan liniowych ¢ wspélczynnikach
stalych, Dla tych réwnan wiasciwie mamy gotowe wzory. Wypadnie jedynie udo-
wodni¢ jedno twierdzenie pomocnicze.

Jegli wspotczynniki a, ., ; réwnania (1.13) sq stale (przyjmujemy rowniez @, 4y+1 =
= 1), to jest rzecza naturalng poszukiwanie rozkladu lewej stromy tego réwnania
w zakresie funkcji stalych. Nasuwa to chotby toZsamoSciowy pierwszy zwigzek
(2.16): t, -ty g = Gyy1,y- JESNi 4, = const, to 2 pozostalych rownan (2.16) wynika,
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7e stale beda wspdlezynniki rownania n-go rzgdu (3.1),. Pozostaje wige wykazad,
7e mozna okreshi¢ liczbe u,. Liczbe te okredlié nalezy z réwnania typn }i,,.

Przy zatozeniu u, = const mamy I[—u,] = (—1)+'git! i rownanie (1.11) sig
sprowadza do réwnania algebraicznego. Jak si¢ mozna spodziewaé, bgdzie to réw-
nanie charakterystyczne znane z klasycznej teorii réwnan rozniczkowych (ze zmiana
znaku przy niewiadomej):

1 -1 o
(41) u::+ _an+1,n ”:1'+a;.+1,uf1u:: T e :l: an+1,lunq:an+1,0 = 0.

Jednocze$nie uktad (2.16) okreélajacy wspolezynniki @,; (G =0,1,...,7—1)
uprofci sie i stanie sie ukiadem réwnan algebraiczmych nastepujacej postaci:

[‘ U, +an,n—1wan+],n = O:
i, an,n+1+arr,n—2—au+l,n—l == 01
(4.2} ] .
Uy +an0 —yr11 = Oa
iy Aup —y1p =0

"

Przgimujac w tym ukladzie za u, jakikolwick pierwiastek réwnamia charakte-
rystycznego (4.1) znajdziemy wszystkie wspélczynniki @, ;, przy czym bedg to
liczby,

Jesli wszystkie pierwiastki réwnania charakterystycznego u,;, (=0,1,...,7)
sg réme, to wyznacznik T(—w g, —Uuys --- » —Unw) Staje si¢ wyznacznikiem
Vandermonde’a nie réwnym zeru i wzér (1.18) daje rozwiazanie ogdine row-
nania jednorodnego L,,,[y] = 0. Nie ma wigc w tym przypadku potrzeby dalszego
rozkladania na czynniki réwnania (3.1),. )

Do ogdlniejszego jednak rezultatu prowadza wzory (3.6) oraz (3.7), gdyz daja
rozwigzanie réwnania w obu przypadkach, zaréwno gdy rdéwnamie charakterys-
tyczne posiada pierwiastki réine, jak i gdy posiada pierwiastki wielokrotne,

Jednak wlasciwe wykorzystanie tych wzordw wymaga pewnego uzupelnicnia.
Jak wiadomo, wszystkie rozwiazania liniowo niezalezne mozna okredli¢ na pod-
stawie rozwigzania jednego réwnania charakterystycznego. Natomiast wzory (3.6)
oraz (3.7) wykorzystujg jeden pierwiastek tego réwnania, u,. Inne liczby wyste-
pujace we wzorach (3.6) i (3.7) sa, jak wiemy, pierwiastkami ukladu réwnan cha-
rakterystycznych odpowiadajacych ukladowi linjowych réwnaf rézniczkowych,
ktére otrzymamy z réwnania (1.13) przez kolejne obnizenie rzedu. Wynikatoby
stad, Ze wykorzystanic wzordéw wymaga napisania 1 rozwigzania ukladu wszyst-
kich réwnan algebraicznych, jakie mozna przyporzadkowaé réownaniu (1.13) przez
kolejne obnizanie rzedu fego réwnania, a wicc wymaga skomplikowanych rachun-
koéw. Wykazemy, 7e tak nie jest.

Lemar 6. Pierwiastli réownania charalkterystycznego
“.3) gy ey Tt b r TF gy =0
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edpowiadajqcego pewnemu liniowemu réwnaniu réiniczkowemu k-go rzedu, otrzy-

manemu w procesie kolejnego obnitania vzedu réwnania, sq zarazem pierwiastkami

réwnania charakterystycznego

(4.4) P g g By Ttk G T B0 = 0,

ktore odpowiada «poprzedniemuy réwnaniu roiniczkowemy (k-+1)-go rzedu.
Niewiadoma rdwnania charakterystycznego (4.1) oznaczylidmy symbolem r.
Dowdd. Pomiedzy wspolezynnikami obu réwnan charakterystycznych za-

chodzg zwiazki (4.2) (przy » = k). Wzory te okreSlaja wspolczynniki réwnania

(4.4) za poSrednictwem parametru u, 1 wspdlezynnikéw réwnania (4.3). Na ich

podstawie mozemy réwnanie (4.4) przepisaé w postaci

PR — (b P (e gyt @ )T —
— (@ oo )P L (G T O o) T UG = 0
lub po odpowiednim zgrupowaniu
@43 = TR e L T a0t
+r(th—ay 1 a e — L Fa, -+ o) = 0.

Roéwnanie (4.4), ktére w naszym przypadku ma postaé (4.3), jest spelnione przez
kazdy pierwiastek (i = 1, ..., n) réwnania (4.3). W ten sposéb lemat zostat udo-
wodniony.

Wynika stad, ze ciag liczb, wystgpujacych we wzorach (3.6) i (3.7), stanowi za-
razem uklad rozwiazan réwnania charakterystycznego (4.1). We wzorach (3.6)
i (3.7) nalezy stale wspotczynniki w wykladnikach zastapi¢ przez pierwiastki row-
nania charakterystycznego, jak to wynika z naszego lematu:

Uy == Uy, g = Uy - i=1..,m.
Poniewaz w tym przypadku
Upy=u;x, Ay = thpX (i=1,..,n,
to wzory (3.6) i (3.7) przyjmujgc postac

7ll'i

x . ¥ . ’
Yi=¢€ 2 Yoyr =€ 10 (lzl,...,ﬂ)

4,
( 6) —t,x e(u"—lr",..l)x e(un_ln—un,2)xf e(ulfaln)xf b”Jrleamxdxn-l-l’

akl = €
gdy réwnanie charakterystyczne posiada pierwiastki roime.

Gdy réwnanie charakterystyczne posiada pierwiastki wielokrotne, to catki wy-
stepujace we wzorach (3.6} i (3.7) nie traca sensu. Gdybysmy wigc cheieli w tym
przypadku wyprowadzié wior'y na calki réwnania liniowego, to zauwaZzmy, 7e
pierwiastki réwnania charakterystycznego nalezy uporzadkowaé w taki sposob,
aby w ukladzie pierwiastkéw. réwnania. charakterystycznego

“.7 Ups Uy—15 -+ 3 Y15 Q1o ‘
pierwiastki wiclokrotne byly pogrupowane na prawym koficu. Ulozenie takie jest
celowe. Gdyby je ulozyé w inny sposéb, mozna by nie otrzymaé wszystkich calek

25 (8) Rozprawy Inzynierskie . 385




" liniowo niezaleznych, jak fatwo si¢ o tym przekonaé. Aby nie przedtuzaé wywodow,
- wyprowadzimy wzory na rozwiazanie dia nastgpujacego szczegdluego przypadku:
Uy 7= th = 1o

W tym przypadku wzory (3.5) przyjmuja postaé:

Py = e h¥ | Yy = e#uzxfe(uz—ul)x dx,

¥y = e'’ f U gy

“Dwa pierwsze wzory daja bezposrednio poszukiwane rozwigzania szczegolne

uﬂx

n=e v, p=c¢

~ Dla trzeciego rozwiazania szczégc'ﬂnego z dokladnoscia do stalych mamy

71«1:: .

Yy = Byxe M4 Bye™"* (B,, B, = const},
~-wobec czego za-trzecie rozwigzanie wystarczy przyjaé

o= xe "7,
W ten sposéb mozna latwo wykazaé, ze wzory (3.6) i (3.7) daja wszystkie
- rozwiazania nawet w przypadku, gdy réwnanie charakterystyczne posiada pier-
wiastki wiclokroine.

4.2, Zastosowanie metody rozkladu do réwnai Eulera. Podobnie 1 w tym przypadku
nasza teoria ogélna zawiera gotowe WZory na rozwigzanic rownan Eulera. Row-
niez i tutaj wypadnie udowodnié jeden lemat podobny do lematu 6.

Niech bedzie dane réwnanie

- (4.8) BRI e Lol S PRI s e e (@srner =1
iy, 167"V F B0 xm by = by 4y (X),

W réwnanin tym (a rowniez wszedzie w dalszych czeSciach artykulu) symbole

_ z wezykami oznaczaja wielkogci state. Szukaé bedziemy rozkiadu (2.12) przy narzu-

. cajacym si¢ zaloZenin

i (4}9) Uy, = ﬁnx_l‘

 Stad

an,nul = &u,n—lxil'

© T w tym przypadku réwnanie 13,, odpowiadajace réwnaniu linfowemu (4.8) staje

. si¢ rdwpaniem algebraicznym. Istotnie, biorac pod pwag¢ wzor (1.1) wykazemy

- indukcyjnie, Ze
. Ik[ﬁ"xfi] — (_l)kFI[ﬁn]k+1x—(k+l),

- gdzie symbolem [#,J¥ oznaczylismy iloczyn faktorialny:

[ = &, (@, +1) G, +2) ... Gthk—1).

~ Stgd réwnanic fé,, (1.11) przyjmuje postaé

(410) Pn-!d (ﬁn) = I;un]rl+1_a1|+1,n[un]"+ :i:a1|+1,1[ﬁn] :F Ao = 0’

.. co nalezalo wykazac.

..386




Jedli rownanie (4.10) posiada wszystkie pierwiastki &, (i =0, 1, ..., n) réine, to
mamy okre§lonych n4-1 wyrdznionych wspdlczynnikéw rozkladu w,,, = i, x7".
Sa to funkcje istotnie rézne, gdyz wyznacznik T zgodnie ze wzorem (1.9) po oczy-
wistych uproszezeniach sprowadza sig do postaci:

T(‘““n(op_ a(1ys oo > —Hnmy) = b X FV (o) > ygrys oor s Hgmy) s

gdzie symbolem V oznaczylismy wyznacznik Vandermonde’a. Nie znika on na mocy
zalozenia, Ze pierwiastki #,;, sa roine. Stad na podstawie wzoru (1.18) znajdziemy
rozwigzanie ogélne jednorodnego réwnania Eulera:

"

y= E Cixﬁun(i)’
i=0

gdyz
U, = In |x |0,

Jednak do ogdlniejszych wzoréw prowadza i w tym przypadku wzory (3.6)i (3.7).
Wystgpujace w nich funkeje w,,, (¢ =1, 2, ..., n) sa, jak wiadomo, rozwigzaniami
szczegllnymi ciagn rdwnan réiniczkowych Ié\i[ui} =), iakie si¢ pojawiaja przy
kolejnym rozkladzie réimiczkowych wyrazen liniowych L,,([¥]. Rozwiazanie
rownania (4.8) sprowadza sie¢ do wyznaczenia funkeji u; (x).

Aby wyznaczy¢ te funkcje, zwrdémy przede wszystkim uwage, 7e rdwnanie (3.1),
jest réwniez réwnaniem Eulera. Istotnie, wynika to z zatozenia (4.9) oraz ze wzoréw
(2.16), z ktérych kolejno wyliczamy @, ,—1, @, =25 -+ » Gyo-

Napiszmy réwnania (2.16). Podstawiajac do (2.16) u, = i, x~!, wprowadzajac
oznaczenia a,; = a,x " (=0,1,...,n-1) oraz biorac pod uwagg wzoér

ul = (—1y i i, x" 0 -

po podzielenin obu stron rdwnan. (2.16) przez odpowiednia potgge niewiadomej x,
znajdziemy nastepujgcy ukdad rownan algebraicznych:

n—i+1)!
(i =1,2,..,ntl1; &n,*l =0, &mr = 1)

j=0

-1
!
@D Fyyypgres =Gy S (=2 O G
3 ",ﬂ j Hy—i

Wprowadzajac macierz pomocnicza
0, jesli i<Cj,
By = {1, jesli i >J,
dopisujac jeszcze tozsamode &, .4y = &, o1z zastgpujac indeks n przez k, moze-
my uklad (4.11} przepisa¢ w sposéb nastepujacy:

k

" - . k—pt . "
(4.12) Gt k11 = ”kZ (— 176y ﬁ! B -t A o1

j=0
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Zwiazki powyzsze okreslajace zalezno§¢ pomigdzy wspélezynnikami réwnan
LpsilVeil = 0 oraz Lifv,] =0 typu (4.8), pojawiajacych sig w procesie kolejnego
rozkladu pozwalaja uzasadnié nastgpujacy

Lemat 7. Jesli pierwiastkami yéwnania charakterystycznego Pi(r) =0 sq ficzby
ey (=1, .., k),

(4.13) P (rigpy) = 0

to poprzednie réwnanie charakierysiyczne Py \(r) =0 posiada k takich pierwiasi-
kéw repm (=1, ..., k), Ze sq one riznicq odpowiedniego pierwiastka «nastep-
nego» réwnania charakterystycznego Pi(r) = O oraz jednoSci:

(4.14) Py (rpn—1 = 0.
Tak wige pomigdzy pierwiastkami dwoch kolejnych rownan dharakterystyoznych
zachodzi zwigzek
(4.15) Frerin = Fany— ! (i=1,..,k).
Dowdd Dla oznaczenia zmiennych niezalenych w réwnaniach charakte-

rystycznych uzyjemy tu symbolu r. Weimy pod uwage dwa kolejne rownania
charakterystyczne

{4.16) P = ’3} (— 1)ia’.';ﬂ,Jn-bi[f']kﬂ_i
i=0

oraz

@.17) Po) = 3 (D umalrl

i=0

Niechaj r, oznacza dowolny pierwiastek réwnania (4.17). Podstawmy do (4.16)
¥ = r,—1, znajdziemy :

k3l . .
Py ry—1) = 2 (mI)Jak-i-l,I:Jrlfi{rv#l]kFiwl b
i=0

To ostatnic wyrazenie przeksztalcimy zastepujac wsplezynmiki @ qq g1 priez
sumy (4.12):

k
Poa(r—1) = (=10 D) (Dl p [0+

i=0 j=0

k+1 k_1 (k J)
+ﬁk22 (Q‘I)Zifli if (k+] I)! ]k+1 lak k- J

x+1
e i
= (r,— )P (r)—ik 2 (—ia B, -5 Z 85 (k(j—l N 51 [r,— 112

Jj=10
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Na podstawie definicji symboli é; mamy

N, (k=)
k— 1
Ay = 25” Tl 1)1[ 1]+t
+1 ny —J _
— k\r1 (k— M [r _1]k+1 i kﬁd"(kif)! [r,—1]"
_/;Jrl(ic+1 i1 &, p v )

Poniewaz sluszna jest tozsamo$d
k=i
(k— ! .
S g — e
=

(dowdd indukeyjny nie sprawia trudnosei), to
Ay e =1lr S
i dochodz1my w ten sposob do tozsamosci
Pria (1) = (= DR (r)— @ P (1),
Wyprowadzenie powyzszego zwigzku konczy dowod lematu, gdyz
P(r,) =10 (v=1,2,...,%).

Na podstawié wzoru (4.15) moina pewien pierwiastek #, réwnania P (%) =0
zwigzaé z pewnym pierwiastkiem réwnania (4.10), tj. przyjaé

i, g = -tk k=0,1,..,n,
przy czym, jak tatwo sprawdzié, & = Uq)-
Stad
ﬁkﬂ‘ﬁk = ~n(k+1)_ﬁn(k)_'1

i wzory (3.6) oraz (3.7) dla réwnan Eulera przyjmujg postaé

-

= Wi
h=x “(P!]’

Vo = x "am fx“n(n)_”u(nﬂlgldx,

(3.6.1) |
Pypq = X mm f x"ntnlf"n[n-u—lfx"u(u—n""‘n{nfa)"lf
oraz
(3.7. D ¥Y=x ”n(n)fx"n(n)_"n[u 0’ f fx"nu) ""‘ﬂl_lfb,,_;,l(x)x""("l+"dx"+1

gdzie liczby #i,;(i = 0,1, ..., n) sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
(4.10), zaréwno gdy réwnanie charakterystyczne posiada pierwiastki wielokrotne,
jak i gdy wszystkie pierwiastki sa rdzne. ' :

Gdy réwnanie charakterystyczne posiada wszystkie pierwiastki rézne, latwo
zauwazyé, ze wszystkie potegi w kolejnych catkach sa réine od —1, wobec czego
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w catkach (3.6.1) nie wystapia logarytmy i (po opuszezeniu wspolczynnikéw sta-
iych) otrzymamy potegi niewiadomej x, a catka szczegélna réwnania niejedno-
rodnego ma postaé catki wielokrotne] (3.7.1).

W przypadku drugim, gdy réwnanic charakterystyczne posiada pierwiastki
wielokrotne, obliczenie powyzszych calek nie przedstawia trudnodci, otrzymamy
znane wzory z logarytmami.

Aby otrzymadé wszystkie catki liniowo niezalezne nalezy réwniez tak ponumerowaé
pierwiastki #,;, réwnania charakterystycznego, aby logarytmy wystapily juz przy
obliczeniu pierwszych calek, a wigc trzeba je uporzadkowaé tak samo jak w przy-
padku réwnania o wspolezynnikach statych. Czytelnik sprawdzi, Zze wzory (3.6.1)
oraz (3.7.1) prowadza do zmanych wzordéw z logarytmami.

4.3. Roéwnanie clementarnic rozkladalne. Rozklad na czyomiki operatorowe lewej
strony réwnania linjowego o wspolczynnikach stalych i réwnania Bulera daje sig
dokonaé bez rozwigzywania réwnan rézniczkowych. W obu przypadkach punktem
wyjscia jest poszukiwanie rozwigzania w postaci loczynu

(4'18) U, = ﬁuan+ 1,n (ﬁn - COHSt).

Na przyktadzie rdwnania Bulera widaé, Zze podstawienie (4.18) okazalo sig celowe
tylko dlatego, ze wspdlczynniki tego réwnania sa odpowiednio dobrane. Stad
staje si¢ interesnjace pytanie z punktn widzenia praktycznego rozwigzywania row-
nan liniowych, czy istnicja imne réwnania, ktérych lewe strony mozna rozlozyé -
na czynniki operatorowe bez rozwigzywania réwnan rézniczkowych. Odpowiedz
na to pytanie jest pozyiywna. Roéwnania o te] wlasnoéci nazywaé bedziemy ele-
mentarnie rozkladaloymi, a klase tych réwnan oznaczaé symbolem E.

Na tle teorii réwnan Riccatiego R w pracy [9] sformutowane zostalo pewne kry-
terium, ktére muszg spelnia¢ wspOlczynmiki réwnania linfowego, aby réwnanie
nalezalo do Idasy E.

Postugujac sie definicja réwnania Riccatiego drugiego rodzaju R, odpowiada-
igcego danemu réownaniu liniowemu, mozna réwniez podaé inme kryieria rozkla-
dalnodci elementarnej, a przez to rozszerzyé klase rownan, do kidrych moga byé
zastosowane metody rozwigzywania oparte na rozkladzie na czynniki liniowego
wyrazenia rdzniczkowego. Punktem wyjScia bgda podstawienia postaci (4.18).

Moze sie mianowicie zdarzyé, 7e dla pewnego réwnania liniowego (o wspdl-
czynnikach funkcyjnych) istnieje taka liczba #,, Ze przynajmniej jeden warunek

(4.19) R lit,ay10 1= 0 (i=0,1,..,n)

jest spelniony toZsamosdciowo wzglgdem x. Réwnanie o te] wlasnodcl jest wige
clementarnie rozkladalne na tle teorii réwnaf R, Piszac wyrazniej warunek (4.19)
znajdziemy (@4, 41 = 1)

(420) In[—ﬁnarﬁl,i]+a’n+1,nI"_IEHﬁnaJﬁl,i]'i_ e

+an+1,1IB [—ﬁuan+1,i]+an+1,0 = 0 i=0,1,..,n.
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Dla celéw praktycznych podamy warunki rozkladalnoéei elementarnej (4.20) dla .
n=1,2,3.
Warunki rozktadalnodei elementarnej dia réwnan liniowych- drugiego- rzgdn =
ady i —(ad; +ay) ”1+aza 0 (i (x) = thay),
“.21) - _
iy —(an azﬁ‘%o) i+ azo > (1(x) == 1, a%);
dla réwnania trzeciego rzedu
a3, 5 — (a8t 3asatt M o (A gota390;) f"2_‘13050 (uy = tiays), -
(4.22) | a8 B —(agp s 30 ay) i3 -+(ag +as @yt ad ) iy — ‘130 =0 (uy = ihyayi),
ad,ig— (A ade+ gy} i3+ (aso+332“30+331 ‘130)“2"“%0 = 0 (1 =ilyay);
dla réwnania czwartego rzgdu
[ a3 —(6ak ap+ aks) i+ (Bays +4ag ag+3af; Ayt 039 68 —
e (2 S R A AP ) Ay3) tha a4y = 0 (s = fiyayy),
Ao ils— (0G5, 4o+ 043 08s) #3+ (Bagi+danan-3a, Ay llyy+tln) U5 —
—(agy - au Aot Oy s Qo) s+ = Y (U = fly1g9), -

- {4.23) 5
~, - i L ! - ~
aky iif—(6ad, ay; 1+ ay5a4:) @3+ Baf +Hdayan+3apapayt Oy5003,) 85 —
- In ; ~ o =
—{ag g oy At st ag ~ 0 (1 = Way), .
- - o . -
ageliy— (605, ag0t a3 aiy) W34 (Gagi+4a,0 050+ 3 40 0a0~ g0 W30) 113 —
I + ~ o o~
L — @y a4yt auy Qg0 Qui @40 a1 ao = 0 (ty = fiya00)-

O wspélezynniku a,,, ; wystepuiacym w warunku rozktadalnodc -zaktadamy.
dodatkowo, 7¢ jest funkcja klasy C*.

W zwiazku z warunkiem (4.20) nasuwaja si¢ nastgpujace uwagi.

1. Jest to warunek wigzacy wspdlezynniki réwnania liniowego oraz parametr -
liczbowy #,. Dla réwnafi- o wspdlczynnikach statych i réwnafi Eulera warunki’ :
{4.20) sprowadzaja do réwnan charakterystycznych. W pracy [9} udowodniono,
Ze przy podstawienin (4.18) (gdy » = 1,2, 3) jedynie réwnania o wspdlczynni- -
kach statych i réwnania Eulera posiadajg réwnania charakterystyczne.

2. Klasa réwnan E jest obszerniejsza od klasy réwnan Eulera i réwnan o wspot<
czynnikach stalych; to gtéwnie decyduje o przydatnosci kryteriow rozkladalnogei -
elementarnej.

Przyktad. Rdéwnanie

(4.24) YVi+—= : -L;— y=20 (%, & = const)
% e

jest rozkladalne elementarnie, gdyz, jak latwo sprawdzi¢, warunek (4.21) ma postad

(@ = 0, agy = €52 (k- e):

(4.25) a3y I — Ay tiy+pg = 0 (wy = i ago)

i jest speliony, gdy przyjaé # = #.
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Wynika stad, 7ze umiemy rozwigza¢ réwnanie (4.24). Istotnie,

- e
ul = ulazo - :‘—;ﬁ' )
#(k—e™™)
a jak wynika ze wzoru (2.19); @y = —uy. Stad
U,=—hn |l€~e""” [, wy—agg = 2uy,

Uy dyy = In | o |-
i po uwzglednieniu wzoréw (3.6) znajdziemy dwa liniowo mniezaleZne rozwiazania
réwnania (4.24): '
¥ = fc"——e"f;‘ s
Yo = ylf(iz_exﬁ: “*dx
lub, po wykonaniu kwadratury,

— e e
= = In
Ya 2

e
k— e’“";

Na catkg szezegdlng rownania niejednorodnego mamy zgodnie z (3.7) wzdr

Rzl —

+

Y, = (F—e™) [ G—e™) [ by() B—e™) .

3. Kryteria (4.20) posiadaja postaé wygodna dla zastosowan, gdyZ latwo jest
rozstrzygnaé, czy rownanie jest rozkladalne elementarnie, czy nie, podstawiajac
wspdlezynniki do tozsamoéci (4.20). Np. réwnanie (4.24) — jak stwierdziliSmy —
jest elementarnie rozktadalne, natomiast rownanie Bessela

Vi+xty+(1—-rixHy=0
nie jest rozkiadalne elementarnie, warunek (4.21) dla tego rownania przybiera

forme
(F—n")x"4-1=0

i nie jest spelniony w Zadnym przedziale.

Moze si¢ réwniez zdarzyé, Ze réwnanie w ogdlnym przypadku nierozkiadalne
da sig rozlozyé w przypadku szezegdlnym. Waranki (4.20) umozliwiaja wykrycie
takich przypadkéw. Weizmy dla ilustracii np. réwnanie Webera

y'—xy'—a(x)y = 0.
Nie da sig ono rozwiazaé w ogélnym przypadku za pomoca kwadratur, Warunek
(4.21), przybiera dla tego réwnania forme
ﬁlxz(ﬁl— 1)—{—&1——01 % 0.

Warunek ten jest spelniony, gdy #, = 1 oraz @ = 1, a wzory p. 3 daja natychmiast
rozwiazanie ogdlne dla tego szczegblnego przypadku. '
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4, Kryteria (4.20) sa znacznie prostsze od sformutowanych na tle teorii réwnan R
(por. [9]), gdyz wystepuja w nich pochodne tylko jednego wspdlczynnika a,.,
i w konsekwencjii moga byé speinione przy stabszych zaloZeniach dotyczacych
wspdlezynnikdw réwnania liniowego.

Nie potrafimy podaé¢ gotowych rozwigzan dla wieln réwnan rézaniczkowych.
Rozwiazane zostaly tylko takie réwnania, ktérych wspdlezynniki sa w pewien sposob

" dobrane. Dysponujac pojeciem elementarnej rozktadalnosci mozemy powiedzied,
7e réwnania Eulera (a réwniez réwnania o wspdlezynnikach stalych) maja wsp6l-
czymniki dobrane zgodnic z warunkami (4.20). Jak swiadczy przykiad podany
wyze], oba te rodzaje nie wyczerpuja klasy E. Nawet w przypadku najprostszym,’
réwnania rzedu drugiego, nie potrafimy napisa¢ wszystkich réwnan klasy E. Pewne
4wiatlo rzuca na to zagadnienic nastgpujace

Twierdzenie 15. Kazde réwnanie rozniczkowe liniowe, ktdrego wspdiczynniki sq ciqgle
oraz jeden wspdlczynnik a,.,, ; nalezy do klasy C*, nieroziiadalne elementarnie, moZna
uczynic¢ rozkladalnym zmieniajqe odpowiednio jeden jego wspdtczymnik.

Dowéd. Aby réwnanie nierozkladalne (1.13) uczyni¢ rozkladalnym nalezy,
jak wynika z warunku (4.20), na wspolczynnik 4,,,, ; przyjaé jedna z nastgpujacych
funkcji:

(4.26) Ay, = = {ijl [_'ﬁnan+1, r‘l}fl {In[_ﬁnawl,i]“i“anﬂ,ulm1[‘“ i, a, +1, Jd-+
S R S IR ) T I N S ASIEY L B ST L SR Qyi10)
(G=1,2, ..., i—1,i+1, ..., n).

Mozna réwniez zmienié wspdlczynnik a,..; wystgpujacy w podstawieniu

u, = i,a,41,;, ale taka zmiana wymaga rozwiazania nieliniowego réwnania roz-

niczkowego.
Ze wzoru (4.20) wynika, 7e najlatwiej zmieni¢ ostatni wspolczynnik @,y o-
Przyklad. 1 Wezmy pod uwage réwnanie drugiego rzedu i przyporzadkujmy
mu réwnanie elementarnie rozkladalne dobierajac wspdlczynnik @,; na podstawie
warunku (4.21),. Poniewaz wtedy
~ aéo 1
gy == Uy gy 4y | T ’

to dochodzimy de réwnania

@ (%)
ag (x)

1 ~ 1y,
4.27) v (ula% (x)— + fﬁ)y +agy = by(x).

Skreslenie W tym réwnaniu wyrazu aj/as prowadzi do réwnania O. Olssona (por.
[11]). Biorac pod uwagg wzory (4.21), i (2.19) znajdziemy zwigzki

1 a’ 1 a’
— g7 = 20 20
u]_ — u]_az(}, ul—-al[, — ulaag“_ —_— —_—

Uy

ay = —
azg Uy azo
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i zgodnie z (3.6) oraz (3.7) rozwigzanie ogdlne réwnania (4.27):

Py = e fdn, y, = P f Qs EXP [ﬁlAm— "E—] dx,
1
(4.28) . |
Y, = e 43 f fly EXP [ﬁl Agy— ?T] f by (%) ag,le"’ iy gy,
N 1

gdzie Ay oznacza funkcje pierwoing funkejt ag,.

Roéwnanie (4.27) mimo specjalaej budowy, jest doé¢ ogdlne, gdyz zawiera funk-
cje dowolna ay. Podstawiajac na dy jakakolwiek ustalona funkejg, otrzymujemy
wicle réwnaf, rozkladalnych elementarnie, ktdrych rozwigzanie na innej drodze
mogloby okazaé sie trudne, Np. jesli &y =1, a3 = £ sinax, to mamy nastgpujace
réwnanie klasy E:

3" (B sinax—a ctgax+ 1)y + (B sinax)y = by (x).

Réwnanie (4.27) spehiajace warunek (4.21),, jak latwo sprawdzi¢, nie wyczer-
puje wszystkich réwnan spelniajacych ten warunek.

Przykiad 2. Podobnie mozemy dobraé wspdlezynnik na podstawie warunku
(4.21),. Odpowiednie réwnanie ma postac

(4.29) ¥ tagy y' iy ay -l —ii)ad]y = ba(x).
Poniewaz dla réwnania (4.29)
Uy = iy Uy, Gro = Og1— Uy = (1—&) as,
Uy — g = 21y tyy— 0,
to rozwigzanie ogdlne réwnania (4.29) zgodnie ze wzorami (3.6) oraz (3.7) jest
okreslone przez nastgpujace trzy funkcie

[ o= e_‘;ldm Yo = 6_;1‘4”1] 6(2;171){[21 dx
2 Ed

{4.30) - - -

l Y, = e"“1Az1J‘ 8(2“1*1)421 f bze(]'“‘ﬁ) Agz dx?.

Symbol Ay, oznacza funkcjg pierwotna funkeji ag. Réwnanie to podat i rozwig-
zal inng metods H. GORTLER, [10].

1 to réwnanie mimo specjalnej budowy zawiera wiele przypadkéw szezegdlnych,
gdy7z wystepuje w nim jedna funkcja dowolna. Na przyklad gdy ag; = &y X7, tO
mamy réwnanic Eulera.

4.4, Metoda przyblizonego rezwigzywania réZniczkowych réwnad liniowych oparta na doborze
jednego wspélczynnika, Zauwazmy, ze dobdr jednego wspdlczynnika réwnania
liniowego z warunku rozkladalnodci elementarne; nie jest jednoznaczny. Wspdt-
ozynnik ten zalezy od parametru i, oraz ewentualnio od innych parametrow wy-
stepujacych w pozostalych wspdtezynnikach réwnania. W analogicznych zagadnie-
niach dla réwnaf R wprowadzi¢ moina do dobranego wsp6lczynnika (na pod-
stawie twierdzenia 15) i stale catkowe. To uzaleznienie zmienionego wspdlezynnika
od parametréw moze byé niekiedy wykorzystane do przyblizonego rozwiazywania
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pewnych zagadnien, szozegélnie je§li sa one zagadnieniami techniki lub fizyki.
Istotnie, w takich przypadkach wspdlezynniki rownafh maja najezgéciej wyrazong
interpretacje fizykalna i sa czesto fonkcjami ustalonymi na drodze do$wiadczalne).
Biorac to pod uwage moze sig udaé takie okreSlenic wartoSci parametréw w do-
branym na- podstawie warunku (4.20) wspélezynniku, Ze otrzymane réwnanie
dobrze opisuje badane zjawisko.

5. Przyklad z zakresu teorii spreiystosci
Jak wiadomo, réwnanie dla belki o zmiennym przekroju, na ktéra dziala sita

osiowa $ciskajaca P oraz dowolne obciazenie poprzeczne ¢(x), moze byé sprowa-
dzone do ukladu dwdch rownan

r P —
(5.0 M (x)+§(—5 M(x) = g(x),
By = M(x),

gdzie M(x) oznacza moment zginajacy, B(x) = EJ(x) zmienna sztywnos¢ na zgi-
nanie, g{x) obcigzenic pionowe na jednostke diugoéci oraz p(x) ugiccie belki.
Uktad réwnan (5.1) lub, co na jedno wyjdzie, odpowiadajace mu réwnanie czwar-
tego rzedu, bywa rozwiazywany {w sposob przyblizony np. przy rozwinigein wspol-
czynnikéw ukladu na szeregi nieskonczone (por. up. [12}).
Przyjmijmy, ze w pewnym przypadku zmienna sztywno$¢ belki mozna dobrze
okredlié za pomocy funkej

(5.2) B(x) = —— (% k = const).

Funkcja B jest uzalezniona od dwdch zmieniajacych si¢ w szerokim zakresie para-
metréw # oraz k. W zaleznosci od obcigzenia i wymiardw belki bedzie moina wige
dobieraé warto§é tych parametréw, Sztywnos¢ B jest poza tym wprost propor-
cjonalna do sily éciskajacej P.

Latwo zauwazyé, Ze zaloZenie (5.2) sprowadza rownania (5.1) do réwnania
(4.24) i wobec tego, 7e réwnanie (4.24) jest elementarnic rozktadalne, potrafiliémy
je rozwigzaé. Na moment M(x) znalezliSmy mnastgpujace rozwigzanie ogdlne

e

k2

exl'”

M(x) = Al(ré—e*f"‘)JrAz[ _
fe—e**

_ +£_] 5,0,

gdzie
5,0 = Y= (F—e™) [ (f—e™)= [ g(x) (k—e) dx?
oraz gdzie A4; i A; sa stalymi cafkowania.
Poniewaz funkcic M(x) znamy, to mozemy okreSli¢ linie ngiecia y(x) z latwego
rownania (5.1),, .

M
2 P(—e™)
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Rozwiazaniem ogdlnym tego réwnania jest funkcja

- xhe xhe
~ 1 - ~
y = Ay b Az x+ I, 4 4, [e n| & | E-e S0,
£ JA ek

gdzie S(x) jest funkcja obciazenia, przy czym
o 1 * x,'; P x,’; —g [ i Xf; 4
S(x)wl;ﬁ@jfe f(k & fq(x)(i.c—e ) dxh,

Funkcja obciazenia dla naszego zagadnienia zostala napisana jedynie dla obciazenia
ciaglego ¢(x). W przypadku wystgpowania sit skupionych, momentéw rozlozo-
nych w sposéb ciagly mozemy otrzymaé funkcje S(x) stosujge znane postgpowanie
(przejécia graniczne) dia funkeji g(x).

Majac rozwiazanie ogdlne ukladu (5.1) mozemy podac rozwigzanic dla kazdego
przypadku podparcia belki.
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Pezwme

OBOGLIIEHHBIE YPABHEHMS n-TOTO TIOPSIKA PHKKATH BTOPOTO POIA.
TIPHMEHEHHKE MX K TEOPHH YIIPYTOCTH

B meroTOpHIX 3amauax Teopum yopyrectd {cp. [6], [12]) mosBmsrorcs AudepeRIATEHBIE
YPABHCHHA, KOTOPHIE MO3BOJHJIHE YCTAHOBMTH HOHATHE TaK Has. oBobmenanx mubdepeHMAIb-
HBIX ypaBHeHUWH PrKeaTé #-7000 NOPAOKA, OTHMH YPABHCHHAMI CYTh HENHHEeHHBIC YPaBHEHNS,
TEOPHA KOTOPLIX TAIUKEC TECHO CBASEHA C NHHCHNBIMM YPaBHCHHAMEA (n4-1)-ro mopaakd, Ly.,.
B ony6mmxopanpoii pansme paGore [9] mpHBOAMTCH TEOPHA 3THX ypaBHeHME, OpY TPENIONa-
SHEHMH MHoTOKpaTHoi mudibepenrupyeMoctst KooduIeHTOB ypaBHeRuHd. B HmacrosAIei pa-
f0Te DpefICTABAAETCA TeopmA 0bobIIeHHBIX ypasncumit Prkmarn sroporo poja (oBozmaucH-
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HbIX CHMBOIOM R,), KOTOphIe TpeGyior Gonee cnafmx mpenmonowenuil (CAMHCTBERHO Hempe-
PLIBHBEIX KO pHIIEHTOR).

B m. 1 opueomurcs pedEmmma ypaBHeHUH £, n [oxaskIBaeTCS MECKOTLKO TEOPeM, KACRIO-
IIEXCH CBONCTE HTHX ypaBHemm, & TAIOKC HX 3ABHCHMOCTH C YPaDHCHUAMI Lyt cOOTBET-
CTRYIONIHNX YPABHCHIIM R,. B 1. 2 npejcrapnserca pollb ypABHCHHIL R,, B sajave, Kacaomeiica
pasnoxenns  KuddbepeHIEARSHOTO JAHCHHOFO BBIPAYKEHHA Ly, [v] Ha DpomsBefgnue oIepa-
IMOHEGIK (GAKTODOB, 4 B 71, 3 HEKOTOpPHIE IPHMEHEHHH TEOPHH YpamnHeHuH R, x Teopuu mameii-
BeIx ypapHenmit, B n, 4 gaerca medwmmapa gubdepeHIHaneibX TAK HAZ. UNEMCHTAPHO pas-
naraembIx ypasHemmi (wmace E). Kmace E K KOTOPOMY, B KaUecTBE 0coBOTO CAMOTO NPOCTOTO
CIIY9AsT, TIPUHAUIEIKAT YDABHCHUS C IOCTOSHHEIME Kosddmupmentanmn n ypapmemua Jimepa,
ABIIAETCH ECTECTBEHHLIM PACITHPEHMEM TUIRCCA STHX IIOCHeHEX ypapaexmil. [IpHBOEWTCH oG-
mmil MeToR pellenua (CHIDKEHRMA MOpEAKA) ypapHenmil Kaacca E.

TeopeTidecKHe PEIIeHus JNTIOCTPHPYIOTCA HpHMepanu. B I 5 maeTcd TOUHOS DCIICHAC
saaun DA YOPYTOHR BaNKM NMepemCHHOTO CeUeHHS, ONPENCHCHION ¢ MOMOTIBIO dyeamn (5.2),
HaxoIiecn mon felcTBHEM NpPOM3BONBHON BepTHKANEHON HATPysxu oT g(x) U COKHMAOIIEH
ocepoil cumer P,

Summaryl

GENERALIZED »-TH ORDER RICCATI EQUATIONS OF THE SECOND KIND.
AN APPLICATION TO THE THEORY OF ELASTICITY.

In some problems of the theory of elasticity (cf. [6], [12]) there appear differential equations
leading to the notion of generalized r-th order Riccati equations. These are non-linear equations
the theory of which is in close connection with the theory of (n+1) st order linear equations, Ly,..
Tn a previous publication by the present author [9], a theory of these equations has been given
assuming multiple differentiability of the coefficients of the equation. In this paper a generalized
theory of Riccati equations of the second kind is given {denoted by the symbol R J.,), requiring weaker
assumptions (oniy those of continuity of coefficients).

In Sec. 1 B, — equations are defined and several theorems are proved, concerning the propert-
ies of these equations and also their connection with the L,,, equations corresponding to R,. Sec.
2 explains the role of B,— equations in the problem of resolution of the linear differential equation
Ly41[¥] into a product of operator factoers, Sec. 3 contains a discussion of some applications of the
theory of R, — equations to the theory of linear equations. Sec. 4 brings a definition of the so
called elementarly resolvable equations (the E-class). The E-class, to which belong, as the simpl est
particular cases, the equations with constant cosfficients and the Euler equations, constitutes
a natural generalization of the letter class. A general method is given for reducing the order of an
Fclass equation. Theoretical tesults are iilustrated by examples.

Section 5 contains an accurate solution of the problem of an elastic beam with variable cross-
section described by the function (5.2) and acted on by an arbitrary vertical load depending on
x and a compressive axial force P.
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