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1. Mechaniczne wlasnosci materialow zaleine od czasu

Odksztalcenia i naprezenia powstajace na skuick dziatania obciazen zalezq mie-
dzy innymi od charaktern zmiennosci tych obciaze w czasie. Przy wzglednie szyb-
kim przylozeniu obcigzenia stan fizykalny ciala nie jest stanem réwnowagi dia
mikro objetoscl. Przesunigeia molekut i atoméw ze stanu poczatkowego do kofi-
cowego, ktéry bylby stanem réwnowagi, wymagaja pewnego czasu. Z tego powodu
mozemy oczekiwac, ze wlasnosci mechaniczne danego ciala bedy zalezaly od czasu
w sposOb najwyrazniejszy w przypadkach kraficowych, tj. przy bardzo szybkim
odksztalceniu, gdy jest mozliwe opoZnienie nawet najszybeiej przebiegajacych
proceséw przejsciowych, oraz przy obcigeniach dlugotrwalych, gdy wystepuje
dziatanie réznych mikro procesow,

Odksztalcenia, z ktérymi mamy do czynienia w prawie Hooke’a, uwarunkowane
sq odksztalceniem calego ciala, dlatego nic przyjmuja wartoici odpowiadajacej
przylozongj sile az do chwili, gdy cale cialo poddane zostanie jej dziataniu. Oczy-
wifcie minimalnym okresem czasu bedzie czas potrzebny do rozprzestrzenienia
si¢ fali sprezystej do najdalszych obszaréw ciata oraz jej powrotu. Wynika stad,
Ze im wigksze cialo, tym wolniej nalezy przykiadad sile. Sformulowanie POwyisze
nie jest jednak Sciste, bowiem nie uwzgledniliémy mozliwoéci powstania drgan,

Jak dobrze wiadomo, materialy konstrukeyjne takie jak np. stal w temperaturze
okoto 20°C wykazuja dla znacznego zakresu zmiennosci proporcjonalnosé odksztal-
cefi do naprezen, Co prawda Scifle rzecz biorac proporcjonalnosé ta jest przybli-
zona, a krzywe obciaZenia i odciazenia nie pokrywaja si¢ nawet, gdy po odciazeniu
stan probki powrdei do punktu wyjsciowego. Materialy pochodzenia organicznego,
beton oraz wickszo$¢ metali konstrukcyinych w podwyzszonych temperaturach
wykazuja wlasnosci pelzania i relaksacji naprezed. Méwimy wiedy, ze materiaty
takie posiadajg wlasnodci lepko-sprezyste. Zjawisk tych nie nalezy mylié z nieliniows,
sprezystoscia, dla ktorej zaleznosé pomigdzy naprezeniami i odksztaleeniami w przy-
padku obcigzenia i odcigzenia pokrywa sie, mimo Ze nie jest linjowa (rys. 1).
Przykladami materialéw o nieliniowej sprezystosci sa wysokie polimery i guma.
Czesto nieliniowod¢ idzie w parze z wystgpowaniem zjawisk pelzania i relaksacyi;
beda to materialy lepko-sprezyste nieliniowe.

Jedli chodzi o budowg maszyn, to na ogdét w obliczeniach wﬁrzymaloéciowych
nie uwzgledniamy zawiska pelzania w przypadku pracy w temperaturze poko-
jowej, gdy mamy do czynienia z czgéciami wykonanymi ze stali lub Zeliwa. Natomiast
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nalezy zjawiska te uwzglednié w przypadku maszyn wykonanych z coraz bardzicj
popularnych mas plastycznych, np. kofa zgbate, karoserie samochodéw itd. Po-
dobnie nalezy uwzglgdniaé zjawiska pelzania i relaksacjii w przypadku, gdy czedel
maszyn sa wykonane ze stali lub innego metalu i pracuia W podwyzszonych tem-
peraturach. Jest to szczegllnie istotne, gdy dany clement konstrokcyjny pracuje
w stanie podgrzanym przez diuzszy okres czasu. W takich warunkach pracuja
elementy konstrukeyjne silnikéw odrzutowych, maszyn parowych, turbin gazowych
i parowych, kotléw parowych oraz wiclu aparatéw chemicznych 1 urzgdzes cieplnych.
Proces pelzania jest tym intensywniejszy, im wyzsza jest temperatura. Z praktyki
znamy szereg przykladow, gdy odksztalcenia czgéel maszyn wskutek pelzania osig-
galy takie wielkoci, ¢ dalsza eksploatacja stawala sig niemoz-
iwa. 1 tak np. wskutek pelzania tarczy i topatek turbiny ga-
K/ zowej szezeliny przewidziane konstrukeja pomiedzy obudowa
i fopatkami zmniejszaja sie do tego stopnia, Ze topatki ulegaja
wylamaniu. Réwniez wskutek pelzania nastepuje oslabienie
polgczenia elementow pasowanych na weisk.
Jesli chodzi o budownictwo, to wplyw pelzania ma szczegline
e ymaczenic dla takich materialéw jak beton. Ujenme skutki
pelzania znane sa od dawna W konstrukcjach wstepnie spre-

: zonych. Praktycznie rzecz biorac wigkszo§é nowych mate-
ristéw, jak polichlorek winylu, masy plastyczne 16znego pochodzenia itd. wykazuja
whasnoéei pelzania i relaksacji.

Dla materialéw o whasnodciach lepko-sprezystych wykres proby dorainej na
rozciaganie zalezy w sposob bardzo istotny od predkosei, z jaka préba jest prze- .
prowadzana. Dlatego nalezaloby sporzadzié wykres prrestrzenny W postaci po-
wierzchni flo, £, £) = 0. Krzywa na tej powierzchni, wychodzaca 7 poczatku ukladu,
jest krzywa skonstruowana na podstawie pomiarow w czasie proby dorainej. Na-
tomiast w przypadku jej zaleznogei od czasu wykres, ktory otrzymujemy na maszynie
wytrzymalo§ciowej, jest rzutem tej krzywej na plaszezyzng oe. Plaszezyzny rowno-
legle do plaszezyzny et ukladu wspohrzednych daja w wyniku przecigcia z powierzch-
nia krzywe pelzania, z drugiej strony plaszezyzny 1éwnolegle do plaszezyzny ot
naszego ukladu wspdirzednych daja krzywe relaksacii.

L |

Rys. 1

2. Matematyczne ujecie zagadnienia

W cclu teoretycznegd‘ rozwigzania zagadnien, dotyczacych cial o whasnoéciach
lepko-sprezystych, postugujemy sic pewnymi modelami teotetycznymi, ktére za-
stepuja rzeczywiste ciala 1 pozwalaja ustalaé zwiazki pomigdzy naprezeniami o
i odksztalceniami p. Przy zaloZeniu upraszezajacym, ie zwiazki te sa liniowe wzgle-
dem o 1y iich pochodnych wzgledem czasu ¢ i p, bedziemy mogli wyrdzni¢ w przy-
padku jednowymiarowego zagadnienia nastgpujgce najprostsze modele:

(2) model ciala stalego Voigta-Kelvina

o= 2Gy+2my;
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(b) model cieczy Maxwella
o+ g—llé =7,

(c) model liniowy standartowy; jest to trzy-parametrowy model bedacy uogdl-
nieniem dwoch poprzednich

2.1 o416 = 2Gy4-257.
W réwnaniu tym wystepuja trzy niezaleine stale materialowe; przyjmujemy
p= G =Gy, 1 =1, (1+Gy/Gy), 7, = /Gy,

gdzie g = G jest modulem odksztalcenia postaciowego, ¢ naprezeniem stycznym,
a 7 jest wspolczynnikiem lepkosci. W przypadkach szezegdlnych dla Gy = co model
standartowy przechodzi w model Voigta-Kelvina, natomiast dla oy =0 w model
Maxwella. Stosunek =, = #,/G, nazywamy czasem relaksacji. Jest to czas potrzebny
do tego, by naprgzenia zmalaly e-krotnie (e jest podstaws logarytméw natural-
nych). Podobnie stosunek 7, = 7,/G, jest czasem opéZnienia (retardacji). Czasy
relaksacji i opéznienia sa wielko§ciami stalymi tylko dla najprostszych modeli.
Czas relaksacii jest rézny dla réznych materialéw i stanowi jedna z waznigjszych
jego charakterystyk. Np. czas relaksacji dla wody wynosi 1071, Oznacza to, Ze
dla czaséw krétszych od 1011 sek woda zachowuje sig jak cialo stale. Natomiast
szklo posiada czas relaksacji rzedu stuleci. W tych warunkach w do$wiadczeniach
trwajacych godziny czy nawet lata zachowuje sig jak ciato stale, jednak dla czasow
przekraczajacych czas relaksacji zachowuje sig jak ciecz. Podobne zjawisko zachodzi
w przypadku skorupy ziemskiej.

Model standartowy ciala stalego, [1] i [2], oraz najprostsze modele Voigta i Max-
wella nie przedstawiaja dokiadnie zadnego rzeczywistego ciata stalego, jednak
jakoéciowo dobrze tlumacza pewne cechy ich zachowywania sig.

a

Rys. 2

1. H. PoyNTING i J. J. TaomsoN, [3], wprowadzili dla powyie] podanych zale-
noéci pomiedzy o iy, tj. dla modeli tych cial, tzw. modele reologiczne, zioZone
z elementéw w postaci sprezyn i thumikéw. Modele reologiczne pozwalaja na latwe
i obrazowe przedstawienie rozpatrywanego modelu ciata, daja pogladowa itustracje
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proceséw odksztalcenia 1 sa dlatego stosowane przez wigkszoéé autoréw prac,
dotyczacych cial o wiasnoéciach lepko-sprezystych. Przy pomocy modeli reolo-
gicznych mozemy przedstawi¢ nie tylko trzy powyiej wymienione modele cial
lepko-sprezystych, lecz réwnieZ modele bardziej skomplikowane a nawet najogdl-
niejszy model liniowy.

Ogdlniejszy od powyzej wymienionych modeli jest model ciata stalego, kiory otrzy-
mamy opisujac mechaniczne wlasnoci przy pomocy réwnania rézniczkowego analo-
gicznego do rownania (2.1), lecz zawierajacego rowniez wyzsze pochodne czasowe
napreZenia i odksztalcenia. Droga ta poszedt T. ALFREY, [4] 1 [5]. Otrzymujemy wte-
dy nastgpujace ogdélne réwnanie réiniczkowe, podajace zwigzki pomigdzy o i y:

2.2 Py(Dyo = P, (D)y,
gdzie
h Ng o8
. — () | — J— | L
Pi(D) = 3 D", ’ D—— (=12, N, =123l 4

oraz gdzie ai sa wspélczynnikami statymi.

W przypadku przestrzennego stanu odksztalcenia zamiast podanych powyzej
zwigzkéw pomiedzy naprezeniem styczoym i katem odksztalcenia postaciowego
otrzymujemy nastgpujace zaleznoscl pomigdzy skladowymi dewiatora naprezen
i skiadowymi- dewiatora odksztafcen:

(a) model Voigta-Kelvina

5y = 2Gye;+ 28

i
(b) model Maxwella

Sij+ —Z%jij = 218

i
(c) model standartowy
S,-j—i—?ii}j - 2G61J+2?]é;j;
.(d) ogolny przypadek modelu liniowego
2.3) P (D)s;; = Py(D)ey-

W przypadku przestrzennym powyzsze zwigzki nie sa wystarczajace i musimy
réwnies” podaé zaleznosei pomiedzy Srednim napreZeniem normalnym i $rednim
odksztalceniem objetosciowym. W ogdlnym przypadku zalezno$¢ ta ma postac

__ Py(D)

_ Pu(D)
 Iy(D)

g = P(D) e lub &

(2.4) f,

gdzie

3 T8
& = X oy, 0 =D e
1 1
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Zwiazki pomiqdzy sktadowymi naprezenia i skladowymi odksztalcenia sa nast¢-
pujace:
(2.5) aij — 6‘1A(D)6+2M (D) aif'
Symbole A(D) i u(D) sa operatorami, ktére mozemy wyrazi¢ przy pomocy po-
przednio wpro}yadz_onyph operatoréw (2.2); wiedy
P Py(D) P, (D)— Py (D) Py (D)

3P, (D) Ps(D) ’

@7 #(D) = ;;i%,

Qe - AD) =

przy czym &; oznacza deltg Kroneckera.

Rozwiazywanie zadanh szezegdlowych napotyka na duze trudnodci matematyczne
i rachunkowe. Dlatego zwykle w tym miejscu przyjmuje si¢ pewne zalozenia uprasz-
czajace, dotyczace postaci rownaf (2.3) i (2.4). :
~ Najczebeiej spotykamy nastgpujace zatozenia: (1) odksztalcenie objgtosciowe
nie zalezy od czasu, (2) wspblczynnik Poissona » jest staly i nie zalezy od czasu.
Przyimujemy ponadto, ie dla lepko-sprezystego ciala iZzotropowego mamy tylko
dwa niezaleine operatory, odpowiadajace dwom niezaleznym stalym w izotropowym
ciele idealnie sprezystym. -

Wynika stad, Zze operator K dla przypadku (1) jest po prostu stala, a wigc mamy

_P(D)
| 3K = m = const.
Wiedy
_ P(D) . 2
A(D)=EK— ﬁl(ﬁ = K—5 D),

AD+2(D) = K+ w(D).

Wspblczynnik Poissona w ogdlnym przypadku jest nastepujacym ocperatoren:
A(D) 3K—2u(D)  3KP (D) Py(D) '

P = . P B .
AAD)F (D]~ 6K 2u(D)  6KP,(D)+P5(D)
W przypadku zalozenia (2), gdy » = const, otrzymujemy

B v v P (D)
AD) = 27 p(D) = 1—_:2;?2(55,
apyr2um) =X iy — 7 S

Teraz, w og6lnym przypadku, odksztalcenie objgtosciowe zalezy od czasu, a modut
odksztalcenia objetosciowego jest nastgpujacym operatorem: -
1+4-» i+» P (D)

KD =50paa MO T - RO
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W przypadku tym stosunek A(D} do u(D) jest staly, oznacza to, ze A i pu pos1adaja
wspolny czas relaksacji.

Rownanie rézniczkowe (2.3) okrefla zwigzki pomigdzy skladowymi naprezenia
i odksztalcenia przy odpowiednich warunkach poczatkowych. Liczba warunkéw
poczqtkowych zalezy oczywiscie od rzedu réwnania réiniczkowego i jest temu

- rzgdowi réwna. Jako chwilg poczatkowa mozemy przyjaé dowolny moment czasu,
przy czym na ogél zakladamy, ze chwila ta jest albo 1 = 0, albo ¢ = . Przyjecie
jednorodnych warunkéw poczatkowych (tzn., ze dla =0, ¢ =0, & =0... ,
d"lafdy™! =0, gdzie m jest rz¢dem réwnanmia réimiczkowego, i zatozenie, Ze
zardwno naprezenia jak i odksztalcenia znikaja dla ¢ <2 0) jest szczegdlnie pozy-
teczne, gdy odpowiednie zagadnienie rozwigzujemy stosujac transformacje Laplace’a,
W przypadku gdy obcigZenie jest przytozone w sposéb nagly, przyjmujemy, Ze
wraz z odpowiednig liczba pochodnych czasowych w chwili ¢ = 0 napreZenie réwna
sie Zeru oraz Ze przyltozenie sily nastgpuje w chwili #,. Nastepnie dla otrzymanego
rozwigzania obliczamy granice, gdy ¢, dazy do zera, uzyskujac w ten sposob rozwig-
zanie zadania dla obciazenia w postaci funkcji Heaviside’a H(Y). Dyskusje warunkow
poczatkowych mozna znalezé np. w ksigzee [50].

Wprowadzenie zalezno$ci pomigdzy oy; 1 ¢; w postaci réwnania rézniczkowego
(2.3) nie jest konieczne; mozemy réwniez wyciggnaé wnioski z faktu, zerzeczywista
zaleznosE jest liniowa i otrzymaé réwnanie calkowe, W ten sposéb jeszcze w roku
1876 podszedt do zagadnienia L. BOLTZMANN, [6], Jezeli zwigzek pomiedzy oy,
g; 1 ich pochodnymi wzgledem czasu jest liniowy, to rozwigzania beda spelnialy
zasadg superpozycji (Boltzmanna). Zasade t¢ mozemy sformulowaé nastgpujaco:
odksztalcenie w chwili 7, spowodowane dzialaniem nastgpujgcych po sobie naprezed,
jest suma naprezen, jakie by$my otrzymali w tej samej chwili #, gdyby kaide z nich
zostalo przylozone niezaleinie. BoLTZMANN postulowal, ze dla odksztalcen obje-
toéciowych 1 postaciowych relaksacja moze przebiega¢ w sposéb rézny. Analiza
upraszeza si¢ tylko w kilku przypadkach, jak np. czystego skrgeania lub gdy wpltyw
relaksacii objetodciowej jest maly, W przypadku dzialania tylko naprezen oy, otrzy-
mujemy réwnanie calkowe Volterry (przez niego podane) w nastgpujacej postaci, [7]:

2.8) 01wy, ) = Ely(0) — [ K(e—1)y(t) del,

—0o

v

gdzie E jest staly materialowy, 2 jadro réwnania catkowego K(i—t) funkcig re-
laksacii.

Uogblnieniem powyiszego réwnania na przypadek przestrzenny bedzie rOwnanie
pomigdzy skladowymi stanu naprezenia i odksztalcenia:

2.9 o;(0)= Aoe(t)aij+2#€ij(t)—f[5;';‘9”1(1‘—tl)6(11)+2%(f""f1)-’3£j(i1)]dt1‘
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W rownaniu tym @, (1—1) 1 pa(t—1;) s funkcjami relaksacji zaléinymi od wlasnosci
oérodka. Tnna postaé zaleznofci rozpatrywali miedzy innymi R. Sres, 8, i M. L.
Rozowski, [9]: ' '

: : T ¥
il d
QIO oy = 0y [ A-t) D002 [ pl—t) ey () dh.
: 2 i o 1
Obie postacie (2.9) i (2.10) sa réwnowaine, o ile tylko przyjmiemy, 7e
OMt—1y) - op{t—1t;)
f—t) = — \ f—t) ==t
oy (t—11) o1, pat—1 o1,

MO) =g,  w(0) =g, O(t) =e;(t)=0 dla 1< 0.

Réwnania catkowe (2.9) i (2.10) sa ogdlniejsze od réwnan rozniczkowych (2.5),
poniewaz kazde réwnanic rézniczkowe (2.5) wraz z odpowiednimi warunkami
poczatkowymi da sig przedstawi¢ w postaci réwnaf catkowych (2.9) lub (2.10),
natomiast istnieja takie jadra réwnan catkowych (2.9) i (2.10), ktdre nie pozwalaja
na zastgpienie ich liniowymi réwnaniami rézniczkowymi o stalych wspdlczyn-
‘nikach. :

Dla najprostszych modeli ciat o wiasnosciach lekko sprezystych i dla ogdlnego
.modelu liniowego mozemy sporzadzi¢ tabl. 1 i tabl. 2. W ostatniej i przedostatniej
ikolumnie tablicy podaliémy jadra réwnania catkowego (2.10). O ile znamy réwnanie
rozniczkowe (2.5), to znalezienie jader A(t—#) i u(t—7,) nie nastr¢eza wiekszych
trudnoéci. Wykonujemy mianowicie obustronnic na zwiazku (2.5) transformacig
Laplace’a, otrzymmnjac

| 54 (p) = 8y ADID) 200 7(0),
: gdzie

(s

Ot = 5y(0) — [ oear.

Operatory A(D) i p(D) wyrazaja si¢ przez operatory liniowe P; (D) i o ile sa wiclo-
mianami stopnia nienjemnego oraz speiniaja odpowiednia liczb¢ jednorodnych
warunkow poczatkowych, to mamy np.

| LLADYD} = Ap)0(p),
gdzie A(p) jest nastepujacym wyraZeniem:

PR P (D) —Pa(p) Ps(0).

e XTI AT

Podobnie

— Py(p)
2P (p)’

#(p)
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Bibrqq obecnie transformacje odwrotna i wykonujge splot otrzymujemy

(2.11) Oy (1) = 51’;‘ f o1 {e»—pr, ﬁ;ﬂ} ,ai dt; 42 f o) {e—pel ,ﬁ_(l.’l} E’f&i dt.
0 0

aty - r ot

Jako przyklad rozpatrzymy model standartowy (przy » = const); mamy wtedy

t T
2 G-+np a6 f G+np | %8
G ()= —4&,. 1 TP E pty T n-1d FTTTUE  ptal TN =
GU() 15 5U!VQ— {(1 Tp)pe r } o, dt1+20 ye d Tp)pe at, daty

¢ t '
2y % ~towr] 00 7 v - ra—ny] e,
- 5. n_ = ki ( n ) : 95y gy
=30 [G—l— ( ! G)e ] o dtljl—Za [G+ ( L6)e - ‘_drl

Z powyiszych rozwazah wynika, ze réwnanie réiniczkowe (2.3) okresla postac
jader réwnania catkowego. O ile zwigzki pomigdzy oy, 1 8;; sa dane w postaci bar-
dziej skomplikowanego réwnania rézniczkowego od réwnania liniowego ze stalymi
wspblezynnikami, to na ogél mozemy je rowniez sprowadziC do réwnania catko-
wego, lecz o bardziej skomplikowanych jadrach. Na odwrét, mozemy dobra¢ takie
jadra réwnania catkowego Volterry (2.8), 7 nie da sig ono sprowadzic do réwnania
rozniczkowego o postaci (2.5).

tij | &

omconst

S~ _

T t

Rys. 3

Modele reologiczne przedstawione za pomocy liniowych réwnan rézniczkowych
(2.5) odzwierciedlaja zachowywanie si¢ rzeczywistych materiatéw jedynie w duzym
przyblizeniu. A. R. RZANICYN, [10], zwrdcil uwage na rdéznice pomigdzy zachowaniem
sie materialdw rzeczywistych, a wykresami teoretycznymi. Mianowicie z danych
do$wiadezalnych dla réinych materialéw (drzewo, stal, beton, guma itd.) wynika,
7e krzywa zmiany predkosci odksztalcenia przy statych naprezeniach dazy asym-
ptotycznie do obu osi wspdhrzgdaych uktadu &y, t, podezas gdy taka krzywa nie
moZe odpowiada¢ zadnemu liniowemu zwigzkowi pomigdzy oy; i &; danemu
w postaci (2.5},

Dane do$wiadezalne wskazuja, ze liniowe réwnania rdzniczkowe w postaci
(2.5) moga opisaé zachowanie sig tylko malej czesel materialéw o whasnosciach
lepko-sprezystych (np. uklady koloidalne i pewne wysokie polimery). W celu opi-
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sania zachowania sig wigkszosci ‘materiatléw mozemy zaleinodci pomiedzy oy; i's;
w postaci liniowego réwnania rézniczkowego traktowaé jako przyblizenie dosta-
teczne jedynie do jako$ciowego opisania zachodzacych zjawisk. Stwierdzono to
juz dosyé dawno i dlatego wieln autordw zaproponowalo, w celu opisania zagadunie-
nia, najrozmaitsze nieliniowe rownania rdzniczkowe. Nieliniowe zwigzki nie sa
uniwersalne i zwykle poszczegdlne z nich dotycza jednego lub niewielu materiatéw.
Pewna popularnoéé osiagnety zwiazki podane przez R. W. BAILEY’EGo, [11], dla
przypadku pelzania metali oraz uogdlnienie cieczy Maxwella podane przez Da-
VENPORTA, [12]. Uogdlniona ciecz Maxwella posiada te wlasnoéé, ze z czasem ggstnie-
je, a lepkosé jej wzrasta. Z innych propozycji wymienimy zalezno$ci podane przez
RABOTNOWA, [13], '

) =t [ KG—s)ow)dn,

i przez ROZOWSKIEGO, [14],

kY

yO =T+ [ K1) f@dn.

Opréez powyiej wymienionych zwiazkow istnieje caly szereg innych i tak np. dia
betonu dla przypadku jednowymiarowego stanu naprgzenia N. ARUTUNIAN, [15],
zaproponowal funkcje pelzania betonu w postaci
C(t, ) = p (D[l —e 7]

gdzie @(f) jest jedynie funkcja wicku betonu. Po wstawieniu powyiszej funkeji
pefzania do zwigzkéw pomigdzy o i 9 otrzymujemy réwnanie catkowe Volterry,
ktére mozna sprowadzié¢ do rozwigzywania nieliniowego rdwnania rozniczkowego
drugiego rzedu ze zmiennymi wspolczynnikami. Nalezy zaznaczyé, Ze jest to jeden
z prostszych przypadkéw zaleznoéci, ktdre zastosowane do jednowymiarowych zadad
dotyczacych pelzania betonu wykazuja zgodno$é, rdéwniez jesti chodzi o wyniki
liczbowe, a nie tylko strone jako§ciowa zagadnienia.

SoroKIN wprowadzit nieliniowy model, w ktérym sila thumienia jest proporgjo-
nalna do bezwzglednej wartodcl odkszialcenia. Podamy jeszeze kilka typdw jader
roéwnan catkowych zaproponowanych przez réinych autordw.

BoLTZMANN, (6], rozpatruje postaé K(t-#,) = A/{t—t;). DUFFING, [16], proponuje
dla paséw skorzanych nastepujaca postad

K(t—t)) = A, (t—t)7%,

gdzie o = 4/5. Dla gumy A. Bronskr, {17], i Z. Seonmvsky, [18], rozwazajg nastgpu-
jace jadro rownania catkowego:

K(t—t) = (t—t)* exp[—(t—1)' 1.
Oczywiscie, przyklady powyzsze nie wyczerpujg wszystkich propozycii.
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Przy uwzglednianiu wplywu temperatury na naprezenia otrzymamy nastgpuiaca
zaleznoi¢ pomigdzy naprezeniami i odkszialceniami zamiast réwnania réiniczko-

wego (2.5):
Ty = 55'A(D)B+2#(D)sij—[3A(D)+2M(D)]arT

(e Jest wspolczynmklem rozszerzalnoéci cieplnej). Odpowwdmklem réwnania calko—
wego (2.10) bedzie nastepujace réwname

' ¢ .
Y d ]

Ty = 5ijj }'(t_31)—00‘1)df1+2fﬂ'(t*t1)*“£ij (t)dt, —
; ot y ot

i

—a, [ B2t T

]

aT (Il) d,.

3. Dane doswiadczalne

W poprzednim, p. podaliémy analize podstawowych fenomenologicznych teorii
cial o wlasnosciach lepko-sprezystych. Podane ogdlne zwiazki posiadaja Znaczenie
teoretyczne i praktycane. Wyprowadzone z zasad termodynamiki zwigzki porigdzy
parametrami charakteryzujacymi proces odksztalcenia pozwalaja znacznie uproécic
zakres prac doSwiadczalnych, koniecznych do opracowania teorii odksztalcen
réznych materialéw. Z drugiej strony w celu zbudowania teorii dotyczace] poszcze-
gélnych materiatéw konieczne jest pewne minimum danych doéwiadczalnych.
Musimy niestety stwierdzié, ze dane eksperymentalne dotycza na ogot najprostszych
przypadkdéw obciazenia i dotychezas nie posiadamy jeszeze dostateczoych rezultatow
doswiadczalnych, potrzebnych do zbudowania teorii chociazby dla jednego kon-
kretnego materiatu. Dlatego w praktyce konsirukceyjnej rozpowszechnily si¢ metody
obliczen z duzym przyblizeniem na podstawie ekstrapolacji danych doswiadczalnych,
ograniczonych do niewielu przypadkow obcigzenia i napreZenia. W doswiadczeniach
przeprowadzanych na materialach o wiasnodciach lepko-sprezystych doS¢ czgsto
korzysta si¢ z analogii. Polegaja one w tym przypadku na badaniu materialow
o podobnej charakterystyce i takich, ze z pewnych wzgleddw lepiej jest wykonywac
‘badania na modelach z nich wykonanych. W ten sposob robi si¢ do$wiadczenia
na modelach z olowiu w temperaturze pokojowej, zamiast na czeéciach stalowych
w wysokiej temperaturze, lub na modelach z plastycznej masy fenolowej zamiast
na betonie. Po wyciagnieciu wnioskéw z serii do$wiadczen sprawdza si¢ wyniki
na modelach wykonanych z wladciwych materialow. Otow zastgpuje stal z powodu
latwoéci wykonania doéwiadczenia w temperaturze pokojowej, a doswiadczenia
przeprowadzone na plastycznej masie fenolowej trwaja znacznie krécej od do-
swiadczedi z betonem.
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Doéwiadczenia przeprowadzone przez G. L TAvLora, [19], E. Vorrereg, [20],
i H. KOLSKYEGO, [21], na matych prébkach z gumy i plastiku przy duzych predkos-
ciach przylozenia obciaZenia i przy zaloieniu stosowalnodci zasady superpozycji
Boltzmanna potwierdzaja z duzym stopniem doktadnosci, ze funkcja pamieci (jadro
rownania catkowego naszego zagadnienia) posiada wykladnicza postaé. Wynika
stad, ze mozemy przyja¢ lintowy model reologiczny, chociaz statyczny wyktes
o = o(e) nie jest liniowy. Otrzymane wartosci czasu relaksacji rdéznig sig bardzo
w wymienionych doéwiadczeniach G. 1. TayLora, E. VoLTERRY | H. KOLSKYEGO,
Dla polietylenu VOLTERRA znalazi wartodc v, = 1700 u sek, gdy KOLSKY — 1, =
= 2 psek. Nalezy jednak wzia¢ pod uwagg, Ze w doSwiadczeniach TAYLORA
i VOLTERRY obciazenie bylo przyltozone 10000 u sek, gdy w doéwiadczeniach
KOLSKYEGO okoto 20 psek: Wyniki te wskazuja na to, ze wykiadnicza postaé funkcji
pamigci nie jest wiasciwym przedstawieniem wlasnosci lepko-sprezystych w szerokim
zakresie odksztalcen, natomiast jest dobrym przedstawieniem W ograniczonym
zakresie, gdy czas trwania odksztalcenia jest tego samego rzedu co czas relaksacii.
W zwigzku z tym latwo zauwazyé, 7e czas relaksacii zmienia si¢ i nalezy wprowadzié
ciagte widmo (spekivum) czaséw relaksacii (L. TRELOAR, [22], i B. Gross, [23]).
Wyjatek stanowia pewne materialy o wlasnodciach lepko-sprezystych 1 prostej
budowic molekularnej (J.J. Benpow, {24]). Zachowuja sig¢ one w doé¢ szerokim
zakresie jak cialo o modelu Maxwella.

Zespolony modut odksztalcenia postaciowego mozemy pomierzy¢ doswiadczalnie
dla czestodci wigkszych od okolo 10-% sek—1, natomiast funkcje pelzania i relaksacii
dla czaséw wigkszych od I sek, [25]. Dlatego zwykle do zaleznoéci pomiedzy napreie-
niami i odksztalceniami wprowadzamy modul zespolony, gdy naprezenia zmieniaja
si¢ w sposdb sinusoidalny lub nagly, a kmzystamy 7 funkcji pelzania lub relaksacii,
gdy zmieniajg si¢ wolno.

Jesli chodzi o rozchodzenie sig fali sinuscidalngj, to nie dysponujemy bogatym
materiatem dodwiadczalnym szczegdlnie dla szerokiego zakresu zmiennoéci. Dane,
ktérymi dysponujemy, nie pozwalajgz nawet zdecydowal czy material zachowu-
je sig jak model Voigta-Klevina, Maxwella, czy tez bardziej skomplikowany.
H. KoLsKY, [26], podat wyniki dotyczace zmiany predkosci fazowej i grupowej dla
polietylenu przy temperaturze 10°C i dla czestoéei od 1 do 20 k cyklifsek; predkose
fazowa wzrasta wraz ¥ czestoseia od 8,6 + 107 cm/fsek do 9,7 - 10% em/sek, a predkosé
grupowa od 9,0 - 10t do 10 - 10 cmfsek. H. KOLsKY réwniez wykonat doswiadcze-
nia dotyczace rozchodzenia sig impulsu w precie z polietylenu o diugosdei 15 cali.
Rozpatrywal on zmiang postaci impulsu o poczatkowym czasie trwania 20 w sek.

R.S. Booner i H. KoLsky, [27], zajmowali sie rozchodzeniem sie fal w cialach
o nicliniowych wilasnosciach lepko-sprezystych. Stwierdzono, ze dla pretow olo-
wianych, pomimo ze wlasnodci materialu sa nieliniowe, wspétczynnik thumienia
nawet dla matych drgan jest funkcja amplitudy oraz Ze postaé impulsu przewi-
dziana teorig Jiniowa nie ré7ni si¢ zbytnio od postaci zacbserwowane] w dodwiad-
czeniach.
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4, Teoretyczne rozwiazania probleméw dotyczacych zagadnied dynamicznych ciat
o wiasnosciach lepko-sprezystych

W rozwazaniach dotyczacych rozchodzenia sig fal przyjmuje si¢ czgsto nastg-
pujace upraszezajace zaloZenia:

(2) Dla wiclu materialéw o wlasnoéciach lepko-sprezystych (np. dla gumy)
wspblezynnik Poissona jest bliski 1/2, zaklada sig wige, Ze takie materialy sa nie-
Scisliwe.

(b} Materialy lepko sprezyste sg idealnie sprezyste dla odksztalcenr czysto obje-
todciowych.

(¢) Odksztatcenie zardwno Ob]QtOSCLOW{: jak i postaciowe jest tego samego cha-
rakteru (thumaczy si¢ to faktem, ze w obu rodzajach odksztalcenia zachodza po-
dobne procesy molekularne). Zalozenie to jest rownoznaczne z tym, ze wspdlczynnik
Poissona » jest staly i nie zalezy od czasu.

W modelu reologicznym energia jest kumulowana w sprgZynach jako energia
sprezysta i jest rozpraszana w tlumikach w postaci energii cieplnej. Catkowita
zmagazynowana energia jest réwna sumie energii zmagazynowanych w skladowych
sprezynach modelu. Catkowita energia pochlonigta jest suma energii TOZPTOSZONE]
we wszystkich tlumikach.

W literaturze spotykamy kilka metod rozwiazania dynamicznych zagadnien
dotyczacych cial o wlasnosciach lepko-sprezystych. Na ogdt zagadnienie rozwigzuje
sie¢ albo za pomoca catki Fouriera, albo szeregéw Fouriera metoda charakterystyk,
Iub metodg transformacji catkowych. Jeéli chodzi o metodg transformaciji catko-
wych, to najwigksze rozpowszechnienie w tych zagadnieniach znalazia jednostronna
wykladnicza transformacja Fouriera i transformacja Laplace’a. Np. stosujac transfor-
macje Laplace’a do réwnan réwnowagi szefciennego elementu wycietego z ciala
o wlasno$ciach lepko-sprezystych mamy

Go;(p)
0x;

Podobnie stosujac transformacje Laplace’a do zwiazkéw Cauchy’ego i réwnan
(2.10), otrzymujemy
ox, )

(4.3) - o;(p) = aijp‘a' (P)B(P)Jl“zl’ﬁgfj,

gdzie o, &; i %; sa funkcjami x, oraz parametru p. Réwnania (4.1)-(4.3) tworza
uklad 15 réwnan o 15 niewiadomych transformat Laplace’a skladowych naprezenia,
odksztalcenia i przemieszezenia, dajac oczywiscie wraz z odpowiednimi warunkami
brzegowymi po rozwiazaniu ukladu réwnan jednoznaczne rozwigzanie problemu.
Przypadek idealnej sprezystoéci otrzymujemy podstawiajac A(p) = Afp, u(p) =
== ufp. Z rownan (4.1)-(4.3) wynika, ze transformacja Laplace’a dowolnego za-
gadnienia teorii sprezystodci bedzie transformacja Laplace’a tego samego zagadnienia

_(4-1) =X, (p) = e (p)-

+

(42) f(n) = 5 (
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teorii cial o wlasnosciach lepko-sprezystych z tymi samymi warunkami brzegowymi,
gdy stale sprezystodci A, i p, zastapimy przez pA(p) i pi(p).

Podobny wynik otrzymamy dla stanu ustalonego. Przypusémy, Ze po dostatecznie
dlugim czasie dziatania sinusoidalnej sily wymuszajacej wszystkie procesy osiagnely
stan ustalony, a odpowiadajace im wielkosci ustality sig. Sinuscidalna sitg wymu-
szajaca moze by¢ sita masowa; jezeli sity masowe nie sa sinusoidalne, musimy za-
lozyé ich zmikanie. Otrzymujemy wtedy nastgpujacy uklad réwnan:

(4.4) ofy = O, A(w)8* - 2u(w)ef;,
ok
) 9% —pura,
B3;
1{ o | out
w __ L fCH i fi
“.6) b= ( oL )

gdzie wszystkic wielkodci z gwiazdka sg amplitudami drgaii oraz
Alw) = iovi(in), w(o) = io§(io).

W przypadku idealnej sprezystodct mamy A(w) = A, i p{w) = p, tak ze rozwig-
zanie zagadnienia lepko-sprezystego dostajemy z odnofnego zagadnienia teorii
sprezystoéei podstawiajac zamiast stalych Lamégo zespolone wielkodci A (w) 1 pe(w).
Wielkosé u(w) zwykle nazywa sig zespolonym modulem odksztalcenia postaciowego.
Taki sposdb otrzymywania rozwiazan zagadnien w przypadku cial o wiasnosciach
lepko-sprezystych nazywamy zasada odpowiedniosci. Jej sformutowanie dla proble-
mu sinusoidalnego jest nastepujace. Jezeli rozwiazanie zagadnienia teorii sprezystodei
ma postaé f= Re[f,exp ({wf)], to rozwiazanic odnos$nego zagadnienia lepko-
sprezystego otrzymamy w postaci f = Re[f;, exp ({wf)], gdzie w funkcji f; zastapi-
lismy moduly sprezystosci modutami zespolonymi otrzymujac f;,, [43].

Przez zagadnienia quasi-statyczne rozumiemy takie, w ktérych zmienne za-
lezne zmieniaja sig w zaleznodei od czasu tak welno, Ze moZzemy pominaé w réw-
naniach ruchu wyrazy inercyjne. Dla zagadnied quasi-statycznych w przypadku
gdy stosujemy transformacje Laplace’a, zasada odpowiedniofei moze byé sformulo-
wana nasiepujaco. Rozwigzanie zagadnienia lepko-sprezystego otrzymujemy do-
konujac odwrotnej transformacii Laplace’a na rozwiazaniu ukladu réwnan réz-
niczkowych czastkowych (4.1)-(4.2) lub innych réwnaf réwnowaznych, pomijajac
w tych rownaniach wyrazy inercyjine.

Dla pewnych przypadkdw, zwlaszeza dla nagle przytozonych obciazen wygoduiej
jest stosowaé zamiast transformacji Laplace’a jednostronng wykladnicza transfor-
macj¢ Fouriera.

Jedli chodzi o otrzymane wyniki, to dla bardzo dlugiego preta, gdy mozemy
pominaé wplyw fali odbite], a sita wymuszajaca, dzialajaca na kohcu preta A cos wt
wywoluje fale podtuine, otrzymujemy w odleglodci x od kofica odksztalcenie w po-
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staci exp (—ax) cos w(f—x/c), gdzie a jest wspolezynnikiem thumienia, a ¢ predkoscia
fazowa. Dla niewielkich wartoéci thimienia ¢ & (Efp)'® i a = wtg(d/2¢), gdzie
E jest amplitudg zespolonego modutu, ¢ gestodcia, & stosunkiem czeSci urojonej
zespolonego modutn do rzeczywistej. Dla cial o wlasnosciach lepko-sprezystych
E i o wzrastaja wraz ze wzrostem czgstosci sity wymuszajacej. Funkcja tg & werasta
lub maleje ze wzrostem czgstosei, jednak maleje nie predzej niz wfc. Wynika stad
wniosek, Ze fale o wigkszej czgstoéei rozchodza sie z wicksza predkoécia i sa bardziej
tlumione wraz z odleglodcia. Predkosé fazowa ¢ 1 wspolezynnik thumienia a zostaly
obliczone w wielu pracach dla réznych modeli ciat lepko-sprezystych. Otrzymane
wyniki sa zgodne z danymi do$wiadczalnymi jakosciowo, natomiast iloSciowo znacz-
nie odbiegaja od rzeczywisto$ci z wyjatkiem bardzo malych zakresdw czestodci.
Dila modelu Voigta-Kelvina ¢ -+ oo dla duzych czestoéel, a dla modeln Maxwella
¢ — 0 dla malych czesto$el. Bardziej skomplikowane modele cial o wlasnoseiach
fepko-sprezystych maja za zadanie wierniejsze odtworzenie rzeczywistosci. Jako
przypadek graniczny postuluje sie ciggle widmo relaksacii.

Tylko materialy o najprostszej strukturze molekularnej moga zachowywad sig
jak model Maxwella, [24], przy dod¢ duzym zakresie zmiany czgstodci.

Zagadnienia dotyczace fal wywolanych naglym przylozeniem sity byly rozpatry-
wane przez wielu autoréw. J. H. THOMPSON jeszcze w roku 1933 rozpatrzyl nagle
skrecanie preta o skoriczonej dugosei dla modelu Voigta-Kelvina. Rozprzestrzenia-
nie sig impulsu wzdluz lepko-sprezystego preta rozpatrzyt H. Kovsky, [29].

W przypadku ciat o wlasnodciach lepko-sprezystych nalezy byé ostrozaym w sto-
sowaniu pojecia predkoéei grupowej, poniewaz zmiana ksztaltu impulsu moze byé
wynikiem nie tylko réznic fazowych pomiedzy oddzielnymi skladowymi Fouriera, .
lecz rowniez wynikiem wzglednych zmian w amplitndzie, Mozna wykazaé, 7e dla
modelu Maxwella w przypadku obciazenia okreSlonego za pomoca funkeji Heavi-
side’a czoto fali takiego impulsu porusza si¢ z najwicksza predkoseis, natomiast
rozwazania postugujace sie pojeciem predkosei grupowej dawalyby wartoéé pr@dkosm
rozchodzenia si¢ czola fali wicksza 1,09 razy, [30].

Obok metody transformacii catkowych stosuje sig czesto w rozwigzywaniu zadan
dotyczacych rozchodzenia si¢ impulsu metodg charakierystyk. Badajac rozchodzenie
sie fal w modelu Voigta-Kelvina, [31], dochodzi sig do wniosku, Ze predkosé fazowa
wzrasta nicograniczenie wraz z czestodcia. Z drugiej jednak strony skiadowe o duzej
czgstosel niezwykle szybko maleja wraz z odleglodcia, tak ze praktycznie najwickszy
wplyw fia rozchodzenie sig czola fali maja skladowe o mniejszej czestodci, a anomalia
powyzsza nie jest tak powazna, jak sie to wydaje na pierwszy rzut oka.
~ Inni autorzy rozpatrywali modele 3 i 4-parametrowe. Poréwnanie rozchodzenia
si¢ impulsu dla réznych modeli podali E. H. Lee i J. A. Morrison, [32]. To czy
ksztalt impulsu otrzymamy przy zaloZeniu tego lub innego modelu bedzie zgodny

z rzeczywistym zaobserwowanym w do$wiadczeniu zalezy réwniez od poczatkowego

ksztaltu i od tego o ile zmalaly sktadowe 0 wyzszej czestotliwodei w pewnej odleglosei
od punktn zaburzenia poczatkowego. :
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.- Kilka prac rozpatruje rozchodzenie si¢ fal przy zatozeniu ogdlnego modelu pod-
lepajgcego -zasadzie superpozycji Boltzmanna, jednak rozwiazania szczegdlowe
pedano jedynie w pracy D. S. BERRY’EGO i S. C. HUNTERA, [33], w przypadku gdy
fonkcja pamigci odpowiada modelowi Maxwella.

M. BIENIEK w pracy [34] rozpatruje rozchodzenie sig fali plaskiej, walcowej i- ku-
listej w_przypadku modelun piecioparametrowego oraz drgania podiuine i skretne
preta i wderzenia osiowe preta. .

Pustke kulista w przestrzeni nieograniczonej rozpatrujg H, C. MATTICE i P. LIEBER

[35], dla modelu Voigta-Kelvina, H.L. OSIERREICHER, [36], oraz D.S. Berry
dla modelu Maxwella ze stalym wspélczyonikiem Poissona, [37]; tylke w tej
pracy rozwiazanic otrzymano bez daleko idacych uproszczeh przy obliczaniu
odwrotnej transformacii. Z, OLESIAK w pracy [38] podaje rozwiazanie tego zagadnie-
nia dla modelu standartowego (v.= const) oraz dla modelu Maxwella (K = const).

Rozprzestrzenianie si¢ naprezefi wywolanych w. nieograniczonej przestrzeni

lepko-sprezystej na skutek dzialania sit skupionych zmieniajacych sic w -czasie |
omawia W. Nowacki w pracy [39]. Jako przyklady rozpatrzono dziafanie _sify |
skupionej i obcigzenia réwnomiernie rozloZzonego wzdluz linii i plaszezyzny oraz
dziatanie skupionego i liniowego ofrodka $ciskania, Wyniki podano dia modelu
Maxwella (» = const). -
W sgjsmologii i geologii, [40], gdzie zagadnienia rozprzestrzemama 8ig fal graja
kapitalng rolg, réwniez rozpatruje si¢ modele cial o wlasnosciach lepko-sprezystych.
Rozchodzenie si¢ plaskicj fali Rayleigha dla modelu Voigta-Kelvina rozpatrzyl
P. Cavrol, [41]. M. NEwLANDS, [42], nogdlnit zagadnienic Lamba na przypadek mo-
delu Voigta-Kelvina,

Zagadnienia lepko-sprezystoéci oraz pelzania i relaksacji zostaly rozpatrzone
w szeregu monografii [1], [15], [43], [44] i [45]. Rozdzialy dotyczace naprezen w cia-
tach o wlasnosciach lepko-sprezystych mozemy réwniez znaleZé w szeregu mo.
nografii i-podrecznikow, jak np. [40], [46], [47], [48], [49] i [50). Zagadnienia te sa
juz rozpatrywane przez autoréw pewnych podrgcznikéw akademickich wytrzy-
matodci material6w, [51] i [52]. Z artykutéw przegladowych dotyczacych rozprze-
strzeniania si¢ fal w cialach lepko-spr¢zystych wymienimy prace R, M. DAVIEsA,
[53], i H. KoLsxyeGo, [54]. Rozprzéstrzenianiem sig fali termicznej w przestizeni
z pustky kulista zajmowal si¢ A. M. KarasoNow, [55]. W. NowAckI zajmuje sie
w szeregu prac dynamicznymi zagadnieniami termicznymi w cialach o wlasno-
sciach lepko-sprezystych. W pracy [56] rozpatrzono stan naprezenia w przestrzeni
pod dziataniem skupionego liniowego i quasi-statycznego Zrédia ciepla (z pomi-
nigeiem wyrazéw inercyjnych). Rozwigzanie szczegdlowe podano dla modelu Max-
wella i Voigta-Kelvina. W pracy [57] podano rozwigzanie zadania dla przypadku
chwilowego Zrédla ciepla w przestrzeni przy uwzglednienin wplywu sil bezwlad-
noéci; rozwiazanie szczegdlowe dotyczy modelu Maxwella dla » = const. Podobnie
w_pracy [58] rozpatrzono dzialanie liniowego i plaskiego Zrédta ciepta, rozwazono
tam réwnicz przypadek naglego ogrzania powierzchni pélprzestrzeni lepko-spre-
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zystej. Rozszerzemem metody W. Majzela na ciala lepko-sprezyste zajmuje su;
W. Nowackr w pracy [58]. Rozpatrzono tu dwuetapowy sposéb r0zw1qzywan1a
zagadniers dynamicznych przy nieustalonym polu temperatury. W pierwszym etapie
otrzymu]c sic Tozwigzanie zagadnienia quasi-statycznego, a w drugim uwzglednia
sily bezwladnosci. :

Wplyw temperatury w plaskim zagadnienin lepko-sprezystosci dla symetryczme
ogrzanej kuli i powtoki kulistej oraz cienkiej plyty rozwazyt M.I. Rozowski, [60].
M. SokoLOWSKI, [61], rozpatruje nagle ozigbienie kuli wykonanej z materialu o wia-
snofciach lepko-sprezysiych; rozwigzanie podano dla modeln standartowego.
Stan naprefenia pod dziataniem plaskiego Zrédla ciepta z uwzglednieniem wyrazéw
inercyinych dla modelu Voigta-Kelvina w przypadku péiprzestrzeni lepko-spre-
zystej podat M. Z6rawskr, [62]. Réwniez ten sam autor rozpatruje ruchome dyna-
miczne zrédla ciepla w przypadku modelu Maxwella (» = const) i modelu Voigta~
Kelvina, {63], dynamiczne jadro termospreZystego odksztalcenia, [64], oraz nagle
podmesmme temperatury na powierzchni warstwy i wydrazonej kuli, 65].

Powyiszy przeglad nie wyczerpuje omdwienia dynamicznych zagadnien doty-
czacych cial o wlasnosciach lepko-sprezystych. W szczegdlnosci pomingliSmy, poza
malymi wyjatkami, oméwienie zagadnieri nieliniowych, kierunkéw o mniejszym
znaczeniu praktycznym lub znajdujacych si¢ w stadium poczatkowego rozwoju.
Pominglidmy réwniez oméwienic zagadnienn specjalnych, na ogdt o mniejszym
znaczemu teoretycznym, opartych na pét- empiryeznych wzorach i posiadajacych
mmejsze znaczenie. Omdwienie tych wszystkich problemoéw rozszerzyloby jednak
nadmiernie objeto$é artykulu.
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Peagome

TUHAMWAYECKAS 3ATTAYA JJISL TET, OBJATAIOIIUX BA3KO - YIIPYTHMH
CBOWCTBAMH

Cratss ABICTCH 0630pOM, B KOTOPOM ABTOD PACUIMPSCT AHATOTHUHELIE 0030D, MPUBCICHHRTH
P.M. Hesucom, [53], u X. Konncxmm, {54]. B ocofenmocTs ofpamacTcA BHUMAHUE Ha MOHO-
rpades B KHMTM, onyGmIHOBaHHLIE B Hocaeaaye rofst (or ma [43] me [52]), & wamke opH-
TRHANBHEIE PAGOTH! MOMBCKHY apropoB., OOCy(iaeTcs MATEMATHUECKOE OIMCAHHS BOMPOCOB
SKCICPHMEHTAIIHGIE JISHEBIE M MCTO[MKA DENISHIT TEOPCTHYCCKHX 2a7atd, KACAIGIHXCA Tell,
o0NanaAIoNuX BAIKO-YIPYrEME CBOiicTBaMu,
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Summary
DYNAMIC PROBLEMS OF VISCOELASTIC BODIES

This is a survey written with the purpose of completing the analogous survey written by R. M.
Daviss, [53], and H. KovLsky, [54]. In particular, it includes monographs and textbooks published
in recent years (items {43} to {52]) and original works of Polish authors, The mathematical descrip-
‘tion of the problem is discussed as well as the methods of solving theoretical problems of viscoelastic
bodies,
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