ROMAN SOLECKI

DRGANIA PRETOW PROSTYCH .I PENT
OBLOZONYCH MASAMI SKUPIONYMI

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE ,
ccn ‘

TOM IX . ZESZYT 3 . ROK 1961




SPIS TRESCI

Wstep
. Niektore zwiazki pomochicze
. Drgania pretéw prostych

. Drgania plyt
. Whnioski

W R

497
497
499
501
510




Wetep

Zagadnienie drgan swobodnych i wymuszonych ukladéw oblozonych masami
posizda duze znaczenie praktyczne w szezegdlnosci, gdy mamy do czynienia z kon-
strukcjami przemystowymi; w tym przypadku masy cigzaréw skupionych (maszy-
ny wraz z fundamentami) s rzedu masy wiasnej ukladu,

Pierwsza czeéé pracy dotyczy drgah pretdéw prostych. Temat ten jest na ogodl
dobize znany i szczegdlowo opracowany. Liczne rozwigzania przytaczane sa réw-
niez w podrecznikach (por. np. [1]). Fesli mimo to do niego powracamy, to tylko
7 tego wzgledu, aby pokaza¢ nowe zastosowanie metody transformacii wiladciwej
(por. [2]) I aby ulatwié¢ przejscie do drugiej czgdci pracy, w ktorej omawiamy drgania
plyt oblozonych masami skupionymi. Te zagadnienia byly dotad rozwiazane
w sposdb fragmentaryczny; A. P. FiLiprow, [3], 1 S. GERSZGORIN, [4], uzyskali roz-
wiazania dla plyt prostokatnych o dwéch rédwnoleglych krawedziach swobodnie
podpartych przy dowolnych warunkach brzegowych na pozostalych krawedziach.
Z péinigjszych prac z tego zakresu, [5] i [6], jedynie praca [5] jest bardziej ogdlna,
dotyczy bowiem plyty o dowolnyin ksztalcie pod warunkiem, ze znane sa funkcje
wiladciwe dla rozpatrywanego problemu. Za pomoca innej metody R. E. ROBERSON
rozwiazal zagadnienie drgan plyty kolowej Z masy skuplouq w $rodku, [7] 1 {8].
Inne rozwiazania nic sq autorowi znane. ‘W drugiej czeéci pracy rozwigzujemy
réwniez problem drgan plyty 0 dowolnym ksztalcie, dowolnym rozkladzie mas
i o dowolnych warunkach brzegowych, spoczywajace] na mejednorodnym po-
dtozu Winklera. Jest to uogohueme rozwigzania uzyskanego przez Z. MAZURKIE-
wicza, [9].

I, Nigktdre zwigzki pomocnicze
Niech 7
an Jo(m) = To{AAP)} = f r(P)f(PYDP(m ; P)dP
2
bedzie transformata wladciwg dla pewnego 1, 2 lub 3-wymiarowego problemu

brzegowego, przy czym funkcie wiadciwe sa ortogonalie z waga r{P). Transfor-
- macjg odwrotng okreflamy wowcezas za pomocy zwigzku

(12) T a0 = AP = 3 10 ),
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gdzie
| D = | r(PYD2m; PYdP.
o
W powyzszych wzorach m zastepuje jeden, dwa lub trzy wskazniki.
Obliczymy T,{a(P)f(P)}. Z definicji (1.1) mamy:

(130 T {a(®)f(P)} = [ r(P)f(P)a(P)D(m; P)dP =

L2

= [rene) 3 b""i(lgﬂ")dﬁ(r Py dp — Zb"%;;) a (.

1] i
gdzu—: n podobnie jak m zastgpuje jeden, dwa lub trzy wskazniki, za$ b, (m, n) jest
transformata funkecji a(PYP(m; P):

(1.3.2) bo(m, ny = J r(P)[a(P)@(m s P @{(n; PYdP.

Niech w szczegdlnosci bedzie ag(P) =P —P"), gdzie J jest funkejg Diraca, za$
P’ ustalonym punktem rozpatrywanego obszaru. Ze wzorow (1.3.1y i (1.3.2) znaj-
dujemy

(1:3.3) qu{f(P)(S(P-"—P')}:GD(”?;P')I‘(P)vf}@@(l? O P

albo bezpoérednio

(134) Ty {fAP) (P~ P)}—ff’(m PYAPYHE).

‘Rozwigzanie nieskofczonego «multlphkatywnego» uktadu liniowych réwnan
algebraicznych o - .

(1.4 | A(myw,,— B(m) i B(nyw, — F ()

mozna przedstawié w postaci zamknigte] "(por. [IO], s.. 359)

E(m) 2, s )B(s)

05 L A 5 TTA)
Atm) 1 BO)
,. 20

[stnienie rozwigzania (1.5) jest uwarunkowane zbieznoscia wystepujacych w nim
szeregdw nieskoficzonych. Rozwiazatie «quasi-multiplikatywnego» uktadu

. S 2 ‘
(rey - A w,— D, X B.(myB.(mw, = F(m) (m=12..)
T __— =l pol i

mozna przedstawié w postaci

{L.7) L W=
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gdzie
B, (p). By (ps)

B()+Bg() (Bz s By (p, )
s A= ”‘“) Z St 22 gp)l)A(;f)) ’

prl pa=1

19 4= fggwr H 40 Z A(I;Ej)(k) [B6) Bu(R)-+ Bis) Ba(10] —

o B(k}, Bi(p)i| Bi(s), Bi(p)
. Z By(k}, By(p) || Bals), Bay(p)
' A(p)

p=1

W ogblnigjszym przypadku, gdy -
.10 A(m)yw,,— 2 ZB(m)B mw, = F,(m) (m=1,2.)

n=1r=1

mozna réwniez wyznaczyé rozwiazanie zamkm@te Wreszcie dwuwskazZnikowe
uklady typu '

(1.1n A, ) Wy— B, 1) 3 D) B(p, YWy = F(m, ) (myn=1,2,...)

p=ig=1
rozwiazujemy w analogiczny sposdb otrzymujac i tym razem rozw1qzama Zam-
knigte,
2. Drgania pretéw prostych

" Rozwazmy belke ¢ dowolnych warunkach brzegowych przedstawiona na rys. la.
Zaléimy, 7e dzialajg na nig oprécz harmonicznych sit wymuszajacych g(x) cos @
oraz P,cos wt! rowniez statyczne ciskajace sity podluzne N = const. Niech belka
bedzie oblozona ponadto k& masami skupionymi M, oraz masa ciagla m = m(x) i

- B cos wt . B os wt Fyees un
gfx)cos wt ’

mx}

N M N _
T £ z X
; |
q Ll
b
B Fay
'Rys. i

niech spoczywa na jednorodnym podloZzu sprezystym. Winklera. Jako schemat
podstawowy przyjmiemy belke na keficach swobodnie podparta (rys. 15). Réwnanie
amplitud rozpatrywanej belki

@.1)  EJyv--Ny'— [y+m+ZM6(x —£)— ﬁ—]*q ' p Ppd(e—t,)

p==1 p=1
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nalezy wigc poddaé sinusowej transformacji Fouriera bedacej w rozpatrywanym
przypadku transformacja whasciwa. Po wykouamu znanych dziatah i uwzglednie-
niu (1.3) otrzymujemy uklad réwnah

@2 A2 [b( o+ 8, sin e, )| = FGm ),
n r=1
(m = 1,2, ...),
gdzie
(2.3.1) A, = (may—y? (mn)—at+-c,
1
(2.32) b(m, 1) = Of 7 (%) sin m’;" sin E’;ﬁ dx,
(2.33) F(m,p) = ‘13(’”)1 ZP sin 72 EJ —md { [y (0)—

p=1

: —(—1)”’y”(l)ll"-i-lyz-—(mﬁ)z] [y @©—(=1D"y (D]}

NI Ay g
S [ —
r=gr “=m®h T E

(2.3.4)

- Je§li m(x) == comst, to z ukladu (2.2) w oparcitt 0 Wzory (1.7 i (1.10) wyzna-
czymy transformate ys (m) w postaci skoficzonej, a nastepnie z zaleznodci

y(x) = 'l—zys(m) Sin—l——

obliczymy amplitude linii ugiccia (nieznane wielkosci brzegowe okreflimy na pod-
stawie warunkéw brzegowych schematu rzeczywistego). Jesli (x) £ const, to nie
- udaje sig bczposredmo wyznaczyé rtozwigzania odpowied-
X ® 2 niego nieskoficzonego ukladu réwnah w postaci zamknigtej.
L | = Jednakze w konkretnych! przypadkach ‘zmiennosci masy taka

——l mozliwo$é niewatpliwie istnieje: wynika to z faktu istnienia
zamknictego rozwigzania réwnania (2.1), ktére mozna uzy-
skaé przez calkowanie. Zbadajmy dla przyktadu drgania
swobodne belki przedstawionej ma rys. 2. W rozpatrywanym przypadku ukiad
rownafi {2.2) przyjmuje postaé

Rys, 2

23.5) —(’”Z} = (=D 3 (DD () =0 (m=13,..),
n=1,3, ..

gdzie § = Mg/Ayl.
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Uklad (2.3.5) jest typu (1.4.1), gdzie

(mmyr—a?t ~
A(m) — ___?:ﬁaT s B(m) —_ (_1){!}: 1},'2.
Przyrownujac do zera wyznacznik glowny ukladu [por. (1.9)] znajdujemy réwnanie
czestosei

[ee] (175 4t 00 2,5’(14
T 13 ) -
i=1,8, ... m=1,8,,,,

Poniewaz powyzszy iloczyn nieskoniczony moze by¢ réwny zeru tylko w przypadku

‘ozpatrywania ukladu podstawowego, wige ostatecznie po zsumowaniu SZeregu

i po przeksztalceniach réownanie czestodel przyjmuje postaé nastepujaca:

(2.3.6) 4 cha cosa—pfa(sina cha—cosa sha) = 0.

Otrzymane réwnanie jest identyczne z podanym w pracy [1], (s. 56).

3. Drgania plyt

Zbadamy teraz drgania plyty poddanej dziataniu harmonicznego obcigZenia
wymuszajacego o amplitudzie g(P) lub P—p oraz statycznych sit $ciskajacych réwno-
miernie roztozonych wzdluz jej konturu [, obloZzonej masami skupionymi M oraz
masg ciagla m(P) i spoczywajace] na niejednorodnym podiozu Winklera o podat-
noéci k(P) (por. [9] s. 129).

Niech plyta bedzie izotropowa, a w niektorych przypadkach ortotropowa. Réw-
nanic amplitud drgan rozwazanej plyty ma postaé

@3.1) Lw(P)—wz[ﬁ(P k() P )]w(P) Q(P)+ZP S(P—P"),

gdzie L jest stosownym operatorem rézniczkowym czwartego rzqdu ktory np.
w przypadku wspélrzednych kartezjanskich prostokatnych i przy zalozenin orto-
tropii ma postaé

o o & & yh
1ot V2 mgs +D 2ay Thaa T =

za$§ P, P,, P, oznaczaja odpowiednio wspdirzedne punktu zmiennego oraz wspél-
rzgdne dowolnych punkiéw ustalonych (w ktérych zaczepione sa masy lub sily).
Jako schemat podstawowy (uwagi dotyczace schematdéw podstawowych podane sa
w zakoriczeniu) obieramy plytg izotropows, np. swobodnie podparta na obwodzie.
Waowezas Tunkcje wlasciwe @,,,(P) przyjete za jadro transformacji spelniaja — o ile
§q znane — réwnanie

2
3

3.2 L=D

(3.3) Lw(P)=10
wraz z warunkami brzegowymi
(34 w(s) =0, M,($)=0,
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gdzie S jest punktem na konturze [ M, amplituda momentu zginajacego o wek-
torze stycznym do konturu. Operator L, ma postac

(3.5) L, = DVZVE—?’?”@%

Poddajac réwnanie (3.1) transformacji wiadciwej znajdﬁjemy zgodnie ze wzorami
(1.1) i (1.3) nastepujaey nieskofczony uklad linjowych nigjednorodnych réwnan
algebraicznych:

(3.6)  D{m,m)ywy(m, n)— 22”7!15” [mzb‘p(m, ", 4, V)—

—ea(m, ny uy Wyt D) MD(m, n; PR, v; P wolu, v) =
r=1
= galm, )+ > PO, 3 PY)+Ew(Sy; M (myn=1,2,..),
i

p=

gdzic

3.7.1) ba(m, n 1, %) = [ [ r(PYT(PYD(m, n; P)Du, v; P)dP,
(3.7.2) calm, n,u, v) = jj # (PYk (PYP(m, n; PyB(u, v; PP,
(373 4otm, :} [r®Ya®)Dn,ns Prap,
(374 D(m, n) = ;@{L} [przy zatozeniu (3.4))

" 'We wzorach powyzszych F,, Tw (S);ITJ,,(S)] jest funkcja wskaZnikow m, n Zawiera-
jaca calki typu

[ w(S)Ved;n, n; S)dT,
(.8) i

[ M) B (m, n; S)d,
I

gdzic T oznacza kierunek normalny do I, zas§ @, = a®/on. Wielkosci w(S) 1 M(S)
sa w schemacie rzeczywistym na ogél nieznane. Je§li-warunki brzegowe schematu
rzeczywistego i podstawowego sa identyczne albo gdy w(S) oraz M(S) sg dane
(wymuszenie kinematyczne), to z ukladu (3.6) wyznaczamy w,(m, n) i po pod-
stawieniu do wzoru typu (1.2) znajdujemy rozwinigcic amplitudy powierzehni
odksztatcone], badanej plyty w szeregu wedlug funkcji wiadciwych schematu pod-
stawowego. Jesli ponadto g4{m, n) = 0, to przyréwnujac do zera wyznacznik glow-
ny ukladu (3.6) otrzymujemy réwnanie czgstosel. Sposob postgpowanip zilustru-
jemy dwoma przykladami. Zagadnienie drgafi swobodnie podpartej ortotropo-
wej plyty prostokatnej o zmiennej masie, spoczywajacej na podlozu spreZystym
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Winklera o zmiennej podatliwosci zostalo sformulowane i rozwigzane przez 7. Ma-
ZURKIEWICZA W pracy [9).Rozwiazemy je ponownie w oparciu o wprowadzone
zalezno$ci. Mamy

y=0, mP)=mx,y, rP)=1, DP@m,n;P)=sine,xsinf,y,

(3.9 ' ab
“@” = '4— 3 D(ms n) Dlam +2Ha ﬁ +D25 (?’I]_GE _|_n252)

gdzie

7T R

am:'";: ﬁn=45”'

Z (3.6) otrzymujemy uktad réwnan

(3.1 we(m, n)— W@Z'b(m n, u, Nwglu, V+

4
B o ¢ s W) = ol ) (mn = 1,2,..)

identyczny z ukladem (13) wyprowadzonym w pracy [9].
Zbadamy teraz drgania izotropowej plyty tréjkatnej na obwodzie swobodnie
podpartej. Mamy tu (por. [11], s. 300)

D(m3 n) = D(a111+a2)2_n(a2+a
(3.11) @(m, n; P) = sina,x sing,y—(—1)"+* sina, x sing,, y, _

1P]|= a?/4 (m,n=1,2, ...; m>n).
- Po podstawieniu do (3.6) znajdujemy

.(3.12) we (m, n) D(m n)a2 2‘ Z%(m n,u, Vywe (U, v)+

u=2 y=1

+D(m n)azZ Zcq,(m o, VWe U, V) = go(m,n) (myn=1,2,...;m>n),

w=2 y=1
u>y

gdzie np.
bylm,n,u, v) = ffﬁ: (x, ¥} [sina,, x sing, y— (— 1)+ sina, x sina,, ¥ %
! X [sina,x sina, y—(—1)**"sina, x sine, y] dx dy.
Zwazrywszy, 7¢ (por, [10], s. 301) .
D, m = D(m; ), we(,m = —(—1""w,(m,n),
bo(n, m, v, u) = (—1)y*4tvph (m,n,u, v),
cp(n, m, v, u) = (=1 e (m, n, u, v),

go(n, m) = —(—1)""g,(m, n),

[y
=
(=]



otrzymujemy po wykonanin przeksztatcen opisanych szczegbtowo w [11] uklad
réwnah o budowie (3.12) z tym zastrzezeniem, Ze sumowanie przebiega po u, v =
=1,2, .., za§ zastrzezenie m >n zostaje usunigte,

Zatozymy w dalszym ciggu jednorodnoéé podioza [k(P) =k = const] oraz
rozktadu mas {oprécz niejednorodnosci «punktowych»). Rozwazal zatem bedziemy
réwnanie nproszczone

(3.13) Lw(P)—w* 2 M.5(P—PDw(P) = g(P)+ j P,8(P—P}),

gdzie
(3.19) L= L+k.

Rozwigzanie réwnania (3.13) mozna przeprowadzi¢ w sposéb oméwiony W p. 2.
Wynikajacy stad podwéjnie nieskoticzony «multiplikatywny» ukiad rownan alge-
braicznych posiada latwe do uzyskania rozwiazanie zamknigte. Zastosujemy jed-
nakze tym razem inny prostszy sposéb. Poddamy (3.13) transformacii Ty 1 skorzy-
stamy ze zwigzku (1.3.4), otrzymujgc

(3.15)  D{(m, w)wy(m, n)—w? Zi:Mr@(m, ny POw(P) = '

- q@(m ?I)"l‘ Z‘P @(ﬁ? , P”)+ "",['W(S); Mn(S)L
pdzie
(3.16) D(m, n) = To{L) [z uwzglednieniem (3.4)]. -
Ze wzorn (1.2) znajdojemy

G e = 22 ”@“D(m n){ o 3 M D(m, n; PYwF)-|

miln r=1

E
g, m)+ O BB, 3 PY) 4 Fyw(S); M, (S| @ (m, 5 P),

p=1

a zafem

r=1

- w(Pr)jZ“@“ Son n){ o Y M®(m,n; PYw(P) 4 4y (m, n) -+

H n

ZP B (m, 13 P+ Eplw (8); M, ()1} @Cmms P (5= 1,2, ., D),

czyli

(3.17.2) WP D MBEIWE)=CE)  =12....D,

204




(3.18.1) Bl =

(182 CE= ZZ’ AL .

[BUDE, ) {q e VHEP 2, 7;

Pli)+

—i-F“v[‘W(S);H"(S)]} (321,2,...,i).
Rozwigzanic skoficzonego ukladu rownaft algebraicznych (3.17.2) przedsta-'
wiamy w postaci

4,
(3.19) w(P) = —>

gdzie

1-—w2M1B(1 1),. ,1— szlB(l :)
(3.20.1) A= .
1—w2MB(1 z), szB(z 1)

fub (por. [12], s. 32)

(3202 A= 1~—~Z M, B(pL,p)+

mn=1

i MplB(-pl’pl)’ . MplB(pl,pi’.)

604
+ET2 Coe e +
por=i| M, B(p,p), ..., M B(Pmpz)
; B(pl,pl) B(Pl,P)

yi
+ _""(_1)10;1 2 ) :
Y=t M B(pl,p) M B(p,,p,)

Natomiast (por. [13], 5. 37)
(3.21) A, = ZAS,,C(S),

gdz1e A, jest dopelmemem algebraicznym elementu o wskasnikach sr WYZNACZ-
nika A. Szereg po prawej stronie T réwnodel jest wyznacznikiem ottzymanym z A
przez zastapienie ‘clementéw r-tej kolumny wyrazami wolnymi C(s). Podstawmy
(3.19) do (3.17.1). Otrzymaimy rozwiniccie poszukiwanej powierzchni ugiceia W sze-
reg wedtug funkeji whasciwych uktadu podstawowego, zalezne od nieznanych w ogbl-
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nym. przypadku wspdlezynnikow rozwinigeia wielkosei brzegowych (3.4) w odpo-
wiednie szeregi:

(322) w(P) = ZZH@”D(m n){ ZM,A,@(m n; P

=1

%mm+2P@mnPW+mmmAQWFmey
p=1

Tesli wielkoSci brzegowe sa dane, to (3.22) stanowi rozwiazanie problemu. W szcze-

golnosei jefli warunki brzegowe schematu rzeczywistego i podstawowego sa iden-

tyczne, wowczas czestodci drgan wlasnych otrzymu-

jemy z warunku /A =0 podobnie jak w pracy [5],

w ktdrej uwwzgledniono ponadto wplyw bezwladnosci

obrotowej. Ninigjsza praca zawiera w tym przypadku

jedynie nieistotne togdlnienie w pordwnaniu z [5]

“”*"N (uwzglednienie sprezystodei podtoza i wplywu statycz-

i-‘—-g . A,I ¥ nych cial podhm:fych f:'oraz ortf)tropn przy badanin

_"[‘— plyty prostokatnej). Jeshi warunki brzegowe obu sche-

Rys. 3 matéw roinig sie od siebie, to problem sprowadza

sic do rozwigzania nieskoficzonego ukladu liniowych

réwnaf algebraicznych, Zbadajmy dla przykiadu drgania wlasne ortotropowej

plyty prosiokatnej (rys. 3) z masa M skupiong w §rodku. W tym przypadku mamy

(or. [14)
[ b
(p(m’ n;P)zsinamxsinﬁ,,y, iigD“:EZ"a am:ﬂﬁ9 ﬁn:_

1

M Qfey
@

.5(71’1, n) -D oy +2ny mﬁ2+D k_“ %w2+-ﬁlall[+n2ﬁn’

o

(3.23)3 . - A 1
A=1—w*MB(,1) =l —a®* M — _ ,
- ab “=g;,... v=§’_._ D(“? v)
4 o] ] (_1)(1:71)/2(_ 1)(1;_1”2
AJ B C(I) T ab = (2]
) ab "=§,.. v=§, D, v)
gdzie

b b
Fpy =27 (4,4C) v (BHG)+

#

+Ay%(ﬂ,{Ku)m2nyan,ﬁ,, [ (0,0)-+ w(0, &)+ (a, 0)+w(a, B)].

Symbole 4,, C,, ... oznaczajg wspdlczynniki rozwinigcia odpowiednich wielkosci

brzegowych w szeregi Fouriera wedlug sinuséw (por. {14] wzory (2.2), (2.3)), za$
. o 3

(3.24) { A, = Do +na, —|—2ny s

. Ay = D nHaf, + 2nyam ne
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Po podstawieniu do (3.22) mamy
(3.25)

. - o )
w(J\,}’) E Z . Z E(mn)d {abuz"

m=1

_1)(u+v—— 2)/2
D(u, v)

Fuy X

I
;:M 8
: ~

. mm ., nm . .
¥ sin—— sin 7‘5“5'","4} sin e, x sin 5, .

Niech plyta bedzie np. utwierdzona wzdtuz krawedzi x = 0 i swobodnie pod-
parta na pozostalych krawedziach.. W tym przypadku wszystkie wspolczynniki
oprocz A, sa réwne zeru i réwnanie (3.25) przyjmuje postaé

4 ad o2 1 2Mea? ad &>,
(3.26) w(x,») =— 3 ?“ﬁ% X
ab m=§,... n*lzz! D(m’ H)A "= 12,1;. v IZ,{:,
( 1)(xr+v——2)f2 ( 1){ s y b
K e w2 o —q sin a,x sinf,y.
e A4 } @, sinf,y

Z warunku w,(0,y) = 0 wynika nastgpujacy nieskoriczony ukltad liniowych réw-
nant algebraicznych:

(3.27) AE@+EE S BMA=0  (@=13.),

v=Ek,

&

gdzie

-\ G _20yM (=g
G BO= 2 Sonmy " Vaba 2 B

m=1,3,,.

Przyrownujge do zera wyznacznik charakterystyczny ukladu (3.27) znajdujenty
zgodnie z (1.5) rownanie czqstoéci w postaci zamknigtej:

. i a(J’)
(3.29 mg; G

Warto zauwazy¢, ze podobne zadanie (prostokatna plyta izotropowa utwierdzona
wzdiuz dwoch réwnoleglych krawedzi, a na pozostatych swobodnie podparta)
bylo juz rozwigzane przez A. P. FiLipowa, [3], (por. réwniez [15], 5. 355), jednakze
réwnanie czgstodei zostalo przedstawione w postaci nieskoiczonego wyznacznika.
Ogolnie mozna stwierdzié, ze w przypadku warunkéw brzegowych typu M. Livy
rownanie czgstodci da sie zawsze przedstawié w postaci zamknigtej, co wynika
réownicz ze znajomosci funkeji wladciwych dla plyt podpartych we wspomniany
sposob.,

Zajmiemy si¢ w dalszym ciggu obliczeniem czestoéci symetrycznych drgan swo-
bodnych izotropowej plyty kwadratowej utwierdzonej wzdhuz obwodu z masg M
skupiona w Srodku przy zalozeniu

k=0, 7 =iy=0.
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Z symetrii wynikajg zwigzki
Crx = Am B, =D, = A

i réwnanic (3.22) przyjmuje postaé
{3.30) wix,y) = d 200: 5‘ 1 Mot (— 1)(m+n~2)lai %
) ’ at D(m, m)A a

it i (— 1)(u+v—2)!2
X Z Z TDwy (0, 4y ta,d )+ Aae, 4, +a,,A,,,)} sin a,,x sin a,y,

u=1,3,... v=1,

\_M

gdzie

D(m,n) = D(ad+402)?— _%wz.

Z warunku w(0,y) =0 otrzymujemy uklad réwnan.

o] o . 0 "
aA,, n __+aan __LA"A_
4 o0 . oo ( 1)(u+v —2)2 (—D)min—2iizg
 Mp? (—D)imteag,
+ Aa Mw vn;‘: Auu:%‘ D(u, V) Z; .D(ﬂ’l, n) +

4 o0 o0 )(u+v Mg Xy (- 1ymndiag
L Ma® (—Qpmineig,
+ da u=§ - ye= %‘ D(u V) m_%:’ D(m, ?I)
(n=13,..),

czyli

| ' 00 o 8( 1){m+n—2).’2ﬁ}~4
(3.31) «A,,(Q,,—Q,,)Jer=13 { Ay 12808 2 W —V)

u=1

N, N}Am.—:o

n=13,..,
gdzie
| o = (Yt (o))~ 14 (mmye-t-2(mm)® (nac)e— 28,

(3.3 [ L okt
E. ——‘—gﬁ“w 3 ﬁ

yim2 ’
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za$§ (por. [16], [17])

0= cma, ~ e\, hs)

.r___ (_1)m(mn)2“ 1 P Iy
0= 25 =l

(mm)* 1 ( Fy 8, )

m mn

1 1 1 1 1
(3.33) 4 V"“; Ay ZTA( ths, 'rnthr,.)‘zi(nn)é—zﬂ’

Z(HI)M 1{ 1 1 1
~ 4zl\s,shs, roshrf (e —A1’

nm

' (DD 1 1 1
N" B m=§ Am” a W chﬁ B ch P ’
| | 2 2
gdzie _
(3.34) te= V@1 R, 5,=y (mp—2,

W pierwszym przybliZeniu rownanie czgstofel, kidre otrzymujemy przyréwnujac
do zera wspblezynnik przy 4,, przyjmuje po przeksztakeeniach postaé nastepujaca:

(3.35) p— 2 AD
A B(l)
edzie
(3.36.1)  A(D) = (4— &4)[ﬂrlcos—hﬂrl
765, ns‘]—l—S)ﬁch—c os 2S’
24—, nF Ay
S A% _ ar,  an)
(3369  BH=mR| n;l o 7T (ch 2 —cos 2) ADHCD |,
przy czym |
’ sin 2l sh ny
SOREPX s, 2:1?—
u=1,3, ., g it & 33 L
(3.37) { TS, COS— 7r,ch 5
! I=£, ¥ —]/nzéi-ﬁ.z s %]/)F—nz
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Przyjmujac f = 2 znajdujemy

- 0,997 _ /Dg
(3:38) h=099, =g/

gdy tymczasem czesto§é podstawowa drgaf whasnych (por. [18])

3,646 Dg

(3.39) on =" S5

Stosunck obu czestosci wynosi

D~ 027.
Way
Dla ptyty na obwodzie swobodnie podpartej mamy odpowiednio
o 0,62

gy

=0,31.

4. Wnioski

Podana w pracy zalezno§¢ (1.3.1) pozwala na znaczne rozszerzenie zastosowan
transformacji wladciwej. Bedzie ona zapewne uzyteczna przy badanin drgan usta-
lonych niejednorodnych anizotropowych ciat sprezystych. Poniewaz przejscie
do rozwigzania probleméw nieustalonych nie nastrecza (co najmniej formalnie)
trudnodci, mozna wigc przypuszczaé, 7e wigkszod¢ praktycznie waznych liniowych
dynamicznych probleméw brzegowych teorii sprezystodci moze byé rozwigzana
za pomoca wspomnianej metody. Warunkiem koniecznym jest jednakze istnienie
dla danego problemu takiego schematu podstawowego, dla ktérego znany jest
uktad funkcji wiadciwych, Nalezy zwréci¢ uwage na nastepujace fakiy: w po-
wszechnym uzyciu sa od dawna schematy podstawowe, roznigce sic od schematu
rzeczywistego jedynie warunkami brzegowymi. Od 1910 r. dzieki pracom S. P.
TIMOSZENKI oraz I. G, BuBNowa staje sig widoczne, 7e takze rownania rézniczkowe
opisujace badane zjawiske w schemacie rzeczywistym i w schemacie podstawowym®
moga sie od sichie rézni¢, pozostajac jednakze w obu przypadkach rownaniami
o stalych wspélczynnikach. Prace W. NowackieGo wskazujg na to, ze nawet gdy
réwnanie rozniczkowe ma wspblezynniki zmienne, to i w tym przypadku mozemy
jako schemat podstawowy przyja¢é uklad pozwalajacy na opisanie badanego Zja-
wiska za pomoca réwnania réimiczowego o stalych wspéiczypnikach. Swiadec-
twem tego faktu sa réwniez pdiniejsze prace Z. MAZURKIEWICZA. NaleZy sie wiec
zastanowié mnad tym, jakie cechy wspdlne powinny posiadaé obydwa schematy.
Latwo stwierdzié, 7e oprécz cech podstawowych, jakimi sg identycznoéé zjawisk
zachodzgcych w obu schematach oraz liniowosé obu probleméw brzegowych,

1 Autorzy ci nie operuja we wspommianych pracach pojeciem schematu podstawowego, co jest
jednakie jedynie kwestia interpretacii. .
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jedyna konieczna cecha wspdina jest identycznosé ksztattu. Oczywiscie w przypadku
ukladéw pretowych postulat ten dotyczy jedynie osi preta (problem jednowymia-
rowy). Podobnie w przyblizonej teorii ptyt mamy na mysli identycznos$é¢ konturu
obu schematéw (mozna przypuszezaé, ze jesli odksztaleimy plaszczyzng konturu
plyty wraz z ukladem wspdlrzednych, to réwniez i w tym przypadku piyta o kon-
turze nieodksztalconym bedzie mogla stanowié schemat podstawowy dla plyty
o konturze odksztatconym).
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PesmwMme

KOJIEBAHMA TTPIMBIX CTEPKHEN I ITJJACTHIIOK, OBJIOJKEHHBIX
COCPEIOTOYEHHBIMH MACCAMH

OcHOBLIBAaACH Ha BhIBegenuofl B paGore dopmyne (1.3.1), onpememamomeit coberBenny:o
wpaHchOPMALIO TIPONIREICHNA ABYX (DYHKUW, maeTcs ofge PEINSHES, KACAIOLIECA CIAlHo-
HAPHBIX KogefaHuil ycTOHUmMBOCTH, CTATHKE TNPAMBIX crepixHel ¥ TINACTHHOK, ODJIOM(CHHBIX
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COCPeHOTOUCHHBIMH MACcCRME ¥ CIINOIHON Maccoil, Kpome HeCKoIBHHX anrefpalyecKix IPHMEROE
IPHBONUTCS TAKKE YHCICHHLIA NPUMED, KACAIOMIMIICA OCHOEROM 4aCTOTE] CEODOMHEIR KONeOIHuIL
KBaAPaTHOH, H30TPONHON IIaCTHHKM, 3aleMIICHHON 0 KOmTYpY W Hecywlel B CEpequHe cocpe-
JIOTOYEHHYIC MACCY.

Summary

VIBRATION OF STRAIGHT BARS AND PLATES WITH CONCENTRATED
MASSES

On the basis of the Eq. (1.3.1) of the present paper, determining the proper transform of
a product of two functions, general solution is given for steady-state vibration, stability and
equilibrium of straight bars and plates with concentrated masses and a continuous mass. In
addition to several algebraic equations, a numerical example is quoted concemning the deter-
mination of the fundamental frequency of free vibration of a square isotropic plate clamped
along the entire contour and having a concentrated mass in the middle.

ZAKEAD BADANIA DRGAN
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Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 16 lutego 1961 r.






