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t. W pracy podane zostang rozwiazania nieograniczonych plyt wzmocnionych
7ebrami jednostronnymi przy obcigzeniu sila skupiong. Rozwigzania takie dla
plyt izotropowych, ortotropowych i anizotropowych moina znalezé w pracach
A. PucHERA, [1], oraz J. MossakowskieGo, [2] i [3].

Uzyskanie rozwigzania dla plyty nicograniczonej, nazywanego tez rozwigzaniem
osobliwym, pozwala na wyznaczenie powierzchni wplywowych dla plyt o dowolnym
konturze i sposobie podparcia. Wykazal to A. PucHER nazywajac ten sposéb budo-
wania powierzchni wplywowych mefodg punkiow osobliwych.

Rozwigzania osobliwe podane w niniejszej pracy otrzymano w oparciu o rozwia-
zapia, uzyskane przez autora dla pasma wolnopodpartego, [4]. W dalszym ciagu
pracy uzywane beda oznaczenia charakterystyk przekroju i pewnych stalych takie
same jak w cytowanej powyzej pracy, wobec czego w pracy niniejszej nie beda one
dodatkowo objaéniane.

Rozwazania ponizsze dotycza plyt z Zebrami spelniajacych nastepujace zatozenia:

1) plyta spelnia zalozenia teorii cienkich plyt izotropowych,

2) zebra (traktowane jako prety) przebiegaja w dwéch prostopadlych do siebie
kierunkach, S )

3) rozstaw i przekrdj zeber jednego A - g
kierunku jest jednakowy, , A (AJ/

4) 7ebra sg symetryczne i nie posia- yd : f
daja sztywno$ci na skrecanie oraz ‘
sztywnosci na zginanie w kierunku po- /
ziomym, " {u)

5) rozstaw Zeber jest maly (model 2lw)

. Rys, la
ciagly),

6) plyta i Zebro w migjscu styku maja jednakowe prrzemieszczenia,

Ukdad réwnaf dla takich plyt podat A. PFLUGER, [5]. Uktad ten mozna sprowadzié
do jednego réwnania na funkcje przemieszezen, [4]. W przypadku obciazenia sila
skupiong réwnanie to begdzie miato postaé nastgpujaca:

BF  EF BF PF
oF T e Tt g TG

Wspdlczynniki @, b, ¢ i d zalezg tylko od charakterystyk przekroju Zebra i plyty.
Mozna je obliczy¢ ze wzoréw podanych w pracy [4].

*°F
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Wykorzystujac zaleznosci podane w pracy [4] wszystkie wielkoSei statyczne moz-
na przedstawié za pomocg funkeji przemieszczen. PoniZej podano przykladowo
wyraZenie na moment zginajacy M, i site normalng N, (rys. 1):

- o Et — 66F . . 66F aﬁF
¥ m[vtsxw _(ery+Sytx)W +vt6y‘—‘€‘]’
E 1—p —  BF B _
M 2{— vt(fxfrsi)E—Jr[—Ix(txt ) ry
v 2 ox® v 5
1.2) 1
— aGF 1'*?) —_ 1_%_1)7 o BGF
N 1 B N T R
+Sxty] ax46y2 —I_I: PR ft)v—[x ‘I’I(txty 'Vt) ) SxSyt]ax2 6)}4
1—v _ 8%
\ "”"J)-——Z—I[ty.a—yfi.}.
4,
Ny
4 %
- Zj (qud‘f
Ip
Oy Tx"‘a‘dx
Mﬁa“dx
ol T,
ﬂx+de

Rys. 1

Postaé rozwigzania réwnania rézniczkowego (1.1) zalezy od plerwiastkéw rowna- ,_
nia charakierystycznego:
{1.3) P—art bt —er?-d = 0.

1lo§é mozliwych postaci rozwiazania (ze wzgledu na pierwiastki réwnania cha-
rakterystycznego) ograniczyé mozna do nastgpujacych czterech przypadkow, [4]:

L 3, r%, 3, F3, liczby rzeczywiste nieujemne,
iL i, 3,1 =1} liczby rzeczywiste nieujemne,
UL #3, 3= =12 liczby rzeczywiste nieujemne,
IV. #2,82 _ liczby rzeczywiste nieujemne oraz
2= a+f0i, 1= a—pi liczby zespolone sprzezone.

W dalszym ciggu rozwazania przeprowadzone zostang dla preypadku pierwsze-
go (cztery rozne nieujemne pierwiastki rzeczywiste rg), a dla przypadkéw pozosta-
Iych podane beda rozwiazdnia przyldadowe, ktore otrzymuje sie w sposéb analo-
giczny do przypadku pierwszego. ‘

2. Dla pasma wolnopodpartego, obcigzonego sila skupiona, funkcje przemiesz-
czeh przedstawia wyrazenie (2.13) w pracy [4]. Wykorzysiujac znane zwigzki try-
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gonometryczie oraz dodajac i odejmujac réwnoczesnie wielomian stopma sz0ste-
go mozna przeksztalcié te funkeje do postaci:

21)  Fx,y)=

'P Do 1 T Fy “~Fo F Pt Y- J
= SR, 2, gl " e e e cosa (v—8)

SR P Gem £, D V6, ) m Yo 6. 5) +

+
- g "' P N 1 —ry ¥ Byt P

+W4(x—§,J’)]ZT+TH(12?(m13 »r e Y
n=1 n w=1 "F

+m e rsﬂtﬂ}'+e l'49f:n_y)cosa (x-*—&') ZEIK []n]_Wl(x E y)+

_E l’u

£, D £ )+ Wi E ] D -

=1 "

gdzie

W, (o Ey) (x )++2

(x—&* »*  (x—E&? »* ¥ o
= 2' . 3 4'+r;§6— (k=1,2,3,4),

Wyst@pu_]acy w powyzszym wyrazeniu szereg _]est zbiezny i jego suma jest rdwna

oo

e "o I o
E —_ 1
_ ‘ 7111(1 e },

=1 a".

gdzie r, oznacza staty. W dalszym ciggn zajmujemy sie pierwszymi dwoma suma-
mi wyrazenia (2.1) wprowadzajac ezndczenia

(22 Fxy)=

= “"z‘é—nzl{; (a7 oy €Y g™ e cosar (8 8) —
TGS £ ) e 3) (58, )+ W] }3}

Fatwo stwierdzié, ze okreSlona powyzej funkcja przemieszczen spelnia jedno-
rodne réwnanie réZniczkowe zagadnienia, a razem z odrzucong czescia funkceji prze-
mieszezen, ktora tez spehnia réwnanie (1.1), czyni zadoéé warunkom brzegowym dla
pasma wolnopodpartego. Jezeli szeroko§é pasma zmierza do nieskonczonodci, to
w wyrazeniu (2.2) otrzymamy przejécie graniczne, ktdremu odpowiada okres nie-
skoficzenie duzy. Zamiast sumowania po r=1,2, 3,... ofrzymujemy calke przy
ciaglodci parametru. o, w zakresie od zera do nieskoniczonosci.
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Wiedy o, - ¢ oraz nfl=Aa, - da i wyrazenie na funkcje przemieszezen Fi(x,y)
przechodzi W nastgpujace:

23 Fylxp,y) =

Vi 1 '
— 2EKm f 7 (my e "™t Ly @71y TR et cos e —
o

e‘ﬂl’o
} da,
a

'wf §  gdzie x;, y, oznaczaja wspélrzedne w nowym
2 ' g  ukladzie, ktérego poczatek pokeywa sig z punktem
dziatania sity skupionej (rys. 2).

W dalszych rozwiazaniach dla plyty nieograni-
x czongj wspblrzgdne punkiu w nowym ukladzie
bedziemy oznaczaé wprost literami x,p i funkcja
przemieszezen (2.3) ma postaé:

—[rm, W, (4, vt Wy (xy, y1)+ms W (x, 10+ W% ¥l

% Rys. 2

24) Fy(x,9)=— Ll f {&!7 (m e Lmye T g e L e~ cos X —

2EK,m g

—[m Wy (0, ) +my W (%, 3)+ma Wy (x, ¥)+ Wi (x, )] %i} da,

gdzie

} xﬁ xll y2 x2 4 (1
Wk(xay):“‘a"l'r;%Z'E“ 21 k2! 4'+k6'

(k=1,2,3,4).
Szeéciokrotne réiniczkowanie funkcii Fy(x,)) (2.4) wezgledem x i y zgodnie z za-
sadami rézniczkowania catki wzgledem parametru pozwala na ckre§lenie pocho-
dnych szostego rzedu funkeji przemieszezen za pomoca wyrazef zamknietych.
Przykladowo pokazane ponizej obliczenie pochodnej szdstego rzedu funkeji F
wzgledem x;

2| e cosax+ FWED) o,
2.5) 3%F, P ox® 4
e T x, 2EK1715 " a
6 . ﬂ
e~ % cos ax-i- ~—8 W;;(cf’ 7) e M e~ cosax+ ——-“—p? (;c 2 gam
+my -y -+
a o
e cos ax- —-—%4(:6 ) e
+ . da.,
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Po wzigciu pod uwagg, ze 9W,/dx® ——1 i po obliczenin catki; [6],.

PRy __p % 2458 | 52
f e " oosax—e do — _ilnrky +-x
. a 2 r2
0
otrzymano ostatecznie
oF, P 1yi*‘—l—x3 yxt
@5 e = IEEa= (m Iyt In = — 4
24,2 2 ] 2
gl B g T )
1] 0

. Analogiczne postgpowanie pbzwoh'lo na wyznaczenie dalszych pochodnych szo-
stego rzedu funkcji przemieszczen, ktore zestawiono poniZej:

4 4
[ #F, P #F, P \
Taxt “E"Kl—ngm"%“’ ax'oyt | EKym gm"'“‘”"“’
4
8% F, - P o*F, 4
ax56y - EKlnk;:mkrk 1)”?(05 axzaj;(_ EKlﬂkZ:;mk’k (pk(]’
2.7 4
0 or, P §1mr2 »PF, St
x%8y* EKm ~ 7k Pros 6x6y5_-EK7k=l Kk ¥kos
3
&F,
5y = EKITI ;mk”g?’ko-

\

We wzorach powyzsgych przyjeto nastepujace oznaczenia:

. 2,2 2 -
Q1Y) mel = =g B g = —Sareg
Wracajae do sposobu otrzymania funkeji (2.4) nalezy zauwazyé, ze tworzac ja
odrzuciliémy w wyraZzeniu na funkcje przemieszezen dla pasma cze$é wyrazéw. Mo-
na wykazaé, 7e cze$é odrzucona jest czefcig regularna, bowiem pochodne jej nie
zawieraja wartosci osobliwych w punkcie przylozenia sity skupionej. Na przykiad
dla §8Fjoxs:

#F, P Ny e cosq, (xhE—e
28 Zw = T 3ERT [;;m @, +
“hE cos g, (X&) —e o - “r3%¥ cosa, (x4 £)--e 0%
# D m SISy o S i
(] a==1 "

[44

+2 Tt cos e, (x+E)—e ’"“ﬂ]

u=1 n
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gdzie przez F,(x,y) oznaczono dwie ostatnie sumy wyrazenia (2.1). Po. wykorzy-
staniu tablic {6] otrzymano:

71'-;‘:#

1—2¢  “cos— (x—l— f)—i—le

"rc

OF, P
(2.9) —ézﬁ— == m k;: mkln

L
1-‘-8‘ r”
‘Dla punktu przylozenia sily skupionej w pasmie wyrazenic to nie daje wartodci
osobliwych (0<-£<<]). W analogiczny sposéb mozna wykazaé, ze wszystkic pocho-
dne szostego rzedu czesei odrzucone)
“funkcji preemieszezen sa czefciami regu-
larnymi. Wnioskujemy wige, e odrzucona
czgst funkceji przemieszezen jest takve cze-
Scig regularng.

Ponadto moina sie przakonac, ze funk-
cja przemieszezen F,(x, y) oirzymana wy-
zej z funkgji przemieszezen dla pasma po

Rys. 3 odrzuceniu czelci regularnej spelia wa-
runek zréwnowazenia sily pionowej P z sitami poprzecznymi (rys. 3).- Warunek
ten mozna symbolicznie napisaé jak nizej, [2],

(2.10) §0,ds=—P.
k

Catka po dowolnej kizywej zamknigte] k, wewnatrz ktdrej znajduje sie punkt
przylozenia sity skupionej, w warunku powyiszym moze byé zastgpiona catkg po
prostokacie -0 wierzcholkach, {2], (— oo, b), (o0, ), (—oo, —b), (+ o0, —b).

Przy catkowaniu po tym prostokacie warunek (2.10) zastapiony zostanie warun-
kiem

@.11) [0, dx— [0,(x, —B)dx = —P.

Po okreslentu sily poprzecznej @, za pomoca funkcji przemieszezed Fo(xy) 1 wyko-
naniu calkowania latwo sig preekonaé, ze spelniony jest warunek (2.11).

Okreflona ngc zgodnie 7 wzorem (2.4) funkecja przemieszezen jest rozwigzaniem
osobliwym, a jej pochodne (2.7) sa rozwiazaniami osobliwymi pochodnych szdste-
go rzedu.

Zgodnie z tym co zostalo wykazane w pracy [4] wszystkie wielkoei statyczne
moZna wyrazi¢ za pomocg pochodnych szdstege rzgdu funkeji preemieszezen. Wo-
bec tego tatwo podaé rozwiazanie osobliwe wietkosel statycznych.
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Ponizej podano przykladowo wyrazenie na. osobliwe. rozmzam”'
najacego Mo, ktdre ofrzymano po wykorzystamu zalezno$ei (1.2) i (2_
. :

P [ 1 G
(2.12) Mxo_m Z mkr;o.ko{———z—tllxt S =

k=1

_[—Tx'(txty tﬂ)—ﬁ--2 tt vI+5% ] 2|

_;_[ﬁl_;f’,ttyfxmyf(zxty—vﬁ)— 1?) S5, ] +v iy rk}

Dla punktu przylozenia sily skupionej (0, 0) moment M,, ro$nie nieograniczenie,
wystgpuje tu punkt osobliwy tak jak dla plyt izotropowych i anizotropowych. Po-
dobnie i dla imnych wielkodci statyeznych w punkeie przytozenia sity skupionej mamy
punkt osobliwy.

Dia momentéw M,,, M, i sit normalnych, ktére wyrazone beda przez funkcje
%> WYStapia w tym punkcie rzgdne nieskoficzenie duge, a dla sit tngeych pozio-
mych 7, = T, i dla momentow skrecajgoych M, = —M,,, ktdre okreslamy za po-
moca funkcji v, Wystapia tu niecigglodct w postam skoku,

Zajmiemy si¢ jeszeze wyznaczeniern osobliwych rozwigzan przelmeszczen "V, W
Wykoszystujac zaleznosei (3.1) z pracy [4] oraz wzory (2.7) pracy niniejszej okre-
§li¢ mozna pochodne drugiego rzedu przemieszczenia w, 1 pochodne pierwszego
rzedu przemieszezen #, i v, za pomoca funkeji @, i 9. Po wykonaniu catkowania
otrzymano:

4
( P f—vy 1—v
Wo= grg k;‘ m, [—Tttx—r,%(tx ty— )+ —5—tt, r;t] [(r,%ygﬂ

- ] 2
N x”)]nJ‘_Jj-—~—4xyrk arctg-———+3(x2—: yz)]
D
4
P 1 = 1— — +4v 5 F 2—[—362
"= T REKm %””‘[Sx 2 t_S"ty"’%ﬁ_z_Sytr’%] [le Pt
{2.13)4 - 7
+4rkyarctg— ]

1+»— 1—v» ¥ 2 x2
Vo= — SEK kalk[ St—i—Sth S 3 tri} [Zrkylni——

o

x
i —4x arc tgm—y— 4fky]-
W ten sposéb znaleziono rozwigzania osobliwe wszystkich wielkogci interesuja-
cych przy plycie z zebrami jednostronnymi dla przypadku réznych pierwiastkéw
rzeczywistych réwnania charakterystycznego (przypadek 1).
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3. Podobna droga postgpowania pozwolila na znalezienie rozwigzan osobliwych
dla przypadkow nastgpnych. Dla przypadkéw tych podane zostang przyldadowo
rozwiazania osobliwe pochodnych széstego rzgdu funkeji przemieszezen, co zupel
nie wystarcza do obliczenia wielkosei statycznych dla plyty z zebrami jednostron-
nymi, ktore to wiclkosci inferesuja nas w pierwszym rzedzie,

Znajdziemy wige dla poszezegdlnych przypadkow:
przypadek 11

 oF, P 0
( axf? "_M_EAKE(mI(Pm_I_mz,(p%_!_maqom -7 ;P;o)

oF, P 2
(3.1) TJ&@%}»""_ E.K [mlr‘l‘?’w-l'mz 29920+(m3F’3 21‘3)9930 }”3 g;o]

PF, P
ox*dy*  EK,m

Mg |
| murtpuot it ourt—ar gt 220 |

\

przypadek HI

[ 8°F, P d , O
axsﬂ = %[ml%mLmz%o_msy ;/’;0 —y* 61):'0 ]
J%F, P '
axt 5;2 T T EEm [ml"'%%o‘l“(mzrzz—zms"z ~+2) Pgo
5
o p R
(3.2) ) ' —(mgr3—Ary)y — 2 _yz,,g__é}g_”]’

o*F, P
ax2 8yt T EKm

[mlr%%{)+ (mgrg—Aamgri+12r)pa0—
%0 — 4 ‘on]

B gxt

““(ma $—8rd)y

przypadek IV

s

a%F,
_{'}xs EK — (111, P+, Pag 1 Ryt Ryy)
o8 F, P
ot @;i = miml @10+ mar 3 pag+ (g v] —1my w3420, ) Ry, +
3.3 5 4
(33) +(—2mav v, 15— Ry,
J8F, P
"%T,}i = EK,n [y rd ProH 1y 13 Pao -t (g Vi 6y v{ 3 -1y v - Aoy —
L — A 9D Ry +- (v vi—dmy vl vy Lot — 62 1305 Ry 1.
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We wzorach powyiszych stale K, K;, K, m,, my, my; oraz

“p, vy Mija Znacze-

nie podane w pracy |4], a funkcje ¢ 1 9 nalezy obliczyé ze wZoréw (2.7.1).

Przez funkcje Ry, oznaczono tu:

o

1 voyp+x 1 VoY —X

R, = —-arctg-—2 —arctg2 =,
10 = g »y + 2 £ .y |
1 iy (wey+x)° Ly (ray—x)°
.Rzo — “-g In%s -8— ln%w,
(3.4) |
1 voyp—x 1 — P P—X

Ry uzarctgw ¥y +Earctg vlj)w’

1 sty (—my )
Ry=—-In-2 .

\ 8 P2+ (e y-+x)?

85cm 85cm

w — I
‘l_' Plexigias 'LI ,:’;Eﬂn

D3cmt (245 110.3cm
m

Rys. 4
Y -
J
Laynmik 25{4;
— -306 M
TS N m=uh "
] A
Car™ X
“‘—.‘__ )__,———-/
N =T /|
-—_———._ '—_‘_/
2 lh
Rys. 5

4. Na zakoniczenie podamy rozwigzanie osobliwe momentu zginajacego dla plyty

o przekroju jak na rysunku 4.

Charakterystyki przekroju i stale rozwiazania wzigto z pracy [4], gdzie obliczono

pasmo plytowe o tym samym przekroju (przypadek IV).
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Wykorzystujac zaleznosel {1.2) i (3.3) otrzymano rozwiazanie osobliwe momentu

.
= % (—0,1725,, -1-0,3624m,,-1-425,0232R,, | 392,0233R,).

Oczywiscie wielko$é M., zalezy od przyjetej jednostki diugodei r,. Dla zoriento-
wania si¢ W charakterze tego rozwiazania sporzadzono plan warstwicowy po-
wierzehni M., (rys. 5).

Charakter otrzymanego wykresu odpowiada planowi warstwicowemu rozwiazania
osobliwego M, dla plyty ortotropowei o duZej sztywnosei w kierunku x, czego
nalezalo oczekiwac.
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Peamwme

CHHI'YIIIPHOE PEIMEHME A INACTHHOK, TOJKPENINEHHBIX
OOTHOCTOPOHHHUMMY PEBPAMH .

Haerca pemenme GecHOHCUHOR HAACTMHEKH, DONKPCIVICHHOH OFHOCTODOHHMMH pedpDaMM mpH
HATPY3KE COCPEHOTOUCHHOH cpici. 270 pellleHne SKBUBAJNICHTHO, HMIBECTHLIM B JmTepaType
CMHTYAAPHLIM DEHIEHMAN P H30TPONHLIX, [1], M amusoTpomubix, [2] u [3], mnacrTmmox, Ha-
IZAX BOSMOMKHOCTE ONPE/IENTh IOBCPXHOCTH IHIACTHHOK C IPOHSBONBHGIM KOHTYPOM M OTO-
PO,

OBcyrxaaemepie B paboTe CHATYNAPHBIE PENICHHA KACAOTCA TLFACTHHOK, YOOBJETBOPIIONTHX
HAPENOINKERAAM NOPRHATEIM [IBJIIOTEPOM, [5]. OHM nonywsrTesd OGHE MCIMONBE30BAHHHA
PEIYJIBTATOR, MOAYYCHHBIX ABTODOM Oid ceobozmo oneproit momocsr, [4].

Bee crarverMuecKBe BOIWUMHEBL HONYYAIOTCE B BHAE 3AMREYTHIX BBIPAMCHHIL

TIprBojinTCA UNCIOBOH IPpHUMEP, B KOTOPOM OHPEICNACICH CHHIY/IAPDHOS PEINISHHE [UIS M3TCH-
Gaorerd’ MOMenTa.

Summary

SINGULAR SOLUTIONS FOR PLATES STIFFENED WITH RIBS ON ONE SIDE

The problem solved is that of the infinite plate stiffened with ribs on one side and loaded
with a concentrated force, This solufion corresponds to the singular solutions for isotropic, [1],
and anisotropic plates, [2], {3], known from the literature and enabling us to determine the influ-
ence surfaces of plates with any contour and any support conditions.
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The singular solutions discussed in the present paper concern plates satisfying PrrtGeER’s: .
conditions, [5], and have been obtained by making use of the author’s results for the simply sap=-"
ported strip. [4]. !

All the mechanical quantiiies are obtained in the form of closed expressions. _

As an illustration a numerical example is given, where a singular sclution is found for the
bending moment.
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