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Praca stanowi kontynuacje teoretycznych rozwazafd autora (por. [1] i [2]), po-
dwigconych zastosowaniu metod nieliniowej geometrycznie i fizycznie teorii spre-
zystosci do statycznego obliczania iacznikéw, wykonanych z gumy lub innych
materialéw o wlasnosciach mechanicznych, zblizonych do wilasnoéei kauczuku,

Cytowane wyzej prace dotyczyly zagadnied zwiazanych z kotowo-symetrycznym
Scinaniem lgcznikédw walcowych (tzw. silent-blokéw), w ktérych walcowa czesé
gumowa. zostala zawulkanizowana pomiedzy dwiema tulejami metalowymi, jak
rowniez zagadnien zwiazanych z pseudo-plaskim réwnoleglym Scinaniem laczni-
kéw plytkowych. Wszystkie wyniki uzyskano w zalozeniu pewnej szczegdlne po-
staci potencjalu sprezystosci (por. [1]), dobrze opisujgcej rzeczywiste wlasnosci
gumy dla réznych standw odksztalcenia, [8).

W niniejszej pracy rozwazono przypadek kolowo-symetrycznego $cinania Iacz-
nikéw walcowych, w ktérych walcowa czg§¢ gumowa zostala wprasowana migdzy
dwie tuleje metalowe i przypadek osiowego skrecania lacznikéw walcowych obli-
czanych w pracy [2].

Rozwaiania przeprowadzono w zalozeniu niedcisliwosci materiatu (por. [3]) poshu-
gujac sig metoda opisang w ksigzee A. E. GREENA i W. Zerny, [4] (por. réwnies, 2D

1. KOLOWO-SYMETRYCZNE SCINANIE BACZNIKA WALCOWEGO PODDANEGO
WSTEPNEMU ODKSZTALCENIU, WYWOLANEMU WPRASOWANIEM CZESCI
GUMOWEJ

1. Stan odksztalcenia

Dany jest dlugi walec kolowy o promieniu zewnetrznym d, wewnetlrznym ¢ i o
plaskich powierzchniach czotowych (rys. 1). Zaltdimy, ze na skutek wprasowania
walca migdzy tuleje metalowe jego promiefi zewngtrzny zmienit sie do wartodei b,
wewngtrzny do wartodei g, za$ poczatkowa dlugosé / zwigkszyta sie A 1azy. Nastep-
nie wewngtrzna powierzehnia tworzaca walca doznala przemieszezenia w, tylko
w kierunku osi walca. Przemieszczenie to zostalo wywolane dzialaniem naprezen
stycznych réwnomiernie roziozonych na powierzchni walca (rys. .

Wielkoéé 1 okreSlona jest za pomocg wzoru
! dZﬁ (,‘2

Jefli jako wuklad wspdlzednych ruchomych (przemieszezajacych si¢ wraz
z materialem) obierzemy uklad wspélrzednych walcowych r, &, z, to w cicle

5 A=
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odksztalconym wspdlrzedne kartezjanskie dowolnego punktu P wyniosa

1.2) yt=rcos?, P—=rsind, =z

i wspotrzedne tensora metrycznego przybiorg postaé
1 00 100

(1.3) G,=|0 r* 0|, Gi=]101/P0|, G=r.
001 001 '

N
] =
\ Nt | ]
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1x{y3
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‘ W ciele nmieodksztalconym wspdirzedne kartezianskie punktu P, (odpowiadaja-
cego po odksztalceniu punktowi P) dadza si¢ zapisaé jako

(1.4) = p(rycos#, x*=p()sind, x¥= %[z—w(r)],
za§ wspoOlrzedne tensora metrycznego jako
09~ Torops® o - v;; S
g = o wee 0| @0 om0 |

7= (010075,
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gdzie wprowadzilismy oznaczenic (1/r)e(r) = Q(r)';"zaé -'kfé:s'kég}*ozﬁéc;zylfﬁ;ﬁy-'”150-.
chodne wzglgdem zmiennej r. R
Warunek niedcisliwoéei materiatu prowadzi: do rownama

(1.6) G=z, enli @+QIQ=1 ;
ktérego catka ogéina ]est funkcja . R
(1.7) o 0)~—=Vuﬂ+x) x
Pamigtajac ze dla r=a, pg=cidlar=25, 9 =d, otrzymamy
(1.8) K = czaﬂag = d2—Ab.
Niezmienniki stana odksztalcenia sa nastqpujqce: ‘
' 2 214;’2
Iy == g"G,, Qz ‘I‘AZJFQ + 9/12 2
(1.9 : w’2

| I = 5,6l = O S

l Iy =Glg=1.
Pomocniczy tensor BY (por. p. 2) przybierze postaé

Q2

1 W
SRR 0 E
i A1 W '
(L.10) Bi=l 0 utastms | O 3
W PR
5 -0 Q2+—2+—F

za$ symbole Chnstoffela I rodzaju dla ukladu odksztalconego sa rdwne zeru procz
nastgpujgeych:

(1.11) Fé2=—i‘, Iy=T4H=

'-:.] —

2. Stan naprezenia i' warunki réwnowagi wewnetrznej

Tegli zatozymy, ze wstgpne wprasowanie czgdci gumowej nie zmienia istotnie
izotropowych wlasno§ei materiatu, punktem wyjscia do dalszych rozwazan moze
by¢ potencjal sprezystosci rozwazany w pracy [1],
.1 Wy, I) = C (5 —3) + Co(L—) +C (11 —9),
przy czym Cy, C, i Cy graja rolg stalych materialowych nie zaleznych od postulo-
wanego schematu odksztatcenia.

Kontrawariantne skladowe tensora naprezenia otrzymamy -wedlug rzaleZnosci

(por. [1]
(2.2) 7 = g

W 4 pG¥ = 2(Ci+ 2C311j"§f4" -+2C, Bi4-pGH,

ij *
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w postaci
( 1 0 1 2
T 3‘2 (201 + 403[1) —I_ FE +Q 2C2+P:

P = (2C1 +4C, 1)+ ( 'I' i )2C2+p,
O S ( o

)(2cl+40311)+(92+ o L )2cz+p,

2C,
7:18 = -—F (2C1+4C'3[1)W' + T:"W
| =130,

Réwnania réwnowagi wewnetrznej po uwzglednieniu (1.11) mozna napisaé jako

2.4 r}{—f—v%(rﬂ—rztﬂ) =0, 1:13+ 1513 = 0.
Calknjge drugie z tych réwnan oraz biorge pod uwage (2.3) otrzymamy
4D

(2.5 w(2C, 0*+4C, 0%, +2C,) = —
a po dalszych przeksztalceniach

C Az C A2 A

’3 _%_ JR— —_.i 2 — I—.—-— fmres 4
o |l t) g+ gm0
lub
A
'3 p e =
w3+ R{EW o= 0,

przy czym A jest stalg zalezna od warunkdw brzegowych.

Biorac pod uwage znak C, (C; moze przybiera¢ wartodei zardwno dodatnie
jak 1 ujemne) i znak wyrdznika charakierystycznego réwnania (2.6) otrzymamy
nastgpujgce przypadki:

@n W) = —2]/R(') sh?

gdzie ..
show = — 3
= T GOvRM Y RGP
jezeli
_ . 1 ., 1 A )
e —~R(r) ‘o | 4n
2.9) wir)=27/ 7 Cos (—g——i-T),
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gdzie

cOSw = 34 _]/ __-3_-'-.:_: oy
2C,Q0%R(1) R’ ... .

jezeli . . \
2.10 : R@E <0 i -—1R3> A
(2.10) ( 1 57 W,
r '—R(f’) @
(2.11) w(r)=2 ch—,
3 3
gdzie
cho— — 34 o/ 3
T O2G,0%R(O Y R(M’
jezeli
2.12 RH<O0 i — L o2
( . ) (l" 1 “27 W.

Dalsze calkowanie réwnania (2.6) powinno by¢ przeprowadzone z uwzglednice-
niem przypadkow (2.7)-(2.12) i warunkéw brzegowych: w(a) = w,, w(b) = 0.
Unikajac jednak bardzo duzych trudnodci rachunkowych mozna obliczyé stalg 4
[pordéwnaj réwnanie (2.6)], korzystajac z przybliZonego warunku brzegowego

213 W =—"
In—
a

zamieszczonego w pracy [2] i odpowiadajacego mniej «sztywnej» konstrukeii niz
w rozpatrywanym obecnie przypadku.

Traktuige warunek (2.13) jako pierwsze przyblizenie i wyznaczajac stata A4
z rownania (2.6) jeste§my w stanie okreslié drugie przyblizenie w'(4) za pomoca
odpowiedniej zaleznosci (2.7)-(2.12). Ta ostatnia wartos¢ w'(a) wstawiona do
do rdéwnania (2.6) pozwala obliczy¢ nowg warto§é stalej 4 1 w konsekwencii trzecie
przyblizenie w'(a). Przedstawiona metoda «kolejnych przyblizef» pozwala okresli¢
stala 4 z zadang dokladnodcig.

Dla stosunkowo niewielkiej rdéznicy promieni b—a mozna uzyskaé dobre przy-
blizenie przyjmujac w'(q) = w'{d) = —w,/b-——a.

Funkcie skalarna p(7) wystepujaca w zaleznogciach (2.3) otrzymamy rozwiazujac
pierwsze rownanie réwnowagi (2.4), mianowicie

2 1
(214 p() =-— “%“ (2C +4C 1) — (72— + QZ) 26+
+f[(Q2 12)(2C1+4C3I1)+(__Q2+ )202] : + 1o
i korzystajac z przyblizonego wyrazenia na w'(r) w mysl (2.1 3)._
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3, Zwiazek miedzy sila i przemieszczeniem

Skladowa normalna napigeia powierzchniowego przypadajacego na jednostke
powierzchni tworzace] walca r — g wyniesie (por. [2])

GO Py == = — L0 peracn@i-26 [Ag +Q2(a)] ’@,

za§ skiadowa styczna naplf;cla pow1elzchmowego przypadajacego na jednostke
tej samej powierzchni ‘

(32) Py = —1@)Gy = _[2cg+4ca{t(2cl+4caaZ)Q2(a)+

Q4(a)] w'{a) o ( a)

e e

}'2

Sita S dzialajaca na jednostk@ dlugodci walca przybierze ostatecznie postaé

V3 (a).

deraw’ ()

(3.3) S =2maP, = — 7

[c G (G 2CI 0 +

+2¢, % (“) 26, Qta ( ) 1v’2(a)]

Poniewaz skladowa normalna napigcia powierzchniowego na powierzchni czo-
lowej walca N, == 7*, to réwnanie okreélajace stala p, moina wyznaczyé z za-
leznodci

(3.4)

b - b
f Noyrdr = f {(,% 9——) (zcl+4cafi)+(92+ Q2+ 2)202—|-p(r)] rdr = 0.

4. Przypadek materialu M. Mooneya

Jedli zatozymy, ze w (2.1} Cy= 0 (potencjal okreflony jest za pomoca wroru
‘M. Mooneya [3]), to poprzedunie zaleznosel poczawszy od (2 3 doznaja znaczaych
uproszczen Zanuast {2.3) otrzymamy

. TH = 2C1% +2C2(F+Q2') +p,
A® w
FZTZZ_ QB +2CZ(Q2+ + 3’ )+p5
“.1) 4 O 2 e
1;33 = 2C (lZ_‘__\ _‘)+2C2(Q Qz + )+p:
: : (2C1 75 —E—zfﬁ)w .
L T2 =g =0,

Y730



a Zamiast (2.5)
' : o 24
(4.2) (GO Cw' =~ -
Blorey:; pod uwagq (1 N, calkUJacc i uwzglgdmajac warunkl brzegowe: w(a)
= wy, w(b) = 0, otrzymamy

4 (Clz+cz)r2+ CiAK
(4.3) w(r) = [(VEXeA) I”_[(CIH- C)B*+CAK |
gdzie

B (C.A+Co)a*+-CAK
(4.4) A = (Clﬂcz)wﬂ/ [(letJrCa)bzﬂLCMK

Wzor (2.14) doprowadzi nas do wyniku w postaci

20024+ K 1 AMre C, A
4.5 p(r):mﬂ(l”,,z—“—zcahﬁ 4 fK)]+( RIS
€42 (1 AC, A2 ]
T ( 21n ") (CAT Gt Corr Ck] T2

przy czym 4 okreslone jest za pomocg wzoru (4.4).
Zaleznoécl punktu 3 zastgpione zostang przez nastgpujace wzory:

2 2
(4.6) Py = __2_63_(;;@— 2(;,[ +@ +K)] (),
45 : o
44 HCACow, (CLA+Ca+CAK
S Poy= =7, = A In (C,A--Cb-CAK |
8w Ba(CA+Cowy, [ (CAFCYa+CiAK
“48) S=—"% = G / 1’1[ (Clﬁ.—l—Cg)bz—{—CllK]’

QZ

Wszystkie wyniki uzyskaﬁe w punkcie 4 sg formalie zgodne z wynikami otrzy-
manymi pizez A. E. GREENA, [4]; stanowig one pewien szczegblny przypadek
{Cs = 0) naszych ogdlniejszych rozwiazad uzyskanych w punktach 1, 21 3.

“49) f[ (?H e ’2) + 202(Q2+ I )+p(:)]:d;~0

II. OSIOWE SKRECANIE LACZNIKOW WALCOWYCH
“ 7 5. Stan odkszialcenia -

Dany jest diugi walec kotowy o promieniu zewngtrznym b. i wewnqtrznym a,
ograniczony plaskimi powierzchniami czolowymi (rys.. 2). Walec wykonany jest
7z materiafy niescisliwego charakteryzu;qcego suq spngzystosmac okreslonq potenc;a-
fem (2.1). S IR o e

131



Zatdimy, 7e zewnetrzna powierzchnia tworzaca jest nieruchoma, za§ wewngtrzna
doznaje skoriczonego obrotu ¢, wokdl osi walca, tak ze dowolny punkt Py(rys. 2)
przemieszcza si¢ niezaleznie od wspéirzednej z. Uklad utrzymywany jest w réwno-
wadze za poSrednictwem naprezen stycznych, rozlozonych rdéwnomiernie na po-
wierzchniach tworzacych walca. NapreZenia té tworza moment M przypadajacy
na jednostke diugoéci walca.

Y
o

TUr

Rys. 2

W ciele odksztalconym przyjmujemy nieruchomy uklad wspétrzednych kartezjan-
skich y*, %, J® Z poczatkiem w punkeie 0. Jesli jako uklad wspélrzednych zwigza-
nych z cialem przyjmujemy uklad wspélrzednych walcowych @1 =y, @2 = §,
&3 =z, dla ktorego

(5.1) P =rcosd, P=rsingd, P=z,

to "
1 00 1 0 0

(5.2) G,=10 # of, @i=o y® o|, g—n
00 1 00 1

W ciele micodlkesztalconym wspdlrzedne kartezjariskie punktu P,, kiéry po od-
ksztalceniv zajmuje poloZenie P, mozna zapisaé w postaci

(5.3) Xt = reos[f—e(r)], x2=rsin[d—op@)], *»® =z,
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przy czym przez funkcje ¢(#) bedziemy rozumie zmienny z' promzemem r'kqt 147
cenia punktu P wzgledem P, (por. rys. 2).

Kowariantny i kontrawariantny tensor metryczny ' w ciele meodkszta{conym
54 odpowxedmo rowne

14122 —pp" O 1 ¢ 0
, y ;1
54 gy=| % 1 0, gi=lg ¢ 0f,
0 0 1 o 0 1

gdzie kreska oznaczono pochodne wzgledem r. katwo zauwazyé, Ze wobec g = r?
warunek niedci§liwodci jest toZsamosciowo spelniony.
Niezmienniki stanu odksztalcenia zgodnie z (1.9) sa nastgpujace:

(5.5) I, = 311%", I, —3+r%3, I,=1.
Pomocniczy tensor BY okreflony formuta
(5.6) B = Lgi—g"gG,,

przybierze postaé

1 ¢ 0
N 2
5.7 Bi=1¢ - +p'2 0 )
0 0 241"

a symbole Christoffela II rodzaju sa réwne tozsamo$ciowo zeru, procz nastgpu-
jacych:

(5.8) . Iy = =¥ I =T%=1r.

6. Stan napreienia i warunki rownowagi
Wychodzge z potencjalu sprezysto$ci w postaci (2.1) 1 wprowadzajac oznaczenia
6.1) 20, 44C,4+12C; =D, 4C, =T,
otrzymamy sktadowe fizyczne naprezenia w postaci
oy = T = D-p-+Tre",
Opp = 121% = D4 p+(D—2C) P I(1-Fr2p g™,
(6.2) Oyg = 78 = D-4-p - (T-+2C)r%g",

oy = T2 = (D=2C)p'+Trp",
Oy 7= Oy, = 7% = " =0,

gdzie p(r) oznacza skalasng funkcjg r, okreslona przez warunki réwnowagi i warunki
brzegowe.
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. Rownania rownowagi wewnetrzne] maja postaé

(6 3) . T?-II“I»F%BTH—!_P]E:‘ZTW = 0’ 7
’ e R L 2 712 = (0,
lub
. 12,22 3,12
©4) W =0, V=0,

PYZY cZym priecinck oznacza pochodng czastkowa.
Po uwzglednieniu wzordw (6.2) otrzymamy

-;f: +2Trp" (" +rp" ) —2(D—2C,) (¢ Fro' )¢’ —4Tr2p"3 (¢ +rp"') = 0

(6.5) : _
3 , ,
| AR ) - Trg (5" 3y = 0.
\
Oznaczajac )
T 4,
(6.6) D=2C, 2(CHCp+12C, ks
mozna drugiemu z rownanh (6.5) nadad postad
d 3

6.7) = @+l - (g ™) =0,

a po pierwszym scatkowaniu
(6.8) ' +krip’? :V%,

gdzie A oznacza stala catkowania zalezna od warunkéw brzegowych.

Nielintowe rdwnanie (6.8) bedziemy calkowal wprowadzajac nowa zmienng
t=1Inr (r = €%, otrzymamy '
ke

A
przez wielko$¢ ¢, rozumiemy pochodna funkeji ¢ wezgledem zmiennej ¢

Majac na uwadze Ze

»

(6.9) @, ke = Ae ¥, 1= %ln

1 14 3kg}
2 g tkgd

caltke ogdlna rownania (6.9) moZna napisa¢ w postaci parametrycznej, gdzie pa-
rametrem jest funkcia g, (£) obliczona z réwnania trzeciego stopnia (6.9), a mia-
nowicie

(611 w0 =5 [ drt [ Tt

za§ B jest drugg stalg catkowania.

6.10) " () — f ‘;_fdr+3, dt = —

i

734



7. Przypadek k X

W zalozeniu ze wspdlczynnik & >0, po scalkowa i
t przez zmienng r, otrzymamy

7.1y e = mlﬁ arctg] }/ kerg' ()] _j"?J’(")JFBI = g(r; A,)-'F3 L
Zupehie podobnie dla wspdlezynnikdw k <C 0 otrzymamy

1 Vol O+t 3, o
(12 ?0) = W in )1 5P OB =k, 4) 4B, (k< 0).

Warunki przemieszezeniowe ‘na zewngtrznej 1 wewnetrznej powierzchni two-
rzace] walca, dla r=a, ¢ = ¢, oraz dla r=>5, ¢ =0 okreslaja stale B, i By:

j Blzf-—ﬁ arc ig[y kbg' ()] + 5 blp (b) —g(b,4),
a3y 1 ¥ —kby'(b)+1

, _ — by

lt B e 7 L/ Kby (b)— ’+ O)=—hib4)

oraz réwnania przestepne wiazace state A;, i 4, z odpowiednim katem obrotu g,:

-

_ 1 ] /% L, N
Py = I/F {alctg{] kayp (a)ll—arctg[]/chrp (b)]} _—

— oy @by’ = 5@ 4) (b4,

G Y 1, [k @d - ‘
Q”"_z}/?k{ Y —kap'@—1| Y=k bsv(bm}

fjiﬂw’(a)*bw'(b)] = h(a, A))— (b, 4,).

.

Biorac pod uwage znak wspdlezynnika k i znak wyrdznika charakterystycznego
rownania trzeciego stopnia (6.8) otrzymamy

e 1 w
(7.5) o' (#) = —2 .31615 sh?
gdzie '
sho = — :;As 3kr?,
jezeli
1 A2
7.6 i
(7.6) k>0 i sty >0
s w  4x
(110 cp(r);.’Z‘I/ T cos(3+T)s
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gdzie

COSw = —w]/ 3kre,
jezeli
1 A}
7.8 i — o2
@8 A N R
, 1 [0
(7.9) (P (I‘) - 2]/-"'—3']?13‘011“3—-)
gdzie
cho = — % 3A2 s V=3,
jezeli
4 2
(7.10) k<0 i —an <

TR dRe

Wystepujaca w zwigzkach (6.2) funkcje skalarng p(r) wyznaczyé mozna wycho-
dzac z pierwszego rownanja réwnowagi (6.3). Réwnanie to zapisujemy w postaci

dp

(7.11) D gy L (P,
z ktore] po uwzglednieniu (6.2) otrzymamy

dp | d 3 09 ) B'4
712y . i (D-+Tv2p™) 4 (D—2C,) re"+ TrBp's,

Pamigtajac Ze zgodnie z (6.8) wynika
4 .
(.13) (D—2C) '+ 1™ = 25 (D20,
mozemy scatkowad réwnanie (7.12), a mianowicie

(7.14) () = —D—Trip'+ A(D—2C ff’z drt py,

pPrzy czym p, jest stalg noszacg charakter cifnienia hydrostatycznego. Dokonujac
jak poprzednio zamiany zmiennej r przez e, otrzymamy

Ty 4 oy [ A4 9, (P + k)
(7.15) fﬁdrzf;gdr—kfwd; =f—r§dr——kf4—%dt=

. 4 k 3 2 _ 4 k @ K 6
= f”;gdf+“2'“zf?7r (It 3ke)) dop, = vy -t = EY RN Y RAL
i funkcja p(r) przybierze ostatecznie postaé _

3 D—2C,
(7.16)  pr) = —D-—-T¥* ’2—}— zcﬂki ' d(1 -1 2herBp'®)— A(W——%)-—l- 0>
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lub

(7.17) p(r) = —D—Trp"+~ ? 9P’4(1+2:’cr2 '

Nalezy pamietac, Ze przez stalz A4 rozumiemy stalac callcowama..A u A2
dla £ >01 A,dla k< 0). :

Cheae obliczyé kat obrotu w dowolnym punkcle walca ko1zystamy ze zw1a:zkow
(7.1) lub (7.2) w zaleinoéci od tego czy &k >0, czy tez k << 0. Stale calkowania
okredlone sa za pomocg wzordw (7.3) i (7.4), zas funkcja ¢'(r) wzorami (7.5) do
(7.10).

(A

8. Naprefenia na powierzchniach walca. Zwigzek miedzy momentem skrecajacym
i katem skrecenia

Przejdziemy obecnie do okreflenia naprezen wystgpujacych na powierzchniach
tworzacych walca. NapreZenia te dzialaja na powierzchnjach polaczenia gumy
z metalem i glownie decyduja o wytizymalodei lacznika. '

Jednostkowy wektor normalny do wewnetrznej powierzchni tworzacej walca
—q (skierowany na zewnalrz materialu) mozna wyrazi¢ przez wspohzgdne ko-
wariantne :

Gt

(8.1) n = “17——1, == 1, mg=ny=0.

Sktadows normalng napiecia powierzchniowego P, przypadajaca na jednostke
powierzehni odksztalconej, otrzymamy z zaleznoci

PG

8.2 P, = PiG, -G = ¢, §f = —1N(a),
( ) (m)y — ! /G11 ( )
a po uwzglednieniu zwiazkow (6.2)

(8.3) Py = —vMa) = —[D+pla)+ Ta*p™(a)].

Odpowiednia skladowa styczna (obwodowa) napigcia powierzchniowego P wy-
razi si¢ za pomoca WZoru

PG i 1. ., . 1
(8.4) Py = ]7@:2 = [P*G,- G,] = " T"n, Gl = — - ™G, = —at*?(a),
22
lub
(8.5} Py = —ar'¥{(g) = —al{D—2C,) ¢'(a)+Tp" (@)},

Zupelnie analogicznie moZna okre$lié napigeia powierzchniowe na zewngtrznej
powierzchni tworzacej walca r = b; trzeba zamiast ¢'(¢) i @ w wyrazeniach (8.3)
i (8.5) podstawi¢ ¢'(h) i b oraz zmieni¢ znak.

Jesli zgodnie z zalozeniami uczynionymi na wstgpie naprezenia styczne (obwo-
dowe), dzialajace na wewnetrznej powierzchni tworzacej walca, wywolane sa
jednostkowym momentem M, to

(8.6) | M= 2P, = —2nadbp (@) [(D—2Cy)+Tay'*(a)],
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lub osiatecznie
8.7) M = —2na% (a) [QC+2C,+12C) +4Coa’p* (@)].

Zalerno$é powyisza wyrazajaca nieliniowy zwiazek miedzy momentem M
i wywolanym przez niego katem obrotu nosi podobny charakter do uzyskane)
poprzednio w pracy [2] zaleznosei pomigdzy jednostkowa sita $cinajacg i wywo-
}anym przez nig przemieszezeniem dla przypadku kotowo-symetrycznego $cinania.

" Przejdziemy w dalszym ciagu do zbadania naprezen wystepujacych na powierzch-
miach czolowych walca (rys. 2). Jednostkowy wektor normalny do czotowej po-
wierzchni walca z = 0 (w stanic odksztalconym) posiada kowariantne wspblrzedne

3

(3.3) nz%, m=n=0, mnmy=1L

Odpowiednia skladowa normalna napigeia powierzchniowego na tej powierzchni
rowna jest

(8.9) Oy = Q6 _ Q'G, - GB = 7%, 82 = 7%
{m) ]/Gﬁ % i“k .
Jedli zazadamy, korzystajac z zalozenia dotyczacego dhagosci walca, zeby wypad-
kowa napieé normalnych réwna byla zeru, tj.

(8.10) f Q7 dr == f [D-Lp+(T+2Cy) rp®r dr =

to oirzymamy roéwnanie, z kiorego mozna wyznaczyé stala p, wystepujaca w za-
teznosciach (7.14), (7.16), i (7.17). Dokonujac zamiany zmiennej r przez ef iwy-
korzystujac wyrazenia (6.9) 1 (6.10) dochodzimy po d}ugotrwalych obliczeniach
do zaleznofci
[ 1 [174 bp'h) ag'(a) +
Po= g7 |6k | T1kb?(®)  14+-ka®p™(@)
PR CAC N O
T4 | 1+EkbP(b) 1--kap®(a)

8.11
N BNy A) oy Oy @~ {5
Sk 2 P (p 4 bz )"Jl_

+ (_%4_ ZCZA) [N (D) _-N(a)]}

w ktorej

8.1 _—
G2 e 1)/ ' ()

1—xy/ k¢ (x)

{[ ]_/? arc tg[ )/ kxp' (X)), jesti k>0,
jesli k< 0.
L

-

2y —k
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Tatwo jest sprawdzié, e skladowa styczna napiecia powierzchniowego na
powierzehni z = 0 (podobnie na powierzchni z == ) réwna jest tozsamoéciowo
geru, a mianowicie -

(8.13) Q=2 G

VG

9. Przypadek materiahi M. Mooneya

= %G, * G, = 11, G, = TG, =0,

W przypadku materialn M. Mooneya, tj. przy zalozeniu we wzorze (2 D C,=0,
poprzednie zaleZznoéci i réwnania poczawszy od punktu 6 doznaja znacznych
uproszezen,

Fizyczne skladowe stanu naprezenia przybieraja teraz postaé
f on = 7= 2(C;+2Cy)+-p,
. Opp = 177 = 2(Cy-1-2Cy) - 2(Cy -+ CrPgp'2-f-p,
©.1) Og3 = %% = 2C+H2CH+2C, %" p,
01y = 7% = 2(C;+Cply',
Ugg =0y = T2 =73 =0,

Na kat obrotu ¢(r) otrzymujemy réwnanie

w3,
©.2) ¢ =0,
ktdrego catka ogélng jest funkcja
A
©.3) () = — = +B.

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych ¢(g) = @, p(b) =0, olrzymamy
(por. [4]) ' S

& b2 !
©.4) o) %ﬁ‘P_o(?_l).
Funkcje skalarna p(r) Wyznaczymy obecnie z uproszczonego réwnania (7.12)

dp dD
—_—— T -— — (p

©.5) & g TAP-20)T;

otrzymamy

. a b4
0.8 PO = k2(cl+zcz)—2(cl+c2)ﬁ(—&2)2 it

gdzié Do jest stalym ci$nieniem hydrostatyczaym.
Skiadowa normalna napigeia powierzchniowego odniesionego do jednostki po-
wierzehni odksztalconej zgodnie z (8.3) wynosi

8.7 Py = . —t'{a) = —2(C1+202)—P(a) = 2(Cy-Cy) (5 - %) —Po

a7 : 739



i odpowiednia skladowa styczna, -zgodnie z (8.5},
L | .
©-8) Py, = —ar'¥(a) = —2a(Ci+Cay'(a) = 4(C,+ C) e

Zwigzek (8.7) przybierze zatem liniowa postac
212

a*h
9.9 _M = 8r(C1+Cy) T2 Po-

Wytazenie (9.9) jest zgodne z rozwiazaniami uzyskanymi przez R.S. RIVLINA,
[5),.16}, A.E. GreENA, [4], oraz W.L. BIDERMANA, [71; jest ono szczegdlnym przy-
padkiem naszego ogdlniejszego wzorn (8.7). :

Dla materiafu Mooneya réwnanie (8.10) upraszeza si¢ do postaci-

b b
(9.10) f Qpidr = f [2(Cy+2C)+p+2Cyr2 ™  rdr = 0,
z ktorej po scalkowaniu otrzymujemy
@bt
(9.11) Py~ Z(Ciﬁ3cz)“(mT)§%~

N
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Pezwnme

ra

[IPUMEHEHWE OEIMHEAHOW TEOPHYU VIIPYI'OCTH K PACYETAM
HEKOTOPBIX THUIIOB PESHMHOBLIX COEIMHUTEIEN (IIAPHHFPOEB)

Pafora ABASCTCA IMpoAcJDKeHmeM paboT aBTOpa [1] = [2], saBUMArOIMXCH FIPHMEHCHHACH
METOIOB TEOMETDHUYECKA H (HANYECKA HEAHHEHHOH TEOpMH YIIDYTOCTH K CTATHUECKOMY pac-
YETY PESHHOBLIX COCTHHETENCH.

PacomarprBacrea: 1) OCECHMETPHYECKAS 3a/1aUa O CPC3E IMABHADIHMECKHX coeHUTENEH,
B KOYOPLIX NTMHOPHYECKAS DE3RHOBAH HACTD BNPECCOBAHA MENY ABE METANTIECKAC BIY/I-
)i m 2 3aMAua 06 OCEBOM K[YUCHWE LMNHMH[PHUECKHX COERMHNTCICH, B KOTCPRIX PEIHHORAR
UEIHEOPHYECKaA YaCTh CoSnMHEHA € METMUTHUECKEMI BTYIKAME B IPONECCe BYIKAHHIANHH.
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Obe sagaum PemmMOTCA HPH NPSALOIMKEHAN HECHKHMASMOCIH DE3WHBI, NPHHEMAR I aTol
nocieapell yOpyru# TOTEHIHAN, XAPAKTEPHSHPYIINHHACH TPEMA NOCTOSHHBIMH matepuana (cp.
[11). Ocoboe HMManpe OOPRNACTCA H2 MOJYYEHHE XADAKTEPHCTHUYECKMX ZABHCHMOCTEH Mesmy
eMUEAYHOH cpespIRatoiNeH CHIOH M CCOTBCTCTRYIOWIEH eff OCCBBbIM NEpeMEINCHMEH — B HEp-
BOj sagauc ¥ ¢AWHHYHBEIM KPYTANMM MOMEHTOM ¥ COOTHETCTEYIONTINM EMY YIIOM KpYUCHMHA — BO
BTOpoif zapaue.

PaccmarpmBaercs criyuail marepmana M. MyHH I DoKasbIBaetcs, 9ro NOJIYYEHHBIE aBTOPOM
PEILICHRAS SBIAITCS 0600 EREM Pe3yrTaTos nonyueHnpix L. C. PUBNMHOM, A, 3. I'PUHOM,
B. JI. BUAEPMAHOM ¥ JPYTHMH HCCICNCBATEIAMH OPH MPSOION0MKCHME, YTO CBOlcTBa Mate-
puama coorBercrEyior dopmyne Mynn.

Summary

APPLICATION OF THE NON-LINEAR THEORY OF ELASTICITY
TO THE COMPUTATION OF RUBBER CONNECTING PIECES OF CERTAIN TYPES

This is a continuation of the author’s papers {1] and {2] devoted to the application of the
methods of (geometrically and physically) non-linear theory of elasticity fo the computation of
rubber connecting pieces.

"The problem under consideration in the present paper is that of circularly symmetric shearing
of cylindrical comnecting pieces in which a cylindrical rubber part has been pressed between
two metal tubes and the problem of axial torsion of cylindrical connecting pieces in which the
cylindrical rubber part has been joined to the metal tubes during the wvulcanization process.

Both probiems are solved assuming that rubber is incompressible, the elastic potential being
assumed in a form characterized by three material constants (cf, [1]). Particular attention is devo-
ted to the obtainment of the relations between the unit-shear force and the corresponding axial
displacement in the first problem and between the unit torque and the corresponding angle of
twist in the second problem. .

The case of the Mooney material is considered. It is shown that the present author’s solutions
constitute a generalization of the resulis obtained by R. 8. Rivin, A. E. Green, W. L. Br-
DERMAN and others assuming that the properties of the material are in agreement with the Moo~
ney model,

EAKEAD MECHANIEI OSRODKOYW CIAGLYCH
IPPT PAN

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 31 maja 1961 r.
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