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W teorii rezonansu parametrycznego stwierdzono, ze gdy réwnanie charak-
rystyczne uktadu réwnan ma pierwiastki wielokrotne réine od 41, to w przy-
adku tym wystgpi zjawisko rezonansu kombinacyjnego (drugiego rodzaju)
'Ié, dwbch czestosci whasnych ukladu 2, 1 £2,, [1], [3]. Jesh 6 oznacza czestodd
qtowg sily parametrycznie wymuszajgcej drgania, to rezonans kombinacyjny
stapi. w otoczeniu punktu 0 = |Q-£|/k (k= 1,2,3,...). Zjawisko to
dotychczas nie zostalo nalezycie wyjasnione, szczegblnie jesli chodzi o prazy-
adek dla czestosci katowej sily wymuszajgeej w poblizu § = |2, —£0,], [2],
1[4

W pracy niniejszej rozwazano to zagadnienie, gdy modelem jest belka
“dnorodna o statym przekroju wksztalcie dwuteownika. Parametryczne drgania
j belki sg wymuszane sitg skupiong dziatajgeg w srodku cigzkodei i w ptaszezys-
ie najwiekszej sztywnoéci prostopadle do osi belki. Uwzgledniono réwniez
icliniowoé¢ geometryczng wystepujaca wskutek zalozenia o niezblizaniu sig
ohcow belki, przy czym uwzgledniono osiowg reakcje pochodzicy zarbéwno
d przemieszczenia poprzecznego osi, jak réwniez od obrotu przekrojéw belki.
ozwazono dwa przypadki sily wymuszajacei: (a) sifa nie zmienia swego kie-
unku w czasie drgan, (b) jej cz¢s¢ zmienna ma charakter sily «ledzgcej» i obraca
¢ wraz z obrotem przekroju w miejscu jej przylozenia. Zadanie zostato roz-
igzane metody malego parametru, Zagadnienia zbieinoéci nie rozwazano.
Pomini¢to wplyw tlumienia tak zewnegtrznego jak i wewnetrznego. Zalozono
arunki brzegowe dwojakiego rodzaju: zamocowanie przegubowe i utwier-
zenie zupelne. Do przejscia od réwnah ruchu (réwnania rézniczkowo-calkowe
pochodnych czastkowych) do réwnaf réiniczkowych zwyczajnych uzyto
etody (GALERKINA. :

1. Wyprowadzenie réwnan ruchu

Rozwazmy belke jednorodng o przekroju stalym w ksztalcie dwuteownika
dwoch osiach symetrii zamocowang na koficach tak, aby niemozliwe bylo
zblizanie si¢ jej koficow w czasie drgan (rys. 1). Przypusémy, e drgania belki
wymuszane sg silg B

P(1) = Py+P; cos O,
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dziatajaca dla uproszczenia w érodku cigzkodei belki, w plaszezyZnie najwickszej
sztywnosci prostopadle do osi belki. Uwzglednimy dwojakicgo rodzaju dzialanie -
czgdcl zmiennej sity wymuszajgcej: plerwsze — gdy sila ta pie zmienia swego
kierunku w czasie drgan; drugie — gdy obraca sig ona wraz z obrotem przekroju
w miejscu jej przylozenia. W tym ostatnim przypadku sile nazywal bedziemy

z

wsita ¢ledzacar. Czesé stata sity P naleze¢ bedzie stale do pierwszego rodzaju. -

Rys. 1

Réwnania ruchu w postaci ogolnej (bez uwzglednienia sity osiowej) zostaly
podane w monografii W. W. Bororina, [1], ktére w rozwazanym przez nas.
przypadku maja postaé nastepujacs: ‘ :

otu | 0* O Pu
2 {If Ly u, 9] = EI”BEI+W(MW)"N§;£+ m——h(x =0,
. i ot P >u Py P
l LZ[“:‘P]EEIQJ_&%E_ Id'az_g—l“ME“z_ﬂ——?’zNW—f—I.Ez—: 0.

Trzecie réwnanie okreslajace drgania gietne w kierunku osi y jest niezalezne
od dwu poprzednich i nim zajmowa¢ si¢ nie bedziemy. W réwnaniach (1.1)
uwzgledniono dziatanie sily osiowej, ktérej wartodé érednia wynosi-

! i
: EF ouy op \*
(1.3) N-‘"zz[nf(ﬁ) dz—|—af(-(§) x|
0
gdzie pierwszy wyraz przedstawia wplyw przemieszczenia poprzecznego punk-
téw osi belki, drugi — wplyw obrotu przekrojéw bellki, o
W réwnaniach (1.2) i (1.3) przyjeto nastgpujace oznaczenia: .
E  modut Younga, : '

I, geometryczny moment bezwladnoéci pola przekroju. belki
wzgledem osi symetrii réwnoleglej do ¥,

214




M moment zginajacy w plaszezyZnie yz,
m  masa belki na jednostke dlugosci,
I, wycinkowy moment bezwladnosci,.

" ¢ modut Kirchhoffa,

1, geometryczny czynnik sztywnosci przy czystym skrecaniu,

2= I [F,
I, geometryczny biegunowy moment bezwladnosci,
I = #*m biegunowy masowy moment bezwladnodci na chnostk@
dhagosei,

dtugosé belki,

wspblczynnik liczbowy,

u(z,t) przemieszczenie w kierunku osi x punktéw osi = belld,

@(z, t). kat obrotu okolo osi z przckrojéw belki,

fils, 1) = —gie(x, 1) cos 02, |

¢* obcigzenie zewngtrzne na jednostke dlugodci dzmiajq.ce w plasz-
czyZnie yz wzdhuz osi belki.

F  pole poprzecznego przekroju,
{
41

Jesli obcigzenie g¢f nie zmienia swego kierunku w czasie drgan, to
fi(z, 1) = 0. Jesli kofce belki s3 zamocowane przegubowo z niemozliwodcia
obrotu okolo osi 2, to funkeje u(s, ) i ¢(2, ) powinny spelnia¢ warunki brze-
gowe :

{ u(0, ) = (p(O,‘t). =u(l, f) = ¢, 1) =0,

(L9 u, (0, 2) — ¢, (0, 2) = u(ly ) = gl ) = O,
gduie
0% %
U ()éé! Poe = o2

Ograniczajge sie do podstawowej postaci drgan przyjmiemy
(1.5) u(z, t) = Ip(t) sin——, @ (=, t) == py(t) sin 7% -

Funkcje te spelniaja warunki brzegowe (1.4). Funkcje czasu py(2) i po{f) s
bezwymiarowymi wspdlrzednymi uogblnionymi.

Moment zginajacy pochodzacy od sily skupionej. (1.1) jest okieslony W spo-
s6b nastgpujacy:

(

: M
(1.6) {I
| M=) =

215



Stosujgc metode GALERKINA, tj. przyjmujac, ze

1 !
le[u, ¢sin 7 dx = 0, sz[u, #lsin 77 dz = 0,
b , : 0

otrzymamy nieliniowy uklad réwnaf réiniczkowych zwyczajnych:

P,
! ﬁl"f‘w%f’l’l‘am(l'l“ﬁ?o cos 3t)Pz+k1P1(PE+?’P§) =0,
(L.7)

P, _
l Patwipyt-as (l + B o8 Bt) PrFRepa(pit+yp3) = 0,
[+]

gdzie
8 | b= =
aZl:_ﬁ__’:gf}z)Pn’ kz___%:kl'

-

Uklad réwnan (1.7) zostal wyprowadzony przy zaloZeniu, ze czes$é stala
sily P nie zmienia swego kierunku, za$ cz¢éé zmienna tej sily ma charakter
obcigzenia ¢sledzgcegor. W przypadku gdy réwniez czeéé zmienna sity P nie
zmienia swego kierunku, to w (1.7) nalezy przyjaé '

(1.9) p=1.

Jesh korce belki sg utwierdzone zupelnie, to warunki brzegowe majg postaéd

(1.10) (0, ) =0, 8) =u(l,f) = ¢, 1) =0,
' 1(0,1) = @0, ) = w(l, 1) = ¢,(/, 1) = 0,
gdzie
_ou Oy
LT BT o

Przyjmujgc w tym przypadku upraszczajace zalozZenie, Ze postad drgan da sie
wyrazi¢ funkcjami

( u(z, f) = lf)l(t)(l —cos 23;2)’
(1.11)

| 70 = 500 (1= cos 572
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spetniajgcymi warunki brzegowe (1.10) i po zastosowaniu metody (GALERKINA
przy postaci momentu zginajacego '

( Pl{z 1 o /
" {l M(z) = Z(T_T)’ jesi 0 <z <—§,
(1.
! T I T |
l M(z) = 5 (4 i) jesh ?Qz <,

otrzymamy rowniez uklad (1.7). Jednakse obecnie zamiast D1ips wystapiap, i 5y,
a wspblezynniki (1.8) zastapione beda przez wielkodci

- 16EI nt . 4P ”
( Gf =7 il = gy B=—1,
i 4t BFF . da . 4P,
(1.13) VS g P g dm= -
oy VELAHAGLmP .  AEFwy .
ch 377 BT Tk

Réwniez w przypadku, gdy czesé zmienna sily wymuszajgcej nie zmienia swego
kierunku w ezasie drgan, w ukladzie (1.7) nalezy przyjaé

(1.14) f=1.

2. Sprowadzenie ukladu réwnan (1.7) do postaci nnrmalnej'

W dalszym ciggu wygodniej bedzie rozwazaé uktad réwnan (1.7) w postaci
normalnej. Z uwagi na to, ze a,, 7 a4y, wprowadzimy nowe wspélrzedne uogél-
nione ¢, i”g,, tak aby ‘

(2'1) ) bhh=q i P2 = oy,

gdzie
_ @21
(2.2) Oy = .

Uklad (1.7) przyjmie postad

. P o —
4[ §'1+w§91+a(1+ﬁ?:‘305 9t)92+k191(9i+?19§) =0,

. P _
il G2t} gﬁ-a(l + —Pz— cos 3t) itk go(qE +7043) = 0,
- gdzie
- {2.4) _ & = aydyy, Y = aly.
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Przez dokonanie transformacji ‘ , :

(2.5) g, = ag VitanVs ©= Oty Vi g Va,

w ktore] wspblezynniki oy, sq tak dobrane, aby byt spelniony uklad réwnand
Gy ot Cor 2 = 0, ‘

(2:6) “’%0‘11“12“*w%am%ﬁ‘“(auagz—l-amaal) == 0,
af g = 1, ohtelh=1

uktad (2.3) przechodzi w uklad nastepujacy:

i 2 3 '
[ 82ﬁ1+Q%V1+ECOSTZF1me+ZﬁlmVﬁimV'g‘:O:
(2-7) ‘ Mjl m:(} .
OEVZ—I_‘Q% VE—I—E:-COST Z F‘Zme_I_ Z EZng—ng::. 0.
m=1 m=0
Wprowadzono  tutaj tbezwymidrowy czas» T = 8f oraz 0znaczono
7 = aP,|P,. Czestoéci katowe £, i £2; daja sig okredli¢ z uktadu
htoigtag =0,  Gtoietasn =0,
przy czym
sl ol bol, 003 = wlej—at
Przy uzyciu transformacji (2.5) czestosei katowe £2 1 L2 wyrazajg sie na-

stepujaco:

(2.8) { @ == @lah 20 ds 05k,
) 22 = olal+2ad, Cgp+ B 05 .

Fatwo wykazad, ze obliczone tymi dwoma sposobami czestosel katowe |

2,1 0, sa te same.
7, uktadu réwnan (2.6) wynika réwnicz, ze wspélezynniki e, sa zwigzane

zaleznodciami
(2.9 ‘613 = TFOasz, o1 = £ 3.

Wystepujace w (2.7) pozostale Wspéfczynniki majg nastepujacg postac:

o

Fy= — (14 poga s, Fyy = —faly+tods,
Fip = _aia“{'ﬁagz‘a Foy = (11 8) a2 00,
(2:10) J l.iw = 4 s, 520 = bia.ga
- Bi1 = 1@, 1 a2, Bar = bya,+bya,,
s = wagtasay, Baa = bragtbaas,
L Pro = aads, , oz = baay,




Codzie
( 4 = kz‘?(klﬁkz)agz,

ay = —(k; _ka)aaza;z, a; = oyt 0,

dy = azz‘H’lo‘lz’ by = (ky—Ry)onay,,
_ l ay = a0 (7, —1), by = kit (ks —Ry)od,.
W zwigzkach (2.10) i (2.11) wykorzystano zaleznosci (2.9) przyjmujac znaki
dolne. Wobec (1.8) i (1.13) mamy oczywidcie ay = b, = 0.
- Wspdlczynniki - transformacji (2.5) wyznaczymy w spos6b nastqpuj@cy
“Przyjmijmy zaleznosci

(@2.1)

(2.12) tr = fitley, gz = Y10,

Pierwsze réwnanie (2.6) daje By, = —1, za$ drugie réwnanie (2.6) pozwoli
‘wyznaczyé fq:

. ‘ w2_w1

py= — —}/A

- gdzie .
_ (oot
A= (T) +4.
Roéwnania trzecie i czwarte ukladu (2.6) dajg wzory

1 51|
2.13 21 — E—— 29 — N
13 VTR T s

Z zaleznodci (2.12) mamy

B yilfil
2.14‘ 1 =it, a :j:‘——.
e TRV T e
W ostatnim paragrafie do obliczefi numerycznych przyjeto znaki gorme i g, > 0.

Uklad réwnan (2.7) mozna napisaé krétko:
2 3
(2.15) OV, + 2V, +ecost X F, Vot X B Vinlp—0
sl me=f

3. Wyznaczenie obszaréw rezonansowych i amplitady drgan ustalonych
metoda malege parametru

3.1. Rozwazmy najpierw drgania odpowiadajace rezonansowi kombina-
cyjnemu (drugiego rodzaju) w otoczeniu wartodci czestosei kqtowej sily wymu-
szajgcej (podstawowy obszar rezonansowy k= 1)

(3.1) . =0, = 0,10,
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Podzielmy kazde z roéwnan ukladu (2.15) przez 6f; oznaczmy

( 0 2,

| v T Om
(3.2) 4 - _
‘ 1 g = i ﬁ = ﬁfﬂ
L 6 6
Przy tych oznaczeniach otrzymamy
2 3 7
(3.3) AV 40V, 4ecost 3 GVt N B ViV =0 (f=12)
m=1 m=0

Rozwigzania powysszego ukladu przedstawiamy w postaci podwdjnych szete-
gbw typu

3.4 V, =} A cos(mrtnt),
gdzie
. _b, _ 8
(3.5) v=0, T=0lty=0g7+y, T —-h.
]

Symbol y oznacza fazg¢ poczatkows, przy czym h zwigzane jest z wykladnikiem
charakterystycanym, ¢ = ik (1 = V1) Z (3.4) wida¢, Ze funkcje ¥, mogg
byé uwazane za funkcje dwoch zmiennych 71 73. Uktad réwnan (3.3) przyjmie
wige postad

2 2
(3.6) tﬂﬁﬁ + 200 *v, R i A LR

o1? 9T oty o7}
2 3
Gecost ) GV, M B VEmVr=0 (f=12).
m=1 m=0

Rozwigzan V', szukaé bedziemy w postaci szeregdw wedlug poteg malego para-
metru &

(3.7) V, = AVOfeV P eVt ) (f=1,2),

gdzie A jest pewng stalg. Przedstawiamy réwniez w postaci szeregOw potego-
wych v i v, a mianowicie '

(3.8) g = 1tegeWf P4 ..., 7= 0,4 eV 4-2o @ L.,
w ktérych »®, 9@, 5 g™, @, .. pozostajg do wyznaczenia,

Przyjmijmy réwniez, ze B, 1 A° wyrazajg si¢ nastgpujgco:
(39) ﬁfm = yfé)‘m’ yfAZ = BPJ':

gdzie y, i I', oraz d;, majg pewne wartodel stale. Po wstawieniu szeregdw
(3.7), (3.8) i (3.9) do ukfadu réwnan (3.6} i przyréwaaniu do zera wspblezyn-

220



- nikéw przy £° i &' (ograniczamy si¢ do pierwszego przyblizenia) otrzymamy
- uldady réwnan

- (3.10) il i

., . 2P0
ot "ot ot

A RO =0 (=12

L 62V}” ()2]7}1) . an)g) 217(1)
: (3.11) T+2vl o7 aT1 +'Ul ()-;% +7)fo =
o Y - U] a2 )
— _Tll) L 1y 45500 g mm 2
2 = 2('0371 4511y oTor, 20, E

— €08 TG VIO LGV {0)—T, (8, V08435, 02y
FOpVERVO L8, V05 (f=1,2),
Rozwigzaniami ukladu (3.10) s3 funkcje
(3.12) Vi = cos 7y, = V) = C cos (z—m),

DIZY CZyM W pierwszym rozwigzaniu przyjeto staly réwna jednodci, .zag C'OF

pozostaje do wyznaczenia. 7 uwagi na postaé rozwigzania (3.7) amplitudy
obydwu rozwigzat beda na ogél réine. Drugie rozwigzanie (3.12) spelnia
réwnanie (3.10) przy wykorzystaniu zwigzku wynikajacego 2 (3.1), (3.2) v
+, = 1. Wstawiajge rozwigzania (3.12) w prawe strony ukladu (3.11) otrzy-
mamy, jako warunki znikania wsp6lezynnikéw przy cos 7, (dla f = 1)icos (1—1)
(dla f = 2), zwiazki

Zﬂlﬁu)—} C(ﬂ}Gm__i]"'lﬁmf%j*l(:‘(ﬂﬂam = 0,

(3.13) 4 1 1 3 ,
l 20,y(2) —gt)) C(D]*:—Gal—irz 5210(0)"‘?F3523 C®E =0,

L .

Z réwnah tych obliczamy

1
(3.14) B0 = o CO Gt Tt (T8O,
o) 3 Ciz
ay , - -
(3-15) v = o, 1+ 8o, 01014 Fo, O +
+_£21 F2621 +1623F2 C(D)Z,

o, CO T g 8,

przyjmujac w powyzszych zwigzkach I, = T, = 0 i piszqé warunek konieczny
istnienia ekstremum, [3], o) jako funkeji €, ). 9w oC® = ( otrzymamy

G
3.16 Ct0 = g g/ 1
( . ) il/'ﬁzgw

221



Wstawiajac (3.16) do (3.15) otrzymamy -

(3. 17) 20 = _]/GnGlz G21‘1’1(312 5%_!_ 111 5 )+

719 G1sTa\ 872

+ 8 61{)1—1 + 621 2-
Przy pomocy pierwszego zwigzku (3.8) otrzymamy kwadrat amplitudy

G Gay
5 12
(3.18) AR = ('v 1—’-21/ o ),

gdzie
(3199 - D=

4G50,
Gzivl(iéﬁ_j—ﬁg) +G12 2(3 ﬁm — -} ﬁﬂ)

2 v, 7 2 o Uy

Rozwigzaniami ukladu (3.6) w I‘)ierwszym przybliieniu ) wiee fimkcje
(3.20) V,= Acost, Vy== A]/ G L cos (T—74)s
12

a na podstawie (2.5), (2.1) i (3.5) mamy

. Py = A{an cos (_E@ot—l—w)i an]/zlgm cos [(6_?—)90)':?1!)]},
212

p.= A4 ﬁi{am cos (o8 -+ ) £ age ]/ 1Gn L cos [(0—00 )irﬂp]}
LT . RETS )

Rozwigzania te przeksztalcimy nastepujgco. Niech

G
Ay = Aay, A, = + Ao, ]/:—lil

a v, Gyt
-Bl — Aazl 21 , BZ — :]:Aa22 "/__I_G._M_E .
dqn Uy Urigyg

Wtedy uklad powyzszy przyjmie postaé
- ]
( Pty = Cy(f) cos [—Z_t *“xl(t)]:

@21
20— Cuyeos| 5120,

gdzie y, 1 y, okreslone s3 za pomocy WZOr6w

A 6 _
th1(t)'_ A~|—Az tg[(z ﬂgo)tﬁ“"}’]’

B,—B, 0 _
tg (1) = B—|—32 tg[(z wﬂo)t—vp],
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zaé kwadraty Cy(1) i Cs(Z) sz odpowiednio réwne:
0 .
C2(t) = (A, +A4,)? cos? [(7 590) t—w] +{A4,—A,)" sin? [(g _590) t_‘P] ,

C3(0) = (But By cos [(3 a00) |+ (8 B i [(g—aen)w].
Widad stad, Ze okresem zmiany «fazy» i «amplitudy» jest Ty = 27/(6 —290,).
© Postacie rozwigzan (3.21) réznig si¢ od analogicznych rozwigzan (w pierwszym
przyblizeniu) w przypadka zwyklego rezonansu parametrycznego tym, Ze
camplitudy» C, i «fazy» y, sa tutaj funkcjami czasu. Charakterystyczny jest
wystepujacy réwniez tutaj wyraz 0f/2. Jeéli przyjmiemy w przyblizeniu (dla
matych &) 0 ~ 0, oraz ¥ &~ v, to Ty = 2x[(£2,—£2,) 1 ruch ma cechy «dudnie-
nia», przy czym wystgpi to tym wyrazniej, im mniej £2, rézni si¢ od 2, (2, > 2,).

Ze zwigzku (3.16) widad, Ze C'® ma wartodci rzeczywiste, gdy

(322) G Gy >0,
co w oparcin o (3.2) 1 (2.10) daje
(3.23} (Bods—adp)(afa—Paf) > 0.

Poniewaz przy obcigZeniu «ledzgcym» § << 0, to z (3.23) wynika, ze w przy-
padku tym nie moze wystgpi¢ rezonans kombinacyjny w otoczeniu czestoéci
katowej (3.1), 0, == £,-1-82,. Dla obcigZenia nie zmieniajgcego swego kierunku
w czasie drgan mamy § = 1 i granice podstawowego obszaru rezonansowego
znajdziemy z (3.18) podstawiajac A = 0. Otrzymamy

(3.24) - , o1 j:_;__]/Glsz_

TV ¥y

3.2. Rozwazmy obecnie drgania w przypadku rezonansu kombinacyjnego
w otoczeniu wartosel czgstosei kgtowej sily wymuszajacej (podstawowy obszar
reZoNnansowy),

(3.25) 0 =0, = 2,— 2,
przy czym zakladamy, ze 2, > £, (co wymaga jedynie odpowiedniej numeracii).

Prowadzac te same przeksztalcenia jak poprzednio stwierdzamy, Ze rozwigza-
niem ukfadu (3.10) sa funkcje

(3.26) Vi = cos 7y, V¥ = C® cos(r+1,),

przy czym w pierwszej przyjeto stalg réwng jednodci. Druga funkcja (3.26)
spetnia réwnanie (3.10) dla f= 2 przy wykorzystaniu zwigzku v,—v; = 1.
Oznaczenia poprzedniego punktu pozostaja te same z tym zastrzeZeniem,
ze warto$é 6, okresla wzdr (3.25). Podstawiajac funkcje (3.26) w prawe strony
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uktadu (3.11), jako warunki znikania wspélczynnikéw dla f=1 przy cos 1,
i dla f=2 przy cos (z-7;), otrzymamy réwnania

1
[ Zvlﬁtl)f——;—c(ﬁ)Gig——%flam'jllcwmém =0,

3.27) 1 Cw 3
!l Zvac(ﬂ}(ﬂ{l)“lﬁ_ﬁ{l))_‘EGgl_*2—112.621—10(0)31—,2623 == D.
7 rownat tych obliczamy _
c® & 3154 cuwr I é
FIED I - S il _.tis
(328) 9 i o, T8 o i o
1 G 178 3 cloe
(Nl + S Bl el I St .
(329) oW =g Fw g 4 T8 Ty b0 —

G, C® 31,8, 1 IyéCio2
— 4y, T8 o T4 oy :

Przyjmujac w powyzszych zwigzkach I'y — I, = 0 i piszac analogicznie
jak poprzednio warunek konieczny istnienia ekstremum ¢ jako funkeji C*0),
otrzymarmy

TGy
3.30 ) — _ Teiti
(3.30 N
Obecnic C© ma wartodé rzeczywista, gdy GGy << 0, czyli gdy
(3.31} (ﬁagz_aﬁz) (agz_ﬁa%) < 0.

Dla obcigzenia nie zmieniajacego swego kierunku w czasie drgat =11 wa-
runek (3.31) nie moze by¢ spetniony, W przypadku zas obcigzenia «ledzacego»
mamy f << 0 1 warunek (3.31) jest spelniony. Tak wigc przy obciazenin «le-
dzgcymy» rezonans kombinacyjny wystapi w sgsiedztwie czestodcl katowej
0, — £2,—£2,. Wstawiajge (3.30) do zwigzku (3.29) otrzymamy (zakladajgc”
Gy < 0) ' . ,
NeM 306 L
3.32 ) = _ Faptaer (- C2%H0 TELT R
( Yoo :F]/ 01 Tq (8 Uy 49, +
irzaza”f’lel . I 512G21k
8  viGh 40,Gy |’

skad i z (3.8) i (3.9) znajdziemy kwadrat amplitudy:

TG G
3.33 - gLy 2T
( ) 4 D}.('U 1:‘:2}/ 0,0, )a
gdeie .
(3.34) D,=— : Gy ‘ .
GoofP 3 Pu\ g (B3 Pm
1242 Uy 2 @‘1 ] 21 1‘ 7 8 ‘Uz
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Rozwigzaniami w pierwszym przyblizeniu sg funkcje .

(3.35) Vi=Acosty,, Vy= .4 m\%ﬂz.cos (47,).

127

Na podstawie (2.1), (2.5) i (3.15) mozemy napisa¢ rozwigzania w tym przypadku:
o ) -
lf, P1= Cy(t) cos [@‘t"“h(t)]:

B = Cift) cos [gng@],

= (141‘!‘-‘42)2 cos? (‘Z_)B(H" g) t+'§”] + (Aul %fiz)z sin® [(599“'— g') t+'¢]:
f

C'é = (Bl+§2)2 cos? (690 + ?) H"‘P] + (El _Ea)z sin® [{560 + g) t‘i“#’] -

A+ 4,
y B,— B, _
t 1} = — — 1 o0+ = t+v |,
: RO h, [( ' 2) d
‘zas
" - Gy v
Ay = Aay, A4, = iamﬁl/—" Gglvl ,
1272
' e a1y ’ # = v Gpayy

Jedli w powyzszych zwigzkach przyjmiemy dla malych ¢ 0 ~ 8, oraz 7 ~ v,
to okresem «amplitudy» i fgfazy}:}. jest Ty = 2n /(2,4 £0,). Tak wige camplituda,
i «faza» w przypadku sily «Sledzacej» zmicniajg sie w przybliZeniu z czestoseig

Rys. 2 Rys. 3

réwng sumie czestodct czedciowych 0,40, zag w przypadku sily nie zmienia-
jacej kierunku w czasie drgan wielkodci te majy, przeciwnie, czestosé katowa
rowng réinicy czestosci £,—£2,. Charakter krzywych (3.21) 1 (3.36) podaja
odpowiednio rys. 2 i 3. : ' - :

15 (8) Rozprawy InZynierskie
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- Wespolczynniki transformacji wynosza, jak latwo obliczy¢,

Granice obszaru rezonansowego otrzymamy przyjmujac w-(3.33) 4=10
Sg one okredlone wzorem

e GGy
o R W)

Poniewaz 0,—82, < Q,+8,, to stwierdzenie mozliwodci wystgpienia rezo-
nansu kombinacyjnego przy obcigzeniu «ledzgcym» ma réwnieZ zZnaczenie
praktyczne. Nalezy si¢ bowiem go spodziewaé przy praktycznie realnych
czestodciach katowych sily wymuszajgcej. Zwykle obcigZenie zewnetrzne jes
zwigzane z drgajaca belkg i wraz z nig zmienia poloZenie w przestrzeni.

4. Przyklad
Przyjmijmy dla obliczen numeryeznych belke stalowa o stalym przekroj
dwuteowym (rys. 1) o nast¢pujacych wymiarach: [ = 100 [em], £ = 10 [em],"
b= 6,8 [cm]. Przyjmijmy rowniez dla stali E =21-10% [kGem™?], G =
— 0,81+ 105 [kG cm?], ciezar diugosci jednego metra 0 = 11,2 [kG]. Obl
czone momenty bezwladnoéci wynosza I, = 245,0 [em#], I, = 33,0 [em*],
zaé I, == bPhtd[24 = 589,5 [em®], [, = aZ(a?bi/S) = 0,892 [cm?!], (symbole:
a, 1 b, oznaczajg szerokosé i dlugos¢ i-go ﬁrostokqta, na jakie da si¢ podzieli¢
pole przekroju, o = 1,3),m = Qfg = 1,14~ 102 [kG sek? cm ™2,
it = (I +L)/F = 19,44 [cm?], I = 22,1610 [kG sek?],
EI, = 69,3+ 10¢ [kG em?®], El, = 1238,05 - 10° [kG cm?],
GI, = 0,7225 - 108 [kG cm®],
Dla warunkéw brzegowych wolnego podparcia mamy 2 (18) oY
= 768,6 [sek], ’
wy = 929,8 [sek], @ = 17,02 [sek2], ag = —38756,0 [sek—2],
ay = 22,68 [sek?], a= —386,0 [sek?],
przy obcigzeniu «ledzgcym» f = -—0,154. Przyjeto réwniez Py = Q = 11,2[kG].
Pomijajac wplyw obrotu przekroju na site osiowa (o = 0) mamy k; = ky =
=640,19 - 108 [sek—?]. '

gy = 0,99995,  ay, = 0,00141,
g = 0,99995, @, = —0,00141.
Z (2.10) mamy

Gy, = 0,00119, Gy = 0,99990,
Gy = —0,1544, Gy = —0,00119,
Fro = fag = 640,13 - 10° [sek=],  fry = g — 0,001267 - 10° [sekc %],

By = B —1,8053 - 10 [sek?],  Big = fiao — 0.
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Czestosel katowe, na podstawie (2.8) s3 réwne: £, = 766,02 [sek1], Q, =
930,0[sek1]. Dla obcigzenia «ledzgcegor 8, — 2, —8, = 163,98 [sek™],
3, = 4671, 3= 5,671 oraz &= —0,00128P;. Z (3.34) znajdujemy D, =
. —0,00116, zaé bezwzglgdna warto$é @mplitudy» wyniesie
|4] = 0,0304)/T—v £ 0,484 - 104 P,

Sranice obszaru rezonansowego i zalezno$é «amplitudy» od » podano na rys. 4.
rysunku widad, Ze w przypadku obcigzenia «ledzacegos zacigganie ampli-
udy ma miejsce dla malejacych v (malejgeych czestosei &).

B0

Al 141

Rys. 4 Rys, 5

W przypadku obcigzenia nie zmieniajgcego swego kierunku w czasie drgan,
wyzej podanych wartodci ulegaja zmianie tylko nicktére. W tym przypadku

g =1, B, = 1696,02 [sek—], v, — 04516,
2y — 0,5484, G,y = 0,00282, Gs — 0,99989,
Gy =-0,99989, Gio'= —0,00282, Bro = Bay = 222,53,

Bis == Bas == 0,00044, By, oy — —0,6276, D = 0,00349,

‘a bezwzgledna warto$¢ «amplitudy»

' |4] = 0,0590 /o —1F0,1205- 10 *P,.

‘Granice obszaru rezonansowego i zalezno$é «amplitudy» od @ podano na rys. 5.

Przyjmujac dla przykladu Pp-107¢ = 0,5 [kG], otrzymamy dla obcigZenia

wledzacegor wartodei rezonansowe czestoéci katowej sity wymuszajace) 6:
124,29 [sek] < 0 < 203,60 [sek 1], '

za$ dla obcigzenia zachowujacego kierunek

1593,83 [sek™1] << 0 << 1798,20 [sek].

Widaé stad, Ze przy tej samej wartoéci P; szerokoéé obszaru rezonansowego

w przypadku sity «ledzgcej» jest mniejsza od szerokosci obszaru rezonansowego
dla obcigZenia zachowujacego kierunek w procesie drgan,

15% 227




Liferatura cytowana w tek$cie

1] B. B. BogoTuH, Huxamuuickar Vemotiuneocms YIPY2UX CUCTHEM, Mockea 1957.
2] B. B. BOHOTHH, B. 3. BIIACOE, V. H: TONBIEHEIAT, O passumu cmpoumemoﬁ
smexarar, ¥Mse, Axag, Hayx, Orn. Texs. Hayx CCCF, 2, 1939.
[3] E. MrcrrLEr, Allgemeine Theorie der Stabilitdt evzwungener Schwingungen elastischer
Korper, Ing. Archiv, Vol, 17, 1949.
" [4] E. MgTTLIR, ‘Nichilineare Schuwingungen und kinetische Stabilitdt bei Saiten und Stiben,

Ing. Archiv, Vol. 23, 1955.

Peswme

TAPAMETPHUECKIHT KOMEWHATOPHBIH PE3OHAHC (BTOFPOI'O POJIA)
B HEJIUHERHLIX CHUCTEMAX

PaccmMaTpHBaeTCsl BOIPOC KOMOHHAHOHHOIO PE30HAHCa (BTOPOrO pPOJIA) OCHO-
BEIBAACH HA MOFCNH B (hopMe OHODOHOH, NByTaBpoBOH OANKH MOCIOAHHOTO .
ceyenrs, KosieGannsa KOoTOpOi BOSMYIIAIOTCA napaMerpEYecKy CHIOH cocpepo-
TOUeHHOH B NEHTpe TMXECTH H B MJIOCKOCTH HapboNBHIel HECTKOCTH NCpHeH-
OAKYJSIPHO K OCH OalK., _

VUTLIBICTCA TAIOKE TEOMETPHUECKas HENHHEHHOCTD, BBICTYNAMOINAL B CIICL-
CTBHE IIPEAIONOKEHIUS He COmKerENA KOHIOB GanoK, HpH dem TPHHAMAETCA
oceBasg PeAKIWOHHAS CHJA, BOSHMKAIOWAA B CIACHCTRHC Homepedsnix  obopora
ceqennit Gamxy. OTHOCHTEFHO BOSMYIHAIOMIEH CHITSI, TO IIPE/HIOIaracTCs JBOSIKO
yro (¢) oHa He KSMCHAET CBOETC HAIpaBJICHW B gponecce KoeGanmi u (6) uro
fe HIMEHAIOMAACH YACTh HMEeT XapaKrep (CneIHImety CUNbl, T.€. 9T0 OHAa Bpa-
maeTcst Bmecte ¢ 0GOpOTOM CEUEHINT B TOUKE €€ TPUIOFKERNS.

KoRCTaTHpyeTcs, IT0 NapameTPHUecKui PESOHAHC BEHICTYNACT HEUCTBUTEIIBHO
B cocesicTBe YriioBoH WACTOTHI BOSMYIIAIOINEH CHIILI, papHOfl cymme UACTOT:
COBCTBCHHBIX KONeOAHUI B CIy4ac COXPAHESHI TOCTOMHHOTO HATIPABIEHHA B IPO-
mecce xojeGanui.

B chyuae «cieAmmeiy Harpyski, TApAMETPHYECKUI DCIOHAHC BO3MOMKEH '
B COCCHCTBE yraosof YacToThl BosmyLaomed Ccuisl, paBHOH pasHuiie YIUIo-
BBIX Y4CTOT COGCTBEMHBIX Konebamui.

Us paccyycmenmil BbITEKAET TAKKKE, UTO IPH ofHOM M TOM-Ke 3HavenwH Py
IHpHHEA PE3OHAHCHOH 30HBL B Cydae «cnenamelty CHNhl —— MEHBITE IMHPHHBL '
PE3OHAHCHOH 30HBI JNA HAUPY3KH, éoxpaﬂﬁmmeﬁ HANPABICHUE B TIPOLECCEe KO-
TeGanuii. SaTACMBAHHE AMIUIATY[bl B CIIydae weHeamelin HarpysKM MMecT
MECTO TPH YMCHEILEHHM YIIIOBOH WacTOTHI BOSMYIIAIOINEN CHJIBL, WTO IOJTBED-
$KIAeTCA B KOHKPETHOM YHCIIOBOM BPHMCPE.
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Summary

PARAMETRIC COMBINATION RESONANCE (OF T'HBE SECOND
KIND)} IN NON-LINEAR SYSTEMS

The problem of combination resonance (of the second kind) is considerep
for a model constituting a homogeneous beam with constant double-tee cross-
section whose vibration is excited parametrically by a concentrated force
‘in its middle point and in the plane of maxirmum rigidity, normally to the
‘beam axis. The geometrical non-linearity is accounted for, by assuming that
‘the ends do not approach each other. The axial reaction force is assumed to
‘be due to both the transverse displacement of the points of the axis and the
‘rotation of the cross-sections. For the shaking force it is assumed that (1) it
“does not change direction, (2) it rotates together with the cross-section, the
‘relative position being not changed.

- Itis found that the parametric resonance appears in the neighbourhood of the
‘shaking frequency equal to the sum of free frequency in the case where the force
‘preserves its direction during the process of vibration. In the case of rotating
‘load parametric resonance is possible in the neighbourhood of the angular
shaking frequency equal to the difference of the angular frequencies of free
vibration. From the considerations it follows also that with the same value of
P, the width of the resonance region, in the case of the eotatingy force is less
than the width of the resonance region for a load preserving its direction during
the vibration process. In the case of «otating» load amplitude increases with
‘decreasing frequency.
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