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1. Wstep
Przedmiotern niniejszej pracy jest wyznaczenie ksztaltu belek podpartych
swobodnie na dwdch podporach. Belki posmda_]q prostokatne przekroje po-
przeczne, symetryczne wzgledem poziomej osi bezwladnoéci, wykonane sg
z materiatu kruchego i poddane dzialaniu wstepnego sprezania.
Rozpatrzymy dwa stany obcigzenia belki.
W pierwszym stanie belka znajduje sie pod dzialaniem sily sprezajacej
oraz ciezaru whasnego.
W drugim stanie belka przenesi réwniez obcigzenie uzytkowe, ktére jest
rozlozone réwnomiernie na gérnej powierzchni belki i dziata pionowe w dol.
We wszystkich rozpatrywanych przypadkach ciezar wlasny belki jest uwzgle-
. dniony w sposdb Scisty.
* Przy wyznaczaniu ksztaltéw belki mozna ograniczy¢ sie do rozpatrzenia
.tylko tych dwoch zasadniczych stanéw obcigzenia. Czesto w przypadku znacz-
‘nych rozpietosci belek i niewielkiego wplywn obcigzenia ruchomego celowe
“jest okreglenie ksztaltu tylko w pierwszym stanie obcigzenia.
 Nalezy tu podkresli¢ zasadnicza réznice pomigdzy ksztaltowaniem belki
czy teZ innego elementu konstrukeyjnego, a sprawdzeniem wytrzymatosci,
- Nie jest mozliwe jednoczesne dostosowanie ksztaltu rozpatrywanego
-clementu’ do wielu stanéw obeigzenia. Natomiast sprawdzenie wytrzymaloscl
“powinno oczywiscie dotyczyé wszystkich stanow obquema w jakich element
‘mozZe sie znajdowac :
Ksztalt belki wyznaczymy z warunkéw wyréwnania wzdluz rozpigtosci
‘skrajnych wartoéci potencjalu, odniesionego do jednostki objetodci tworzywa.
- Pominiemy tu energie spreiysts, zalezng od naprezeh stycznych, wobec
~energii pochodzgcej od napreien normalnych. Zatozenie powyZsze ma na
~celu uproszezenie rachunku i zostato poczynione réwniez w pracach poprzed—
_mich, [4], [5] i [6] ‘
W zwigzku 2z tym zalozeniem ksztalt belki wyznaczony bedzie z warunkéw
wyréwnania skrajnych wartodci naprezen normalnych, 4 wiec w naszym przy-
padku z naprezen na gornej i-dolnej krawedzi belki.
Nie twierdzimy, ze wyréwnywanie naprezen jest jedynyin sposchem wy-
znaczania wlasciwych ksztaltéw belek. sprezonych. Jest to droga czgsto stoso-
wana i opisywana, [1], [2], [3], ktora posiada okredlony zwigzek ze stanamt
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granicznymi belek i sprawdzeniem wytrzymatosel. Zwigzek pomiedzy wy-
réwnywaniem skrajnych naprezefi, a ksztaltami o minimalnym potencjale .
przy stalej objetodci wyjasniono w pracach [1], [4], [5], [6]. Temu zagadnieniu
w odniesieniu do belek sprezonych swobodnie podpartych po$wiecony jest .
w caloéci p. 7 pracy niniejszej.
Zagadnienie uwzgledniania obcigzenia uzytkowego przy wyznaczaniu
ksztaltu belki jest szczegblowo opisane w pracy [3]. Y. GuvoN wprowadza |
pojecie rozpietosci krytycznych, wyznaczonych ze wzgledu na wplyw obcigze- .
nia uzytkowego. W zebranych zadaniach w p. 4-7 uksztattowano belki uwzgled-
niajac zaréwno stan uzytkowy jak i bezuzytkowy. Dyskusja nierdwnosci w p. 8
wskazuje raczej na mozliwosci ograniczenia si¢ do stanu bezuzytkowego w przy-
padkach belek betonowych érednich i wigkszych rozpietosci. Zagadnienie
to wymaga jeszcze szczeg6lowej analizy. '

2. Oznaczenia

a wysokoé¢ belki,

b szerokoéé belki,
¢, ¢, stala warto$é napreZenia,
T stale catkowania,
mimoéréd sily spreiajacej,
rozpietosé belki,
obcigzenie uzytkowe,
wspolrzedne prostokatne,
stale,
wspélezynnik Younea,
sita sprezajaca,
potencjal energii odksztalcenia sprezystego,
objetosd, ‘
ciezar wlasciwy,
wspolczynnik staly, _

g, naprezenic wywolane sity sprezajgea,
o°, @ napregenie na gornej lub dolnej krawedzi,
o,, @, napreZenie wywolane cigZarem wlasnym i obcigze-
niem uzytkowym, o '

a,, G, Daprezenie w pierwszym i drugim stanie obcigzenia.

;
|

A

=

X
=
A YOZ ALY wo o

Sciskanie oznaczaé bedziemy znakiem minus, zad rozcigganie znakiem plus.

3. Wyréwnaliie paprgzen w belkach sprezonych

Zagadnienie wyznaczaia ksztaltu belki sprezonej z warunku wyréwnania
naprezefi na krawedziach moze byé stawiane w rozmaity sposéb, [2] 1 [3].
Aby pokazaé rézne mozliwoéei rozwigzania tego zagadnienia, rozpatrzmy
rozklad naprezen w przekroju normalnym belki sprezonej.
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Bezpieczenistwo belki bedzie zapewnione, jezeli we wszystkich przekrojach
poprzecznych zachowane beda nastepujace warunki:

(3.1 ay—o, < —d,
(3.2) S
(3.3) - a§—ea,—a, == —c,
(3.4) — 0+, +a, < -

Nieréwnodci (3.1) i (3.2) odnoszy si¢ do stanu bezuzytkowego, zas (3.3)
i (3.4) do stanu uzytkowego. Nieréwnosci (3.1) i (3.3) dotycza naprezen na
gornej krawedzi, a (3.2) i (3.4) na dolnej.

Stan 4
0'th -4, 196-¢ : ]
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-6, & I my—gpt
Spreieng CieZar wiasny
Rys. 1

Stwierdzenie czy we wszystkich przekrojach belki naprezenia spelniaja
wypisane nieréwnosci, jest sprawdzeniem wytrzymatosciowym belki. Zadaniem
. tym nie bedziemy si¢ tu zajmowali. Jednakze bedziemy tak obieraé warunki
ksztaltowania, aby w wigkszoéci przypadkéw sprawdzenic naprezen wykazalo
zadowalajgca wytrzymaloéé belki,
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SpreZenie Lipzar wigsmy Ligzar uZyfhowy
Rys. 2

Ksztalt belki mo#na wyznéczyé przeksztalcajge niektére nieréwnosel na
réwnosci. Rozwazajac rézne mozliwosci tych przeksztalcern nalezy mieé na
uwadze dwa aspekty zagadnienia.

1. Potencjal belki, ktéry jest w pewnym sensie proporcjonalny do kosztu
materialu, zalezy nie tylko od betonu, ale i od stali. Dlatego nie nalezy ksztal-
towaé belek w warunkach, ktére prowadza do znacznego powiekszenia sily
sprezajacej. Warunkiem tego rodzaju jest np.

Uﬁkaq = _Cit‘
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W tym przypadku naprezenic Sciskajace na gérnej krawedzi jest ograniczone
do minimalnej wartoéci —ef za pomocg dodatkowej sity sprezajgcej, pod-
czas gdy nawet znaczne powickszenie tego napreZenia nie przynosi szkody
belce. '

2. Podstawowym warunkiem ksztaltowania, belek sprezonych z betonu
musi by¢ wyeliminowanie niewielkiego nawet rozciggania w tych miejscach
betki, w ktérych moze ono latwo wzrosngé wraz z uplywem czasu i doprowadzié
do zniszczenia. Na prayklad rozcigganie na dolnej krawedzi'w stanie uzytkowym
nalezy uznaé za niedopuszczalne. ' :

Dyskusja taka jest szczegblowo opisana w pracy [2] Wynika z niej kilka
ogélnych wnioskéw przytoczonych ponizej.

Wyznaczenie ksztaltu belki na podstawie zaleznosci (3.1)-(3.4) przeksztat-
conych na réwnoéci nie zawsze jest mozliwe, prowadzi to bowiem do belki
réwnej wytrzymatodci, w ktérej osiggnieto naprezenia dozwolone we wszystkich
przekrojach poprzecznych na obu krawedziach i w obu stanach obcigzenia,
Przekroje poprzeczne sa symetryczne wegledem osi obojetnej lub tez symetria
dotyczy tylko wskaZnikéw wytrzymalodei. Symetria jest niecelowa, bowiem
nic odpowiada przewainie zadaniom konstrukeyjnym belki a prowadzi do
powigkszenia powierzchni betonu éciskanego sitg sprezajacg. Powoduje to
niepotrzebne zwickszenie tej sily. Wyznaczone mimoérody sily sprezajacej
sq zbyt mafe, co jest niepozadane ze wzgledbw ekonomicznych. W. poblizu
podpér. wysokodé belki maleje do zera. - -

Belka wyznaczona z trzech réwnoséci odpowiada minimalne] objetosci
betonu i najmniejszej wysokosci usirojowej. Jest to niekiedy uZyteczne, jednak
prowadzi z reguly do wiekszego zuZycia stali sprezajace. Wobec tego w przy-
padku ogélnym trzykrotne ograniczenie belld nie jest celowe, bowiem koszt
elementu zalezy réwniez od kosztu stali. ‘

Najbardziej oszezedny ksztalt belki otrzymamy postugujac si¢ dwiema
réwnosciami. W tym przypadke w kazdym z rozpatrywanych stanow obcigZenia
tylko na jednej krawedzi bedzie wykorzystane napreZenie dozwolone, za$ na
drugiej krawedzi pozostanie margines. Zachodzi tu jak wida¢ pewna analogia
do zadania o ekonomicznej wysokoSci belki zelazobetonowe;.

Wyznaczenic ksztattu tylko na podstawie jednej réwnosci jest celowe, gdy
wystarcza rozpatrzenie jednego stanu obcigZenia. Wowczas mozna ograniczy¢
si¢ do zabezpieczenia na jednej z krawgdzi minimalnego naprezenia $ciskajg-
cego. Na drugiej krawedzi napreZenie $ciskajgce osiggnie znacznie wigkszy
wartodé, co wymaga oczywiscie sprawdzenia i poréwnania z napreZeniem
dozwolonym. . - '

Jezeli przyjmiemy, ze dozwolone napr¢zenia minimalne i maksymalne
na obu krawedziach sg sobie rdwne, :

6 = ¢l=¢1, &= ="Cs
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to z nieréwnosci (3.1)-(3.4) otrzymamy warunki

(3.5) a—a, < —¢i,
(3.6) ' —ayt+a, = —&,
(37) oy—0,—0, = —&g,
(3.8) —ato,ta, < —¢.

Okazuje si¢ wiec, Ze wyréwnywanie naprezef na krawedziach moze byé
prowadzone w rézny sposéb. Obranie whasciwej drogi postepowania decyduje
o przydatnosci rozwigzania. '

Pewng wskazéwky mogg tu by¢ niniejsze rozwazania, jednak w kazdym
- przypadku warunki konstrukeyjne decydujg o sformufowaniu zadania. Nie
mozna stwierdzi¢ np. ogélnie wyiszosei ksztaltowania za pomocy kilku wa-
runkéw nad ksztaltowaniem tylko wedlug jednej nieréwnosci, czesto bowiem
w zagadnieniach praktycznych tylko wysokosé belki lub gruboéé plyty mogsg
by¢ zmienne wzdluz rozpietodei. Jednakze i wéwcezas nalezy wyznaczyé ksztalt
optymalny spoéréd innych mozliwych w danych warunkach. ;

Rozwigzemy teraz kilka zadah o wyznaczaniu ksztattu belek przZez wy-
réwnanie naprezen na krawedziach. Zadania zostaly dobrane w ten sposéb,
aby ilustrowaly rézne sposoby traktowania zagadnienia. Rozpatrzymy jedynie
przypadki wyréwnywania naprezefi na jednej lub dwéch krawedziach.

4. Wyznaczenie zmiennej wysokaicei belki oraz polozenia sity spreZajacej

Rozpatrzmy belke przedstawiong na rys. 3.
Szerokos¢ belki b jest stata wzdluz rozpictosci. Wysokosé belki a{x) oraz
rzedne sily sprezajgcej v = y(x) sg poszukiwanymi funkcjami niewiadomymi.
: ' I

e M T T T AT T

Sl e

. 1@
| )

Rys, 3

Funkcje te wyznaczymy z dwéch réwnan otrzymanych z nieréwnodci

(3.6) i (38): '
(4.1) . o —gh-a, = —c,,
(4.2) —ah+a,+o, = —c,.
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W ten sposéb w stanie bezuzytkowym naprezenie na dolnej krawedzi bedzie
stale i réwne —c,. Wartoéé ta odpowiada dozwolonemu napr¢zeniu na $ciskanie.
W stanie uzytkowym napreZenie na tej’ krawedzi bedzie rdéwne minimalne;
wartodci naprezenia od $ciskania —c¢;, co ma przeciwdzialal wystepowaniun
rozciggania w betonie.

Réwnanie (4.1) i (4.2) mozna napisa¢ w nast¢pujacej postaci:

[45:3

(4.3) %[xfadx—fa(xﬁé)df]wﬂm-—ﬁb: —ts,

ath a

@b a? ah ab

gy P o [x fa dx_.fa(_x—nf)df] _ M N

0 0

Po odjeciu réwnan stronami otrzymamy

(4.5) a=a(x) =1+ ‘/W =k a]/x(l ®).

Utamek pod pierwiastkiem jest zawsze wickszy od zera; tylko znak plus
przed pierwiastkiem odpowiada warunkom zadania.

Funkcje y(x) wyznaczymy z réwnania (4.3):

1 : 2h b —— 2] i
R P e

2 3 1
—i—g(x —é)arc sin@ir”g—;j-

Podobnie jak w pracy [3] otrzymalismy belke o zerowej wysokosci w punk-
tach x = 0 i & — /. Wynik ten jest spowodowany pominigciem wplywu sit
stycznych. Praktyczne znaczenie moga mie¢ funkcje a(x) i ¥(x) z pominieciem
otoczenia punktéw skrajnych, gdzie naleiy wartosci a i y wyznaczy¢ badZ
z innych warunkéw wytrzymaloéciowych, badZ tez z warunkéw konstrukeyjnych.

Wskazany sposéb postepowania jest stosowany powszechnie przy wy-
znaczaniu wysokosci i mimo$rodu w belce o stalej wysokosci. Wowczas jednak
tylko przekréj $rodkowy bedzie posiadat na dolnej krawgdzi naprezenia w obu
stanach rowne skrajnym wartodciom —¢; 1 —¢p We wszystkich pozostalych
przekrojach naprezenia na dolnej krawedzi nie osiagajg wartosci dozwolonych.

Zgodnie z podstawowymi twicrdzeniami ksztaltowania wytrzymaloscio-
wego, [1], powigkszanie przekrojéw elementéw w punktach, w ktérych panujg
wigksze napreZenia, i zmniejszanie ich w punktach mniej obcigzonych przy
zachowanin stalej objetofci zmniejsza potencjal elementu. Zmieniajgec w ten
sposéb ksztalt elementéw osiagniemy rozklad napreZed zgodny z warunkami

(4.1) i (+.2).
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Belka okredlona réwnaniami (4.5) i (4.6) odpowiada wiec minimum po-
tencjalu przy danej objetosci elementu konstrukcyjnego. Minimum to nalezy
traktowac w sposob wlasciwy, co wymaga zwrécenia uwagi na przyjete warunki
1 zastrzezenia dotyczgce sposobu okredlenia standw obcigzeniami oraz para-
metréw ksztattu belki.

Przyklad liczbowy. Wyznaczymy funkcje a
danych: & = 0,4 m, y = 2,6 t/m, p
{=10m, N=120t.

(*) i y(x) przy nastepujacych
=40 t/m, ¢; = 50 t/m, ¢, = 550 t/m,

Rys, 4

Po podstawieniu wartosci liczbowych do wzoréw (4.5) i (4.6) otrzymamy
wykresy funkcji przedstawione na rys. 4, na ktérym linia ciggla oznacza prze-
bieg funkecji a(x), a wigc krawedZ dolna belki, za¢ linia przerywana stanowi
wykres funkeji y(x) okreslajacej polozenie kabla sprezajacego.

" 5, Wyznaczanie zmiennej wysokofci belki przy stalej rzednej sily spreZajacef
Rozpatrzmy belke sprezong kablem prostoliniowym o stalej wielkodci sily
sprezajgeej. Nalezy wyznaczyé zmienng wysokosé belki a(x). Szerokoéé belki &
i poloZenie kabla sprezajgcego. y, sa state wzdiuz rozpigtodel belki,

v
e
TP T TR O T

e
v

Rys. 5

Funkeje poszukiwang @ = a(x) wyznaczymy z warunku wyréwnania na-
prezen na dolnej krawedzi belki w stanie uZytkowym do wartodci —e. W ten

sposéb w stanie obcigzonym w belce nie beda wystepowaly naprezenia roz-
ciggajace. - 2 ' : : ‘

239



7 warunku wyréwnania naprezen na dolnej kraWdei otrzymujemy réwnanie

33 Gy f 6N 2’V
o0 e e Fon O fase e e
[+]

Po uporzadkowaniu réwnania i dwukrotnym rézniczkowaniu  wzgledem
zmiennej niezaleznej x otrzymamy podobnie jak w pracy [6]
(5.2) 6p-+6yba—2Na" —2bc(a’*+aa’") = 0.
Rozwigzanie rownania catkowego (5.1) jest réwnowazne rozwigzaniu rowna-
nia (5.2) przy nasteépujacych warunkach brzegowych:
6Ny, —2Na(0)—a(0)oc =0,

, [
G 41 —3pl— Gybjmadx —2Na'(0) — 2a(0) @' (0Ybe = 0.

W ten sposéb sformulowane zadanie jest analogiczne do rozwigzanego
w pracy [6] p. 3.1, przy czym roznice w warunkach brzegowych wynikaja
z odmiennego sposobu podparcia belki. Skorzystamy tu wicc z podanego tam
rozwigzania po Wprowadzemu zmiany oznaczen. Ostatecznie otrzymamy
analogiczne rozwigzanie zadania w postaci fankcji odwrotne]

" (bca+N)da
V6 f s gy 1 e
3 YBrea® 5 (phe+ Nyb)a* | Npa-t¢

(54 x=uzx@=c+ =

Zardwno dodatni jak i ujemny znak w. obu etrzymanych wzorach odpo-
wiada warunkom zadania. Rozwigzanie bedzie symetryczne wzgledem prostej
x =12

Stala ¢ wyznaczymy 2z drugiego Z warunkow (5.3):

2

| 5 3 o3 [ ads
‘O =~ gty

a po podstawieniu do (5.10) dla [da/dx],_, == @'(0) znajdziemy

™

' 12 2
£= w%ybﬂcas(ﬁ)—%(pbc+Nyb)a2(O)—Npa(0)+ ( pl—|—3ybf adx) .

Aby obliczy¢ wartoéd liczbowg staleJ c, ustahmy oqutosc tworzywa, z ktorej
uksztaltujemy belke, Przeto

(5.5) &= —:1; yB2ca®(0) —7 (pbe+ Nyb)ar(0) — Npa(0) +»1- (Pl VY-
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Funkcje a(x) w punkcie x = 0 okredlimy z pierwszego z ‘warunkéw (5.3):

N bey,
(5.6) a(0) ﬁ@c(—lil/1+6ﬁ) -
We wzorze tym tylko dodatni znak przed pierwiastkiem odpowiada warunkom
zadania. : - : -

Staly T wyznaczy¢é mozna z warunku zgodnosci: x[a(0)] = 0.

Rozwigzanie zadania w postaci (5.4) nie pozwala na bezposrednie wycigg-
nigcie wnioskéw o ksztalcie belki; bedzie to mozliwe po wykonaniu przykladéw
liczbowych.

O praktycznej stronie zadania mozna zauwazyd, Ze jedna funkcja niewia-
doma wystepuje w przypadkach, gdy ze wzgledéw na wykonanie nie chcemy

stosowaé kabli krzywoliniowych, Wéwezas zmiane mimosrodu uzyskaé mozna
: przez zmiang wysokosci ksztaltowanego elementu wzdhuz rozpigtodci. Taki
uklad bywa czesto stosowany w przypadkn nognej plyty sprezonej, gdzie po-
trzebry mimosréd moze byé uzyskany przez zmiang ksztaltu plyty przy po-
zostawieniu prostoliniowego kabla. '

W zadanju wystepuje tylko jedna funkcja niewiadoma okreslajaca ksztalt
clementu, przeto naprezenia mogg byé wyréwnane tylko na jednej krawedzi.
Obranie krawedzi oraz stanu obciaZenia, w ktérych nastgpuje wyréwnanie,
- podyktowane jest przez warunki zadania,

W rozpatrywanym przypadku wyréwnano naprezenia na dolnej krawedzi
- w stanie uzytkowym do wartodci —c. Wartodé ta odpowiada minimalnemu
_ naprezeniu dozwolonemu, ktére zabezpiecza przed powstaniem rozeiggania
’ w betonie. Na gornej krawedzi naprezenie jest wiclokrotnie wieksze i powinno
byé sprawdzone niezalesmie od ksztattowania belki.

W stanie bezuzytkowym na.dolnej krawedzi wystepuja dciskania o wartodci
- bezwzglednej wicksze] od ¢, za§ na gbrnej krawedzi naprezenia $ciskajgce -
- mniejsze od wystepujacych w stanie uzytkowym. W przypadku duzego wplywu
- obcigzenia uwiytkowego w stosunku do cigzaru wilasnego nalezy sprawdzié,
- czy beton na gornej krawedzi w stanie bezuzytkowym nie jest rozciggany.
- Rozwazania na temat wplywu obcigzenia uzytkowego przedstawiono w p. 8.
Wida¢ stad, ze ksztaltowanie belki o jednym parametrze zmiennym ma
 charakter jednostronny i nie gwarantuje wladciwego ukladu napregert bez za-
tozert dodatkowych odnognie sposobu obcigzenia, Tym niemniej wyrdéwnanie
-naprezed na jednej krawedzi pozwala na najwlasciwsze rozloZenie materiatu
“wzdhuz rozpietoscei.

Przyklad liczbowy. Wyznaczymy wysokosé belki a(x) przy nastepujacych
‘danych: b = 0,4 m, p=3 tim I=10 m, ¢=50 tim? y = 2,6 t/m?
N =150 t. A

- Ragdna sily sprezajace] jest wielkoscia stalg v, = 0,55 m. Obj¢toéé tworzywa
przyjmujemy réwng V == 3,75 m?, a stala ¢ obliczamy ze wzoru (5.5):c= —347,4.
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Ze wzoru (5.6) wyznaczamy wysokos¢ przekroju na podporze a(0) = 1,50 m.
Rzedne poszukiwanej funckji a(x) obliczamy metodg RuneeGo-Kutra,
Przebieg funkcji oraz wartodci poszczegélnych rzgdnych pokazano na rys. 6
Nalezy zauwazyé, ze w rozwigzanym przykladzie w stanie bezuiytkowym
wystgpia miewielkie rozciggania na gérnej krawedzi belki. Wobec tego nie-
réwno$é (3.1) nie jest tu spelniona. W rozwigzaniu ptaktycznym taka sytuacja

g8 @ 42 83 a4 65 g6 &) a8 a9 Af M

= oy e~

~1 . 1 _Q =) &5 ci_w._"_stf _ﬁ“S:I" =1 o LE"
,—‘-__—l—-—

afx} Rys. 6

nie moglaby byé uznana za niebezpieczng dla belki, poniewaz rozcigganie
ulegad bedzie szybkiemu zmniejszeniu wraz ze spadkiem sity sprezajacej z uply-
wem czasu, jak réwniez wobec ustawienia obcigzer stalych jak np. budowy

nawierzchni na pomosdcie mosty, co nast¢puje zwykle niediugo po sprezeniu :
belki.

6. Wyznaczenie zmiennej szerokosel belki, gdy dane jest poloZenie sily sprezajacej

Rozpatrzmy belkg sprezong kablem o trasie krzywoliniowej parabolicznej:

(6.1) y :%[% x([——x)—f—l].

Sita sprezajgca jest stala wzdluz rozpietodci belki, Wysokodé belki a jest .
stala, natomiast szerokod¢ b = b(x) jest funkcja poszukiwang. Belka jest pod-

P
Mﬂmﬂﬂﬂiwm o
h}?""-———_- _-_____.__,__:LA"T; x
: iy

. Rys. 7

dana dziafaniu obcigzenia uzZytkowego p, réwnomiernie roztozonego, oraz
cigzaru wlasnego.

Funkcje poszukiwang b = b(¥) wyznaczymy z warunku wyréwnania na-
prezen na dolnej krawedzi belki w stanie uzytkowym do wartodel —e.
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Ksztalt trasy kabla sprezajgcego poprowadzono dla uproszezenia rachunku
w taki sposob, aby w érodku rozpietoéci belki byla ona styczna do dolnej kra-
wedzi, Pomini¢to tu konieczng warstwe betonu ochronnego.

Wyréwnanie napregen na dolnej krawedzi wymaga spelnienia nastepujg-
cego warunku: ’ '
g N(6y—32) N
f bdxﬁéf b — §)d§]— o=

b

Ipx(l—x) Gy
—ar Tw|”
lub
’ 2 *
(6.2)  3px(l—x)+6yaln f bl — f b(x— £)dE] —6Ny+2Na-ta’be — 0,
o

L]

Po podstawieniu obranej funkeji y(x) otrzymamy

' {2 T
(6.3) (1_2;’2&@; 3}5) (lxﬁxz)—()ya{xf bdx—f b(x-f)d§]+Na —ahe — 0.
0 Q

Réiniczkujac dwukrotnie wzgledem zmiennej niezaleznej znajdziemy

24N 6p )

acl? ac

(6.4) b -5 —(

ac

Rozwigzanie réwnania catkowego (6.3) jest rownowazne rozwigzaniu réwna-
nia rézniczkowego (6.4) przy warunkach brzegowych

( —Nataich(0) =0,

1
(6.5) % 12Na
' 1

Ia

~3pl—6ya f bdx —a%ch (0) — 0.
RS

Catky ogdlng réwnania (6.4) jest funkcja

]/6?’- ~z1/ 5
ac

e —}—Ble R

‘ 4N p g
6.6) b= 7y —?_y—JrAle
gdzie A; i By sy stalymi, ktére wyznaczymy z warunkéw brzegowych (6.5).
Calka réwnania (6.3) posiada postaé nastepujgca:

(I-—T)l/E —a LT
_) e ac +e ac
ay vy
I4e " %

O obranej krawedzi, na ktérej wyréwnano naprezenia, wypowiedzieé mozna
uwagi podobne do uwag w p. 5. Zadanie mialo na celu przedstawienie zmien-

- AN p [N 4N
(6.7) b= (
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nogci szerokodei belki przy stalej wysokosci. Paraboliczna trasa kabla sprezaja-
cego jest czgsto uzywana w belkach swobodnie podpartych 1 obcigzonych
w spostb ciggly, poniewaz posiada ksztalt wieloboku sznurowego obcigzen

Belki o zmiennej szerokosci sg rzadko stosowane ze wzgledu na koszt
wykonania, Tstniejgce konstrukcje tego rodzaju to przewainie belki poprze-
czne w mostach o znacznej szerokodci pomostu i ograniczonej wysokosci
ustrojowej. a

Prazyklad liczbowy, Wyznaczymy ksztalt belki przy nastepujgcych war-
tosciach parametréw: a==0,8 m, p = 0,5 tjm, I =10 m, ¢ = 50 t/m?, y =
= 2,6 i/m? N =120 t.

Lok
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o
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=

5%
Rys. 8
Po wprowadzeniu tych wartoéci do wzoru (6.8) otrzymamy
0,433 (00,6245 —20,6245
b= 0,067+W [6 € ].
Wykres funkeji b(x) przedstawiono na rys. 8.

7. Wyznaczenie zmiennej szerokosci belki oraz polozenia sily spreiajacef

Rozpatrzmy belke o stalej wysokosel @ oraz ziienne]j szerokoéci b(x), spre-
zong kablem o stalej sile sprezajgcej. PoloZenic kabla w przekroju poprzecz-
nym y(x) jest druga funkejg poszukiwang (rys. 9).

Poszukiwane funkcje wyznaczymy wyréwnujac naprezenia na obu kra-
wedziach belki w stanie uzytkowym do wartoscl —p 1 —&y.

Otrzymujemy stad dwa réwnania

112 &z

(71)  —3ple-p3psGyafx | bdw— [ be—E)dE]-+6Ny—4Nat-cxa®h =0,
o o0

o x

(7.2)  3plu—3par+-6yalx [ bdx— [b(x— E)dE] —6Ny+2ZNatea®h = 0.
) J
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Po dodaniu réwnar stronami otrzymamy

2N :
_— 2 - — - e
(7.3) 2Na+a b(cl_;_f:a) 0, a7 0, b a(CI 02) = CONnst,

a zatem belka posiada stale wymiarj wzdluz rozpigtosci. Podstawiajac zaieinoéé
(7.3) do réwnania (7.2) wyznaczymy poszukiwang funkcje y(x)°

0 =it ) e,

Na tym kofczy si¢ pierwsza ezqéc’ zadania polegajgca na wyznaczeniu
dwoch funkeji z warunkéw (3.3) i (3.4).

P
Ve
O O T T
——
,'v"‘-sl: ___________________ —]"’TV X
& >
| L ]
=n [~ ]
y :

Rys. 9

Rozpatrywang belke uksztaltujemy powtdrnie wychodzac bezposrednio
z warunku minimum potencjalu odksztalcenia sprezystego przy zachowaniu
stalej objetosdci.

Celem-tego rozwazania bedzie wykazanie zbieznodci obu drég ksztaltowa-
nia: zadanie to ma charakter-teoretyczny, jak to wskazuje ulklad naprezen
niecelowych praktycznie.

Potencjal catkowity belki pochodzacy od zgmama i dciskania oraz objgtosdd
belki okreélone sa wzorami:

(7.5) Uw;3f [%px(l—x)Jr
yz ‘ ' '
+ya[ fbdx fb(x §)d§] ( )] detmp ZE (ix,
(7.6) ' ' V:aflbdx.‘ :
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Warunkiem minimalnej wartosci funkcjonatu U przy stalej wartosci funkcjo-
natu ¥V jest réwnanie

0]
7.7 o - [U—Kb] =0.
.7) o UK
Stad otrzymamy . '

if2 T

% px(l-x)—f—ya[x f bdx— f b(x~§)d§:| wNqu%Na -0,
[} 0 :
Po podstawieniu do réwnania (7.5) mamy

I
' N dx
(7.8) U= | T

Drugi warunek minimum mozna napisa¢ w postaci
(7.9) -9 (U—Kb) =10
. S5 = 0.

Réwnania (7.7) i (7.8)"stanowig uklad réwman BEULERA, ktérego rozwigza-
niem s3 dwie poszukiwane funkcje b(x) 1 y(x), okreslajace minimum funkcjo-
nalu U przy stale] wartodei V.

Z réownania (7.9) otrzymamy

N2
(7.10) — —K =0.

Nalezy zauwazyd, Ze warunkiem minimum jest zerowa warto$c¢ tego sktadnika
potencjatu, ktéry zwigzany jest z momentami zginajgcymi. Istotnie, gléwna
czg$¢ potencjalu w belkach zginanych pochodzi, jak wiadomo, od momentéw
zginajacych. Sprowadzenie do zera tego sktadnika redukuje wartodé potencjatu
do wielkosci - drugorzednych. Analogiczna zupelnie sytuacja wystepuje w kla-
syczaych zadaniach o ksztattowaniu osi tukéw. .

Jezeli wykorzystamy tu funkcje ¥ 1 & wyznaczone poprzednio, (7.3) 1 (7.4),
to otrzymamy

- Nag, 1 -
(711 e tey teNa=0,
(7.12) B K = %-az(clﬂfcz)z.

Z réwnania (7.11) otrzymujemy bezposrednio warunek

(7.13) =y =C.
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W tym przypadku obie poszukiwane funkcje przybierajg postaé

' N
(7.14) b=—,
7 1 (ptyab)® 1 x x\* )
(7.13) y=gat QN—‘[T”(T)

. Okazuje sig, ze funkcje otrzymane z warunkéw wyrdwnania naprezen
na krawedziach spelniaja réwnania EULERA przy zachowaniu réwnodci (7.13).
Wowezas istnieje calkowita zbieznoéé pomiedzy obiema przytoczonymi drogami
ksztaltowania. Minimum potencjalu odksztalcenia spreiystego przy stalej
objetosci tworzywa odpowiada warunkowi wyréwnania potencjalu jednostko-
wego we wszystkich punktach belki. PoniewaZ naprezemia w przekroju po-
przecznym belki rozkladajg si¢ prostoliniowo, przeto zbieznod¢ wystepuje
wtedy, gdy we wszystkich punktach belki naprezenia normalne posiadaja
staly wartoéd ¢.

Wykazana zbieznoéé jest dobrg ilustracja ogdlnych twierdzen ksztaltowania
wytrzymato§ciowego, [1]. Ograniczenia ksztaltu wprowadzone tu przy formu-
lowaniu zadania umozliwiajg osiggnigcie calkowitego wyréwnania naprezen
i stan ten odpowiada minimum potencjate. W rozwigzywaniach praktycznych
nie zawsze jest to mozliwe. :

Nalezy jednak zauwazy¢, ze w belce spreZonej ksztalt minimalny, ustalony
ze wzgledu na potencjal odksztalcernt betonu, nie jest réwnoznaczny z opty-
malnym ksztaltem belki ze wzgledu na koszt materiatu zuzytego na jej wyko-
nanie. Doprowadzenie bowiem do ksztattu minimalnego nie zawsze jest mozliwes
a pocigga za sobg znaczne powickszenie sily sprezajgcej lub mimoérodu.
Belka sprezona, w ktérej we wszystkich punktach naprezenia normalne s3

jednakowe, nie jest belka ekonomiczng, gdyz dodatkowa wielkos¢ sity spreza-
* jacej zostala zuzyta na zmniejszenie naprezen dciskajacych na jednej z krawedzi.
Okazuje sie wigc, 2e przy jednozpacznym wyznaczaniu optymalnego ksztaltu
belki sprezonej z warunku minimum potencjalu nalezy uwszglednié réwniez
potencjal proporcjonalny do odksztatcen stali sprezajgcej. W skrajnych przy-
padkach czynnik ten moze mieé powazne znaczenie.

Przykiad Hezbowy. Wyznaczymy ksztalt kabla sprezajgcego w belce przy
nastgpujgcych parametrach: a= 0,8 m, p = 0,5 t/m, /=10 m, ¢ = 50 t/m?
p =26 tfm? N =20 t.

Po wprowadzeniu tych wartosci szczegélnych do wzoru (7.15) otrzymamy
funkeje

. x  fx
¥ (x) = 0,44-3,85 [T—(uf) ] .
Wykres funkeji y(x) pokazano na.rys. 10.
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Okazuje si¢, ze przy obranych parametrach takich jak w poprzednich:
przykladach w belce gromadzacej minimum potencjatu kabel sprezajgey znaj
duje sie poza betonem.

a0 87 gz 83 04 45 66 67 88 08 40 *4
p=-¥
8
21N 1 8
A 8
o E siﬁ
FAS &§ ‘\\ //§ AN
o g ©
=~ g\\___ ___.—G §
g eTws =2
“OF g o § <
= :3. A
fy
Rys. 10

Przyklad ten wskazuje na konieczno$é odstepowania od dokladnego spel-
nienia warunku na minimum. W zadaniach praktycznych nalezy wiec dazyd.
do takiego obrania warunkéw, aby otrzymana belka posiadata ksztalt zgodny
z jej przeznaczeniem. W takim przypadku jednak otrzymamy minimum
wzgledne i ksztalt optymalny w danych warunkach

8. Ksztaitowanie belek na cigzar wlasny

Przy rozpatrywaniu belek sprezonych w dwoéch stanach obcigzenia powstaje
pytanie, czy sluszne jest przedstawione tutaj sformulowanie zagadnienia.
Ograniczenie ksztaltowania do jednego stanu uprodciloby znacznie rozwigzania
zaréwno rachunkowo jak i pojeciowo. W analogicznych zagadnieniach Ksztal-
towania osi tukéw niecelowodé uwzglednienia obcigZenia uzytkowego zostala
udowodniona. : :

Ksztaltowanie belki prowadzimy przez wyréwnanie naprezef, opisane
w p. 113, Naprezenia. powinny byé wyréwnane do takich wartodci, aby
zapewni¢ bezpieczenstwo elementu oraz dobre wykorzystanie tworzywa. Po
uksztaltowaniu belki z takich czy innych warunkéw nalezy sprawdzi¢ wytrzy-
malto$é belki w poszezegdlnych miejscach i stanach, w ktérych bezpieczefistwo
nie wynika bezposérednio z warunkéw ksztaltowania. Wydaje si¢ rzecza celowa
dobieranie warunkéw ksztaltowania w taki sposéb, aby sprawdzenie wytrzy-
malo§ciowe wykazywato wystarczajace bezpieczefistwo, nie zad koniecznoé
zmiany wymiaréw. Jest to mozliwe tylko w przypadku wyréwnania naprezen
do takich wielkodci, ktére zachowujg pewne zapasy w stosunku do naprezeh
dozwolonych w betonie. '

Rozpatrzymy pod tym kgtem widzenia ksztaltowanie belki z uwzglednie-
niem tylko cigzaru wlasnego pomijajac obcigzenie uzytkowe.

Niech w dowolnym symetryczhym przekroju poprzecznym belki napre-
zenia bgda przedstawione wykresami jak na rys. 11.
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Jezeli belke uksztaltujemy w stanie bezuzytkowym na wyréwnanie napre-
zen —o} , to trzeba bedzie sprawdzi¢, czy pozostale trzy naprezenia nie prze-

kraczajg granic dozwolonych. Dotyczy to naprezen —a3, —ah i —aj .
Sfan’t §tan 2
O . i -a;
""% 'E,;V . —54 'Gz
5. 11

Rozpatrzmy najpierw naprezenie —af:

(8.1) ai= —a,taj.
Naprezenie —o, jest znane co do znaku i wielkodci, natomiast of jest
zalezne od polozenia sily sprezajacej w przekroju i znajduje sie w przedziale

1 )
(8.2) 70& = — oy = —al.

Wobec wyréwnania naprezenia —ob do wartodci zapewniajgcej $ciskanie
" na dolnej krawedzi zachodzi nieréwnoéé

(8.3) oh == o,

Z zaleznosdci (8.2) i (8.3) o3 < 0 wynika warunek,
(8.4) ol < 2a,

Jezeli nieréwnosei (8. 3) i (8.4) sg spelnione, to
(8.5) o a, <o}, dt <a,
przeto ; S )

(8.6) ' o, <O

Naprezenia w stanie 2: o} i o} r6znig si¢ od naprezen w stame 1
o wartoci 4 a, 1 spelniaja nierdwnosci

(8.7) —o, 2o —aa, 0Zd> o,

Naprezenia o} i of nie przekroczg wige granic dopuszezalnych, jezeli
parametry wyjsciowe zadania zostang odpowiednio dobrane w stosunku do
wytrzymalodci tworzywa belki, Nie wprowadza to dodatkowych warunkéw
~do naszego zadania.

Okazuje sig, ze do spehnema pozostatych trzech warunkéw przy ksztalto-
waniu na Wyrownama naprezenia af potrzeba, aby naprezenie od cigzaru
uzytkowego bylo nie wigksze od naprezenia od cigzaru wlasnego,

(8.8) ' o] <|og
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Warunek ten jest spetniony w elementach, w ktérych decydujaca role
odgtywa cigzar wlasny. W tych przypadkach mozna belki ksztaltowad uwzgled-
niajgc tylko jeden stan obcigzenia. W belkach mostowych z betonu sprezonego
odpowiada to wigkszym rozpigtodciom podporowym. Mozna nawet wyznaczyé
pewne rozpietoécl graniczne, powyzej ktorych nieréwnoéé (8.6) jest spelniona.
Rozpigtodci te beda zalezne od wielkodcei obcigzenia nzytkowego i innych pa-
rametréw zadania, jednak na ogédl przy rozpatrywaniu ksztaltu belek mostdw
$redniej 1 duzej rozpietodci mozna pomch wplyw obciazenia uzytkowego.

Rozwazania powyisze nie wyczerpuja zagadnienia i wskazujg tylko na
mozliwodé i celowodé ksztaltowania belek w jednym stanie obciazenia,
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Pesmonme

OIIPEIEAEHUE ©OPMbI MPEIBAPUTEJILHO HATIPAXEHHBIX BAJIOK
TIVTEM BBLIPABHEHUSA KPAHHIY HATIPKEHIE

Temoii paboTel ABIgeTcs oupemencnue (HopMbI M30CTATHYECKRX npeaBa-
PUTENBHO HAHPOKEHHBIX  0arnokK. PaccMaTpHBAOTCA J{BA COCTOAHHA HWATPYSKA
Ganox.

B nepBom cocTosHEM GaNKa HAXOMMTCA IO BAMsHMEM COBCTBEHHOTO Beca
H YCHINSI HANPSDKEHMs APMATyphi, & BO BTOPOM — GaiKa BOCHPHHHMACT TAK-
e M II0JIC3HYI0 HArpy3KY.

<Dopma GaiKE ONpPENENACTCA U3 YCHOBHME BLIPABHEHWS KpalHMX SHAYCHAH
HOPMAIbHbIX HalpsDKCHHHR B0/ IpoieTa fanKu. DTH YCIOBHA B WHCIE UETHIPEX,
B oflmem ciyuae He BCe IPETOAHLL OIS OOpENeNeHus (hopmbl fanxu. JTO 38-
BHCAT B 3HAUWTENLHOH CTEICHHM OT OTHOUICHHA COOCTBEHHOIO Beca K IIOJNE3HOH
HACPySKe; 9acTO JOCTATOUHO MCIIONB30BATh OJHO KM JiBa ycaosud. B wacra 8
MOKA3BIBAETCA, yto NpH Ganxax ¢ GONLIUMMY NIPONETAMH, KOIa ITABHYIO pPOIb
ArpaeT coBCTREHHBIH Bec, Nenecocfpasupm OyIer ONpeaennTs (Gopmy GaKH TOIBKO
B HArDYKEHHOM COCTOSHNH. '
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B paGore pemmaercss HECKONBKO 3a/1a¥, HPEJCTABIAT OLPCHEIEHMS (popmm
GanoK B COyUafxX, KOTJa:

~— HCKOMbIMH DYHIIHAMA SIBAAIOTCA BBICOTa banxu a(x) B opaumara VCHIHA
HATIPSYKEHHS apMatypel y(x), (4. 4);

— CJIeyeT ONPEJIEIUTh BBICOTY Banxu a(x) TpH  MOCTOAMHOM  TIOJIOYKCHWH
YCHTIMST HANpsDKEHus! apmatyper (4. 5);

— HCKOMOH (yHRIHElH ABITeTCA nepémeHHaH muprHa Banxu A(x), a opmm-
HATA CHUIH] OTPERENAETCS fAAHHOH dymmnumedt y(x) (4. 6);

— HCKOMBIMU (QYHKIMAMYA ABTIOTCA IMpHHa Oankn  b(x) ¥ opjmmara
VCHINA HAODKERHS apMaTypel v (x) (4. 7).

B u. 7 pmaeTcs Kpome TOTO IIPEMEDP CXOJMMMOCTH JBYX METOJIOB ONpPENEIIeHHsI
Gdopmbl OANOK, & MMEHHO METO[2 BHIDABHCHMA KPafHUX SHaueH#H HOPMANBHBIX
HANPAXEHNH ¥ MeTolla HEeIOCPEICTBEHHORO UPHMCHEHHA YCNIOBHA MHHHMA II0-
TEHITHANA YOPYTOH Ae(OpMAaIIHI, NPk COXPAHCHHH OCTOSHHOTO o0heMa MaTepHana.
278 CXOTMMOCTh ABJIACTCS WHOI7IA MEHee OTJYeIuBOH, BBHAY A0GABOUHOTO Orpa-
HHUCH U GOpMLI, BLITCKAIONIETO OOLIYHO H8 YCAOBHHM IPAKTHYECKHX I[IpHME-
HeHUH,

i
I
i
i
!
i

He yreepycias 910 BO BCAKOM CIy¥ae BBHIPMKCHWE HAlpSIAdCHHN ABIIAETCT
eIMHCTBEHHEIM Criocofom ompedencHHA (OPM UPEABAPHTENLHND HANIPSIKEHHBIX
fanox, B paboTe NPHBOAMTCA IPEMEHEHHE 3TOTO METOAA, 4 TAIOKE &re CRAISh
C IIPOBEPKOE NIPOYHOCTH (OPMHPOBAHHBIX SMEMEHTOR.

Summary

THE DESIGN OF PRESTRESSED BEAMS BY EQUALIZING
THE EXTREMAI STRESSES

This paper is devoted to determination of the shape of prestressed con-
crete isostatic beams, Two states of load are considered.

In the first case, the beam is subjected to the action of its load and the
prestressing force. In the second state, the beam also carries a useful load.

The shape of the beam is determined from the condition of equal extreme
values of the normal stresses along the span of the beam. These conditions,
which are four in general, are not always all needed for the determination of
the shape of the beam. This depends to a considerable degree on the ratio c
of own weight to the useful load; it frequently suffices to use one or two con-
ditions. In Sec. 8, it is shown that for beams of considerable span, where the
dominating role is played by own weight, it is reasonable to determine the
shape in the unloaded state.

Several problems are solved, showing the determination of the shape of |
the beams in cases where functions sought for are
— the beam.height a(x) and the ordinate of the prestressing force;
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— the beam height a(x), with constant position of the prestressing
force (Sec. 3);

— the variable width of the beam b(x), the ordinate of the force constituting
a given function y(x) (Sec. 0);

— the beam width &(x) and the ordinate of the prestressing force y(x)
(Sec. 7). In addition, in Sec. 7, the convergence of the two methods is shown
by equalizing the extreme values of the normal stresses and directly, from
the condition of minimum potential of elastic strain for a constant volume
of the material. 'This agreement is sometimes less distinct in view of
additional limitations on the form following from the conditions imposed:
usually by practice. It is not maintained that the method of equalizing the
stresses is the only possible for the determation of the shape of prestressed
beams. A description is given only of the application of this method and its
relation to question of verification of the strength. ‘
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