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1. Uwagi wstepne

Artykul niniejszy jest kontynuacja prac [1] i [2], w ktérych rozpatrzono
elementarne przypadki wyboczenia gietnego i skretnego preta dwuteowego
z uwzglednieniem odksztatcalnoéci przekroju poprzecznego. Rozwiazania
uzyskano w nich na drodze stosunkowo prostej, poniewaz zagadnienia nie
wymagaly nawigzania do teorii pretéw cienkodciennych. W przypadku preta
ceowego, bedgcego przedmiotem tej pracy, zwlaszcza dla jego wyboczenia
gietno-skretnego, konieczne jest wykorzystanie teorii pretéw cienkosdciennych;
dlatego metoda podana tutaj ma charakter ogélny i daje mozliwo$é uzyskania
rozwigzania dla wszelkiego rodzaju przekrojéw poprzecznych w granicach
okreslonych niZzej wymienionymi zalozeniami.

Rozwazamy pr¢t wykonany z materiatu sprezystego, podparty na obu
koficach przegubowo i w sposéb dopuszezajagcy swobodne spaczenie prze-
krojéw skrajnych. Zaloiymy, ze przekroje te zaopatrzone s3 w niepodatne
w swe] plaszezyZnie przepony poprzeczne, dzieki kiérym nie mogg ulec od-
ksztalceniu. Dla uproszczenia obliczen przyjmiemy, ze pétki sa nieodksztal-
calne w plaszczyZnie przekroju po- -

przecznego; w praktycznie waz- a b ¢
nych przypadkach pélki s3 na ogét —
waskie, a grubosé ich-przekracza i

znacznie grubodc drodnika; wow- ?]:
czas zalozenie to nie powinno
budzi¢ zastrzezen. Natomiast w L
przypadku pélek szerokich Iub ;
cienkich traktowanie ich jako pre-
tow moze prowadzi¢ do powaz-
niejszych bledéw i wymaga uwzglednienia ich odksztalcen plytowych, co bedzie
przedmiotem oddzielnego opracowania, :
Przemieszczenia punktéw przekroju poprzecznego w jego plaszczyinie
dadzy si¢ opisa¢ w ogblnodci czterema wielkosciami: trzema skladowymi (por.
rys. la), odnoszacymi sie do odksztalcenn pretowych [dwoma skladowymi
przemieszczenia &(x), n(x) i kgtem obrotu @(x)], oraz dodatkowym ugieciem
plytowym w(x,y) (rys. 18), okreslajacym znicksztalcenie przekroju. Ugigcie
to jest skierowane w kazdym punkcie prostopadle do $cianki preta (poniewaz roz-
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patrujemy zagadnienia statecznosci) i jest nieskoriczenie male. Jezeli zatem przyj-
miemy wszystkie zalozenia teorii pretéw cienkoéciennych z wyjatkiem zaloZenia
nieodksztalcalnosci przekroju poprzecznego, to dojdziemy do wniosku, ze
znieksztalcenie przekroju nie wplywa tu bezpoérednio na rozklad naprezen
nermalnych o i stycznych v pochodzacych od zginania i skrgpowanego skreca-
nia, ktére podlegaja przeto ogélnym prawom teorii pretéw cienkosciennych.
Whniosek ten stanowié bedzie w dalszym ciggu podstawe naszych rozwazan.
Wskutek wzmiankowanego poprzednio zalozenia nieodksztalcalnoéei pélek
zachowujemy jako niewiadome tylko znicksztalcenie $rodnika, wyznacza ono
bowiem znieksztalcenie przekroju w obrebie polek (rys. 1e).

Ograniczymy si¢ do zbadania wplywu znieksztalcenia przekroju poprzecz-
nego na znane postacie wyboczenia preta przy $ciskaniu silz osiowy: gietne
wyboczenie EULERA 1 wyboczenie gigtno-skretne. Pierwsza z wymienionych
form utraty statecznoéci cechuje symetria odksztalcent pretowych, drugy ich
antysymetria, W zwigzku z tym r6wniez znieksztalcenie przekroju nalezy
w pierwszym przypadku przyjaé symetrycznie, w drugim. za$ antysymetrycznie.

Otrzymane wyniki liczbowe beda miarodajne oczywidcie tytko wtedy, gdy
naprezenia krytyczne rozpatrywanej postaci wyboczenia nie przekroczg ma-
prezen krytycznych wyboczenia plytowego §cianek prgta.

2. Rownania rownowagi Scianek preta

Rozpatrywany symetryczny przekr6j poprzeczny przedstawia rys. 2. Li-
tera ' oznacza érodek cigzkodel, za§ 4 érodek zginania, niewidoczna na ry-
sunku 0§ x pokrywa sig z osig preta i tworzy z osiami , v uklad lewoskr¢tny;

b
)
i = -
1] A\
A A i g
= | —o—— g =
Uz
- : % /i
I_g_ c | b T
v B 1)
Rys. 2 ] Rys. 3

dlugosé preta oznaczona jest przez [, punkty x = 0, ¥ = I wyznaczajg konce
preta. Rysunek 3 przedstawia podzial preta na elementy — $¢ianki oznaczone
numerami 1, 2, 3. Przez $rodek ciezkosci kazdego z tych elementéw prze-
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prowadzono osie réwnolegle do osi u, o, ktorych oznaczenia zaopatrzono od-
pomednnm indeksami.

Poszczegblne stany jednostkowych odksztatceti pokazano na rys. 4 zgodnie
z ich dodatnimi kierunkami. Sg to przemieszczenia £(x), 5(x)} w kierunkach
osi #, v, kat obrotu przekroju poprzecznego ¢(x) (dodatni zwrot na rys. 4¢
widziany jest od dodatniej strony osi x), wreszcie znieksztalcenie przekroju

pron— T :h-
Sim. l antys.
L] T B
1
£=1 =1 p=1

Rys. 4

poprzecznego okreélone jednoznacznie katem obrotu w(x) naroza ceownika
1 drzialajgcymi aktualnie naprezenami $ciskajgcymi. Przemieszezenia érodkédw
. cigzkosci poszezegblnych elementow preta w kierunkach réwnoleglych do osi », v
 oznaczymy odpowicdnio & (x), &a(x), m(x), 1a(x), me(x), za$ ich katy obrotu
przez (%), pa(x}. Ze wzgledu na symetri¢ lub antysymetrie odksztalcen wy-
starczy rozpatrywac Srodnik (element 2) i jedna z pétek (np. pétke dolng —
element 1). Ich przemieszezenia sy zwigzane prostymi
zaleznoéciami z czterema opisanymi-powyzej wielkosciami: /_2_
b= L —~ +(a+ib toby,
(21) 1 2 (P’ '}71'—77 ) 2 (P 2 ’t/), _‘_‘,__‘

rV
P1= @ty = hap. A7

‘Rysunek 5% rzedstaww ‘oddzialywania wewnetrzne po- M 5 :4

\
miedzy elementami 11 2 zgodnie z ich dodatnimi kierun- ﬁ
kami. Sg to skladowe reakcji 7, (x), 7,(x) oraz moment m(x). Rys. 5
Oddzialywania pomigdzy elementami 2 i 3 sg takie same '
1 skierowane symetrycznie [ub antysymetrycznie do przedstawionych na rysunku
w zaleznosci od symetrii lub antysymetrii odksztalcen.

Pétka dolna jest plaskownikiem o sztywnosciach na zginanie EI, i EI,
oraz sztywnosci na skrecanie GI;, sciskanym sily osiowa P, — bda, gdzie a
przedstawia naprezenia osiowego $ciskdnia preta, Réwnania réwnowagi od-
ksztalconej potki, uwzgledniajace dziatanie sily P,  obcigzen rozlozonych D),
Pu(x) oraz momentu rozlozonego m(x) przedstawiajg sie jak nastepuje:

:EIvl §}V+P151 _Pui(x) - 0’
(2'2) EIu1ﬁ£v+P1771’ _Pﬂl('x) = 0:
(Lo — GI )" —my(x) = 0.

17 (18) Rozprawy Izynierskie . 957




Pierwsze z.tych réwnaf wymaga jednak uzupelnienia, poniewaz polka
jako element preta bioracy udzial w jego pracy jest obcigzona sifamit dci-
najgeymi, dziatajgcymi W narozu, (wzdluz krawedzi podiuznej) zalezgcymi od
odksztalced preta & 7, @ zgodnie z teoria pretéw cienkodciennych (por.
np. {3]):

23) fo = E(&" St " St 9" o).

Symbole S,;, S,; przedstawiajg tu momenty statyczne potki wzgledem osi o

oraz u, za$ S, jej moment statyczno-wycinkowy (wykres pola powierzchni

T wycinkowych w, pokazano na rys. 10). Obcigzenie polki tymi

—————] silami rozwarstwiajacymi powoduje powstanie sit dcinajaeych,

T rozlozonych tréjkatnie w jej przekroju poprzecznym, ktorych
suma daje dodatkows, nieuwzgledniong w pierwszym z réwnan
(2.2) silg tngeg Ty = (1/2)bts5 (por. rys. 6); zatem

. 1 1 res { e
(24) T-ul_: _'szb(E Sul+77 'u1+q0 Sml)'
T, ’ Te dodatkowa sil¢ tngeg nalezy dodad do sily tnacej
Rys. 6 EI £, ktérej pochtodna wystepuje W pierwszym réwna-
niu (2.2). Biorge to pod uwage oraz podstawiajac p, =7,
P = —Ty Wy= m—(12) br,, otrzymamy ostatecznie uklad trzech rdéwnan:
( BLE P& Ta—r,() =0,
(2.5) é EL, ¥+ Py —7,(%) = 0,

1
| Pt Loy —m(@)+ () = O,

gdzie 73 jest biegunowym promieniem bezwladnoéci pélki, zwigzanym z jej
biegunowym momentem bezwladnosci I, zaleznoscig Iy, = borg, zas

B |
T = Eb(E S, 4+ Syt ¢ Sun)-

W my$l zaloze oméwionych w punkcie 1 uwzgledniamy odksztalcenia plyto-
we érodnika, dlatego z trzech réwnaf typu (2.2) pozostanie tu do dyspozycji
tylko jedno, mianowicie odnoszace sig do zginania w plaszczyZnie osi ©,. Sto-
§ujac rozumowanie podobne do przedstawionego powyzej otrzymanty

(2.6) EIua?7§V+P27?é’+T{;a‘?vz(x) =0,

gdzie EI, jest sztywnodcia zginania $rodnika w plaszczyZnie osi vy, Py = hio
sity dciskajaca érodnik, zas§ T,, dodatkowg sily tnacg (por. rys. 6), powstaly
wskutek obcigzenia jego sitami rozwarstwiajacyrpi:

{ f12 = E(‘5"'Snﬂ"??msu_l—}“‘P”{Swl)a

(2.7) s rrr 1
tay = E(—E"'Su+n""Sute " Sa}.
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Wielkodé tej sily okreéla wazdr
1 : '
(2.8) T, = 7;‘;(twq‘wiza) = Er(%"" S +¢'"S,.).

Przy wyboczeniu antysymetrycznym (gigtno-skrgtnym) oddzialywania 7,
z obu krawedzi $rodnika nakladajg si¢, otrzymamy zatem dla tej postaci wy-
boczenia réwnanie
(2.9) B oW+ Pony' + Ty +2r,(x) = 0,
gdzie : :
. Too = ER(7™ Sy 4™ S0).

Przy wyboczeniu symetrycznym (gietnym) mamy 5 = @ = 0, zaé re-
akcje 7, z obu krawedzi znosza sie, zatem po uwzglednieniu wzoru (2.8) réwna-
nie (2.6) jest spelnione z zaloZenia.

Powierzchnia ugiecia érodnika pracujacego jako jednokierunkowo $ciskana
plyta spelnia poza tym réwnanie

d*ew olep gt 1 %
i +2- sy T = T /e
ox ox2 0y oyt D ox®
w ktérym o przedstawia réwnomiernie rozlozone napreZenia osiowego $ciskania

preta.

(2.10)

3. Zadanie pomocnicze —reakeje plyty Sciskanej o danych przemieszezeniach brzegowych

Srodnik jest plytg znajdujaca si¢ pod dziataniem réwnomiernie roztozonych
naprezen $ciskajacych o = RE. Zaloiymy, e dane sy wartodci brzegowych
przemieszezenn A(x), 0(x) (por. rys. 7):

not

(3.1) Aw) = Asinax,  0(x) = Bsin o), @, —

t
LA

.
N A A
y
Rys. 7 A

Przyjmiemy wolne podparcie $rodnika na przeponach poprzecznych & = 0,
% = I. Wobec tego ogélne rozwigzanie réwnania (2.10) przedstawia sie, jak
nastepuje {por. np. [4]): } -
(3:2) (3%, ) — /() sim a,,

17%




gdzie

f(y)=C; shpy—!— C, ch py+C, sin gy-1-C, cos gy,

= Y1 q_“ @,V

qu/ S YTk, ?z~]/_~»-—/12(1*v2)k~1

‘Rozwaiymy dwa przypadki, mianowicie symetrie {rys. 7a) i antysymetrie
(rys. 7b) odksztalcenia §rodnika. Dla symetrii nalezy przyjaé Cy == Cy = 0,
dla antysymetrii C, == C, = 0. Dalsze dwie stale obliczamy w obu przypad-
kach z warunkdw:

w = A(x), g_;"z “0(x)  dlay— 1)2h.

Podstawiajgc dalej obliczone stale do wzordw

fe ki) o
R R P

¥ &%

otrzymamy ostatecznie dla przypadka symetrii

(3.3) #(x) = D[a? R, A(x)+0l Ry, O(%)].
. m(x) = D[at M, A(x)+a, M, O],
gdzie
R ')’1?’2(7’1“‘73) tggthp
As - o ylthp+y2tgg
= valyi—) tgG—n 03 "HJ) thp
o < =M yoth prystgq
V%+'}’z
Moo vty .
L y1thptrteq
dla przypadku antysymetrii otrzymamy
(3.5) 7(x) = D[ad R, 4(x)+ a2 ReO(x)],
. m(%) = D[aiMAﬂA (x)+anM@a@(x)] )
gdzie
f R, = 7”1?’2_£_?’1+?f2)
47 yathp—yitgq
(3 6) 1 MA 71(?’2+ 'l«') tg g+')’2()}1'—“’ﬂ) thp
: @a = a

yathp—yi118¢q

_ Ot eythp
T yathPp—y1189

260




We wzorach powyzszych wprowadzono oznaczenia

o k —  um h
P = TV 9= 577

4. Wyboczenie gigtne

Wyboczenie gietne daje odksztalcenia symetryczne wrzgledem osi u, zatem,
nalezy przyjaé¢ # = ¢ = 0, oraz symetryczne znieksztalcenie $rodnika (rys. 8).
Pozostaja wiec dwie niewiadome funkecje: &(x) oraz w(w).

Ze wzordw (2.1) bedziemy mieli

i
& =¢, 771:?&"!’: P =", 7 =0,
za$ rownanie (2.4) daje

T

T

1 Hr
0= 5 HbS, &, Rys. §

Podstawiajagc powyzsze wielkosci do ukfadu (2.5} otrzymamy

EI &P, E”—i——bESleW—r (x) = 0,

(4.1) 4 é“’bEIuquw*i" %ble”—rv(x) =0,
(P13, —GL)y'" —m(x)+ - brv (x) =

-

Z drugiego réwnania ukladu (4.1) Wy7naczyc' mozna reakeje 7 {x): .
20 7, (%) _gl bEIulw +7bpﬂp

Reakcja 7, (x) oraz  moment m(x) okl edlone sg przez przemieszezenia brzegowe
$rodnika oraz napreZenia Sciskajgce o = kE za pomocy wzordw (3.3), w ktérych
nalezy przyjad

(4.3) A() = éx), O@) = p(x).
Bedziemy zatern mieli '
(4.4) { ru(x) = Dlat Roy @)+ Roup ()],
m(x) = Doz M, E(x)+a, Mo, p(x)].

Podstawiajgc (3.2) oraz (4 4) do pierwszego I ostatniego réwnania ukladu (4.1)
otrzymamy

[ (EIvl“i“_;bESnl) VP £ "DaiRmf—DaﬁReﬂv =0,
(4.5) 4 ' ’

| -DaaMutbEL 1w1v+(leafGIﬂJr-}Plb%)w"~DanMas«p:0-
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Warunki brzegowe zagadnienia, mianowicie dla

(4.6) x=0, x=1 §&=0, =0, =0,
bedg spelnione przy zalozeniu '
(4.7) &= Alsina,x, w—=— Bsinag,x.

Podstawiajac (4.7} do (4.5} dochodzimy do ukiadu dwéch réwnat jedno-
rodnych ze wzgledu na stale 4, B:

Al{ (EI P bESDl) -af,l?l—af‘LDRds] —Ba:DR, =0,

__Ala%DMAS—{—B[ai%szIulfaz( TR G’Isl—i— —P 52) anDM@{I =0
Podstawiajac dalej
Pl = ghd = kEba, Iﬂl = %bs(ﬁ,
I, = J’ 5h P l(bL;_(Sz) I, = 1 G h
ul — 12 ) 0l 12 ’ si 3 )
1 Et3 I
Svi = bﬁc, D= ",1*,-2 '"1'* G = m:

otrzymamy po prostych przeksztalceniach:

(o (35 i (3 e -

WB_H(%W% (%)3}?@5 =0,
a5 s (]t el
‘ ] o

Przyrownanie do zera wyznacznika tego ukladu rdéwnah daje réwnanie
przestepne, w ktorym niewiadoms jest bezwymiarowy wspélczynnik &, = o, [E:

o 0V B 1 ¢ bl nw £\
(4.5) [” |5 )(12 J+TT)*F?k’"“ 1201 %) (F) RAS]X
B\ um 1{p\ 1
| 7‘) M (3(“5) +ﬁ) Sk

1 t|® n f
| 5) Mol () Rt =0
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przy czym

“.9) p, =T

i odpowiada jej wspdtczynnik:
8 dle\ h ) 1« )
2?“45(7;) Ty ( 2y (z %
. l -
TR 44

Badajagc wplyw znieksztalcenia: przekrojﬁ poprzecznego preta na wybocze-
nia EULERA nalezy w réwnaniu (4.8) przyja¢ n = 1, a wspdlczynnik %,, otrzymany
7 jego rozwiazania poréwnywaé ze wspélezynnikiem kj.

Rozwazymy pewien przypadek graniczny, mianowicie gdy ¢/6 —0 (zatem

rowniez ¢ — 0); wéwczas réwnanie (4.8) przechodn przy wykorzystaniu wzo-
réw (3 4) do postact

a2 b\* b b I
(4.11) [DTZ(F) T km] x

n2a® f b 1 1{p\ 1 _ _

X{ 4% ( ) +- 6(1_*_,1,) _[?(?)“—L?]kkr} (r1thp+y,tgq) = 0.

Réwnanie to p_bsiadaetrzy(}pierwiastki. Pierwszy z nich odpowiada wy-
boczeniu gietnemu pétki w plaszezyznie osi w, 1 wynosi (przy n= 1)

. ?_52 b g
(4.12) b =15 (z_) :

Drugi pierwiastek odpowiada wyboczeniu skrgtnemu pétki przy narzuconej
osi obrotu pokrywajace] si¢ z narozem ceownika:

(o2
(4.13) LAY

(+.10) R, —a®

" Trzeci. pierwiastek jest rozwigzaniem réwnania przestepnego y; thp+
+y.tgg=0 i przedstawia naprezenia krytyczne wyboczenia plytowego
érodnika w zalozeniu zupelnego utwierdzenia w péikach,
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Jak widaé, zmniejszenie naprezeti krytycznych skutkiem odksztalcalnogei
przekroju jest w tym granicznym przypadku bardzo duze, zwlaszcza w pretach
o szerokich i grubych poétkach, przy cienkim jednoczesnie srodniku, dla kt6-
rych miarodajne moga byé wielkosci Wspoiczynmka k,, zblizone do podanych
wzorem (4.13).

Wyniki liczbowe uzyskane 7 obliczefs wykonanych dla czterech przekrojéw
rézniagcych si¢ szerckodciz potki zestawione sa w tablicy 1.

Tablica 1
! k 8
S =10 — =150 _ . =3
kb ' 2,5 1,5 1,25 1
kg 108 1,749 . 4,68 6,61 10,07
By 100 1,737 4,48 3,53 2,12
¥ = kel 0,9931 0,957 0,534 0,211
AP, % = 100(1— ) 0,69 4,3 46,6 78,9

Widoczny jest wyrazny wizrost wplywu odksztalcalnoéci przekroju na site
krytycznag w miarg poszerzania pélki. Wurost ten poczatkowo wolny staje sie
poZniej gwaltowny i przy szerokoéei pélki réwnej wysokosei $rodnika powoduje
pieciokrotnie zmniejszenie sily krytycznej. Natomiast przy proporciach h/b,
zblizonych do stosowanych w praktyce, to znaczy (k/b) = 1,5, zmniejszenie
sily krytycznej nie przekracza kilku procent. Nalezy przy tym pamietaé, ze
przyjgty do obliczen przeksé] ma bardzo cienki $rodnik. Dlatego w pretach
ceowych walcowanych, w kioérych $rodnik jest znacznie bardziej sztywny,
omawiany wplyw mozna oceni¢ na ulamek procentu.

Gwaltowne zmniejszenie wspétczynnika 4 dla maltych wartoéei parametru A/b
spowodowane jest jakodciowa zmiang przebiegu zjawiska. Mianowicie przy
duzych wartogeiach tego parametru niestatecznosé ogélna preta jest pierwotna,
za§ znieksztalcenie jego przekroju poprzecznego jest zjawiskiem wtornym
wywolanym niezrownowazeniem poszczegélnych elementéw preta. Na odwrot,
przy malych wartodciach A/b pierwotna jest niestateczno$é skretna pélek,
to znaczy znieksztalcenie przekroju, zas odksztdlceme gigtne calego preta
jest zjawiskiem wtérnym.

Interesujgce jest zastosowanie metody iteracyjnej podobnej do podanej
w pracach [1] i [2]. Iteracyjne obliczanie naprezed krytycznych polega na
rozwigzywaniu kolejnych réwnan kwadratowych, w ktérych niewiadomymi
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sy kolejne przyblizenia ky, &y, ..., k,,... wspblezynnika k.. Réwnania té ‘ma-
j3 budowe identyczna z réwnaniem (4.8):

(+.14) [“2(5)“(11z§+;§) ?sfsk_ﬁu—wz)(a)*’e]x
AR B ) ] e -

[}
T 4
T I (‘a) Ro M = 0,

przy czym wielkosci Ry, Ry, M, i My, potrzebne do obliczenia n-tego pray-
blizenia %, wspélczynnika k,, dane sa wzorami (3.4) i (3.6), do ktérych nalezy
podstawi¢ n—1 przyblizenie tego wspélczynnika, zatem w ktérych

@k - =k
B N S L 1= 5 Ve
(4.15) { W,
l% ]/ ........ ]/12 1=k, +1, yo= _nug_1/12(1 Wk, ,—

Jako pierwsze przyblizenie nalezy przyjmowal k, = kg, tzn. napr@zema
krytyczne wyboczenia EULERA.

W tablicy 2 zestawione s3 kolejne Tablica 2
‘przyblizenia dla dwu przekrojéw po- 7 I 3
przecznych oraz wyniki bezposredniego w10 TN =3
rozwigzania réwnania przestepnego. Wb ' 25 I

Widoczne jest, se w przekrojuoszge- | ™
rokiej pélce, gdzie decyduje jej niesta- k- 10° 1,7495 10,07
tecznosé skrgtna, zbieznodé jest bardzo k- 10° 1,7321 1,953
szybla, natomiast w przekroju o waskiej &y 10° 1,7395 2,126
pblce, gdzie znieksztalcenie przekroju &, 10° 1,7355 2,123
jest znikome, zbieznoéc jest powolna, kg 10° 1,737 2,123

Zastosowanie metody iteracyjnej ufatwia
w duzym stopniu rozwigzanie réwnania przestepnego (4.8) w tych przypadkach,
w ktdrych zmniejszenie sily krytycznej jest duze, poniewaz juz pierwsze przy-
blizenie daje dobra orientacje o wielkosci badanego wplywu i wskazuje, gdzie
nalezy szuka rozwigzania, a tym samym zmnicjsza liczbe pracochtonnych
préb.

3. Wyboczenie gigtno-skreine

Wyboczenie gigtno-skretne jest antysymetryczne wzgledem osi , zatem
nalezy przyjaé &-=10 z jednoczesnym antysymetrycznym zmeksztalcemem
grodnika (rys. 9).
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Wobec tego ze wzordw (2.1) otrzymamy

B | 1 1
ﬁ[ fi= — by, = ?7+(a+75)90+75w,

(5.1)
L oo=wtw 1, = 1-+ag,
za$ ze wzoru (2.4)
- 1 tre rrr
/\ (52) Tul = 7Eb(?7 u1+fp Sm].)'
L We wzorach (3.5) nalezy przyjad
. 1
A(x) = —hp(x), G(x)= .
= (@) = — 5 e () 669 = P v ()
Bedziemy zatem mieli
1
[ 7.9 D} L bt Rt Reslo ) ),
(5.3) {

| 75 = D] 5 Bt Mg (o), Mo o) (00

Podstawiamy w dalszym ciggu wielkosei (5.1)-(5.3) do ukladu réwnan (2.5)
oraz do réwnania (2.9). Eliminujemy reakcje 7, i podstawiamy funkcje spet-
niajzce odpowiednie warunki brzegowe (dla & = 0 oraz x = [ musi byé ¢ = 0,
=0 ¢"' =0 p=10, 5" = 0):

p=Asing,x, y=DBsnax, n=Chsinayx.

Po tych przeksztalceniach otrzymamy nastepujacy - uklad trzech réwnah
jednorodnych ze wzgledu na stale 4, B i C:
1

4 [af, (% b, — ;-kIvl) E+ag—;--kP1+a§D Ry Da2 R@a] _

—Ba2DRy,+ Caﬁ—év bhS, E=0,

]
K

A {aﬁ;b (a—!— %b) El,—atP, [; b (a+ —; b) +rgl] +a?GI,,+

G4 A +aiD;~kMdaaﬂDM@a} +B [ai%szIMaﬁPl (}bw&) +
+a2Gl, wa,bDM’@a] -} Ch (ag %bmu1 —a? Plé b) =0,

A ! atE [Iuga—{—hSa,l-%—me(a + é—b)] —a2[P;(2a+b) —]—P2a]} +
| - B(atbEL — a2 Pb)- CRIGE (T 0t hS it 21,0) — a2 (2P 4 P)] =0
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Podstawiajac dalej (por. rys. 10):

S, = ——%bék (b—2a), S, — %bék, I, %1_12535,
I, = i% 23 » 1_1 #4683, I, — %bas,
1,— Tli o, a— Tﬁ% P, = kEbS,
P, — kEht, D= 2_(%55_, - 7(’1%)‘

oraz mnozgc pierwsze réwnanie przez — (1/n?a?) (/8% (1/E),

drugie przez

(1/nz) (265} (1/E) oraz trzecie przez (I[n?n*) (1*6%) (1/E) otrzymamy

117150 h,k_ no
§ 6 241

1 a
A )
3

( B{bV1
2.2 7 7 o
a7 (5) (5

sl 5) Rt

1 I{t 1
B VIR ( ) RO@]JFBTZ'(i;vz)

(535) )
41 (i gy Lb owm [
12\ IFy 58 12—y la)
wa b [ b\ 1]k
+C[z4 DAY AN
1La t{B\® "1 6{bV{RY a
A{’*’“{mz?(@) TT(“B (? (1"2?)‘*‘

1 8(bV1  a AN a
(s (2 +3)] -5 () (5]
a2 b b L[{b\" k¢

+B{Tz‘1?”?[(? +i5 % ‘
1 6fY 10 I b Rt
k tasls +6a]* s (%*?‘5)’*}50




Przyréwnanie do zera wyznacznika tego ukladu daje nader skémplikowane_'_
réwnanie przestepne, w ktérym niewiadomy jest wspélezynnik Ry = o, |E.
Obliczong w ten sposéb (przy n = 1) sile krytyczng nalezy pordwnywa,

z sily krytyczna wyboczenia gigtno-skretnego preta o przekroju nieodksztal.
calnym, ktéra zostala okredlona wzorem {por. np. [3] lub [5]):

[ b, _ PCAP)—POAT 35 e P,
BT T T 3 T

207wy
2RI, 1{Ela I,
(56) 3 Pu = 7_ET7’ Pw s} ﬁ'(_lr_+GIS) y 1/2 _ ‘.7% —;QE N
I, =~ —1—(b~3a)k2b26+czz L Losne), o atrl
2T 6 12 2 ’ ¥ 2 '

Mozliwe jest tez stosowanic metody iteracyjnej identycznej omdbwiong
W p. 4, otrzymamy jednak do obliczenia kolejnych przyblized wspétezynnika ke
réwnania stopnia trzeciego, dlatego ugytecznosé praktyczna iteracji bedzie
tu znacznie mniejsza niz w przypadku wyboczenia Eurggra. _

Prayklad liczbowy. Obliczymy wspétezynnik k,, dla jednego z przekrojow
zestawionych w tabl. 1, mianowicie dla preta okredlonego parametrami: / [k = 10,
hit =50, 8t = 3, hib = 1,25. Uklad réwnan (5.5) przybiera tu postaé

A (116,468 —18518,54—0,0887938 R,,, +0,565278 R,,) -
+ B 0,565278 Ry,— C - 731,082 = 0,
57y 1 A(912,818—704 420k} 14,7990 M, — 94,2133 M) +
‘ B (904,227 —414 288k — 94,2133 M,,,) + C(22,9676 — 775699 ky — 0,

A4(1,69762—-63107,2k) + B (0,877297 —29629,6%) +
+ C(1956,82--89506,24) = 0.
Drrogg kolejnych préb otrzymagno wynik &, = 1,90- 103, Wspétezynnik &
odpowiadajacy napreZeniom krytycznym wyboczenia gi¢tno-skretnego wynosi
wedlug wzorn (5.6):k, = 2,02 103, zatem mamy tu y =k, [k, = 0,941,
za$ zmniejszenic sily krytycznej wynosi AP, = 5,94%, czyli jest znacznie
mniejsze niz wartodd otrzymana dla wyboczenia EviLrra, Fakt ten nalezy thi-
maczy¢ tym, ze sztywnodé antysymetrycznego zginania srodnika jest wicksza
nz sztywnodd zginania symetrycznego, miarodajna przy wyboczenin Eurmra.

P \
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Pecamwme

V3TUBHOE ¥ H3THMEHO-KPYTHIIEHOE BBIIIVUMBAHWE IBEJIIEPA -
C DEDOPMHUPYEMBIM TIOTIEPEUHBIM CEUEHGEM

B paGore uccrepyercs BIHAHue IeQOPMHEPYEMOCTH IONEPEUHOD CEUSHHS

MmBelepa Ha KPHTRUECKYIO CHIIY W3ruGHOTO ¥ HArMOHO-KPYTH/ISHOTO BEINYYH-
BaHHA,

' B paccymaenusX NPHHUMASTCH YEPYIUH MaTepHal, IAPHAPHEIE OIODB] IIBET-

nepa, JACIYCKAoIue CBOGOOAHYIO MEeIUAHATIMEO KpaduuX ceuwecnmil, yaecrden-

HBIX MONEPEUHBIMH NUA(parMamu, KOTOPEIE IPEISTTCRYIOT NedOpMAalHE 9THX

cegermii. Kpome toro mpmEmmacTces HeXedIPMHPYSMOICEs HOMOK B INIOCKOCTH

MONEPEYHOrO CeYSHHL, ,

TTepemMenIenHst TOeK IIOHEPEYHOr0 CEUSH A ONPE/IEIIIIOTCT YeTHIPEMS BEJTHYH-
mamd (puc. 4), 8 MMEHHO | JIBYMSL COCTABIAIOMIME £, ) HePeMEIIeHNA [ONIePeYHoro
cewenud, yriom ero ofopora ¢, a raixe Aedopmanuelt ceucHs, XapAKTEPUIYIO-
gedcs yroom 4 M JeHCTEYIONMUIMY B AoHHGLIL MOMEHT COXEMAOIIMH HAIpIMKe-
HEAMH ¢. He3zaBHUCHMO PacCMAaTPHBAIOTCS OTifelBHEIC CTCHKH mpesmiepa (puc. 33,
TePEMEIICHH KOTOPBIX farorest dopmynamu {2.1). Dopmynet (2.4) n (2.8) mpea-
CTABJISIIOT @mOTepeunble Cribl (puc. 6), KOTOphIe MeHCTBYIOT B IIOJIKE M CIEHKE
B clepcteue nedOopmManE BCSTO CTEDIKHA; 9TH CHNBI 3aBUCAT. TOMLKO OT BEIH-
YHHBL £, 9 ¥ @, TAK KAaK YIOJT 4 HE BMMsET HeNOCPe/ICTBEHHO Ha paclpeeeHue
HanpsOreHuit ¢ 1 v. Onu BXONAT BMECTe C PEAKIMAME BHYTPEHHETO BO3HEHCTEHA
r,, ¥, # m (pre. 3} B ypaBHenus pabBHoBecmd Ionku (2.5) u crenxu (2.9).

B pasmene 3 ONpememsLIOTCS PeaKUHE ¥ M M IUIACTHHKH — CHEHMMAEMOH
HANPAMENMAME ¢ ~— kFE, B 38BHCHMOCTH OT KpaeBhIX Iepememenuwi A, @

(puc. 7).
B pagjiene 4 paccMarpuBacTCa HM3rMOHOE BBINyYUBAHHMC. BBUAY CHMMCTPHE
NPHHAMACTCS YT0 7pe== p = 0,,8 TAKOKe CHMMETPHYHYIO HehOPMALHIO CTEHKH

(pmc. 7a). llopcramasas peaxtuio (4.4) B ypapmenwa (4.1) w npepmnomaras
pelcHre B BUIE (4.7) mosmyviem TpaHCHEAeHTHOE ypapHeruke (4.8), B KoTopom
HEH3BECTHOH sRJAICTCA Oe3pasMepHEit Koaddmrment k,, = o, [E. Pesymmra-
TBI PASUETOR TPUBOJATCH Ha Taba, 1, VMeHslieHHe KPUTHYECKON CANEI 10 cpa-
BHeHUN C Jittepopoll cuutolt coctasnser or 0,69 mo 78,99/, m pesio moBbuTIAeTC
C pOCTOM ILIMPHHBL TIOJIKA. 3aTeM PACCMAIPHBAeTCH HEKOTOPLIH MIepalOHHBIH
meroge mo ¢dopmymam (4£.14) u (4.15). Tocnegosarenpable IPHOIYKEHHS KO-
appurmenra k marorca na tabi. 2.

B paspgene 5 paccemarpusaercs ®3rHOHO-KpYTHABHOE BoImyuusanwe, [IpHmm-
maercst & == () o apTACHMMETDHYHAA e opMAIHa CTEHKH (pHc, 7b) H IIOIyYeHO
TPAHCLENEHTHOE YpaBHeHue u3 cucrems! (5.5). Onpegeneno st Afb=1,25 xoad du-
muent k,, — 1,90.10-%, Torma xax mo mssectHo# dopmyne (5.6) momyweno &, =
=2,02.10-%, T.e. yMEHBIUCHHE KPUTHUECKON CHAbl cocTaBisier 5,94%, » saBna-
€1CH  3HAYWTENBHO MEHBIIMM 4eM A OHIepoBofl KpHTHUECKOH CHIIBL.
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Uhcnepnble peayALTaThl NPHBOAAT K 3aKIIOUEHHIO, WTO B THIHYHEIX CIy-
yaax ofcy:IacmMoe BJIHAHHE ABIACTCH HeOOIBIOEM, OJHAKO B CCUEHHAX C OUSHL
KOEIKAMY IIOJIKAMH, 110 CPABHCHHIO C0 CTCHKAMM, MOM(ET HMETE IPAKTHUCCKOS '
3HAYCHUE,

Summary

BENDING AND FLEXURAL-TORSIONAL BUCKLING
OF A CHANNEL WITH DEFORMABLE CROSS-SECTION

The object of this paper is to investigate the influence of the deformabi-
lity of the cross-section of a channel on the critical force for flexural and
flexural-torsional buckling.

Itis assumed that the material is elastic, the end supports hinged and enabling
free warping of the end cross-sections which are stiffened by means of trans-
versal diaphragms preventing the deformation of the cross-section. It is further
assumed that the flanges are indeformable in the plane of the cross-section.

The displacements of points of a cross-section are determined by four
quantities (Fig. 4): two displacement components & 5 of the cross-section,
its rotation @ and its deformation characterized by the angle u, and by the real
compressive stress o. Each wall of the bar is considered separately (Fig. 3).
'The displacements are expressed by the Eqs. (2.1). The Egs. (2.4) and (2.8)
represent the shearing forces (Fig. 6) acting in the flanges and the web  of
the channel cross-section due to the deformation of the bar as a whole. These
forces depend only on the quantities &, 5, @, because the angle v does not in-
fluence directly the distribution of the stresses o and 7. They enter, together
with the reactions 7, r,, m, (Fig. 3), the equations of equilibrium of the flange
(2.5) and the web (2 9)

In Sec. 3, the reactions #, m are computed for a plate compressed by the
stresses ¢ == kE depending on the edge displacements A, © (Fig. 7).

In Sec. 4, the flexural buckling is considered. In view of the symmetry, -
it is assumed that n = ¢ = 0 and that the deformation of the web is symmet-
ric (Fig. 7a). On substituting the reaction (4.4) in the Egs. (4.1), and assuming
the solution in the form (4.7), we obtain the transcendental equation (4.8), in
which the dimensionless coefficient %, — ¢, /E is unknown. The results
are collated in Table 1. The decrease of the critical force in relation to the
Eulerian force is from 0.69% to 78.9%, and increases violently with increasing
width of the amount web. Next, an iteration procedure is considered
according to the Eqgs. (4.14).and (4.15). The successive apprommatmns of the
coefficient & are collated in Table 2.

In Sec. 5, combined flexural-torsional buckling is considered. We assume
& =10 and antisymmetric deformation of the web (Fig. 78). The transcendental
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equation is obtained from (5.5). For kjb = 1,25 the coefficient &, ==1,90-10~3
is computed while from the familiar equation (5.6) we obtain &, = 2,02 -10-3,
therefore the decrease of the critical force amounts to 5,94% and is consider-
ably smaller than for the Eulerian buckling.

The numerical results lead to the conclusion that in typical cases the influence
under consideration is small, but in cross-sections having flanges very rigid in
comparison to the «verticaly element, it may be of practical meaning.

ZAKEAD MECHANIKE BUDOWLI
POLITECHENIKT GDANSKIE]
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