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W pracy niniejszej rozwazamy stan naprqzema w elementach spr@zystych
sprzegla’ elastycznego przédstawionego na rys. 1. -

1. O elementach sprezystych zakladamy, ze sq wykonane z materiaiu Jedno-
rodnego izotropowego i niesciéliwego. Nie robimy poza tym Zadnych zalozen
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Rys. 1 ‘ A

co do jego-fizycznych wiasciwosci. Zakladamy ponadto, ze wspélezynnik tarcia
mn;dzy elementami sprezystymi a obudows jest réwny zeru. Pozwala to uzyskac
rozwigzanie $ciste w postaci zamkmqte_] "

Przy obliczeniach bedziemy si¢ po-
shugiwaé teorig odksztalcen skoriczonych,
co jest konieczne ze wzgledu na duze
odksztalcenia elementéw  sprezystych.
Stosowaé bedziemy metod¢ i oznaczenia
przyjete przez AE. GREENA i jego wspol-
pracownikéw, [1].

Ksztalt elementéw sprezystych przed
i po odksztalceniu przedstawia rys. 2.

Zaktadamy, ze w czasie odksztalcenia
powierzchnia walcowa o promieniu po-
czatkowym b, pozostaje po odksztatceniu powmrzch.mq walcowg o promlenm b.
O powierzchniach czolowych zakladamy, ze w czasie odksztalcenia pozostajg pla-
skie. Dalsze rozwazania wykaza, czy takie zaiozema s statycznie dopuszezalne,

— finig cigglt - przed odkszialceniem
== lime przerywona—po odkszialceny
Rys 2
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2. W ciele odksztalconym budujemy walcowy uklad wspélrzednych
(2.1) N=r, O=H O==z

 Wazystkie wielkodci wyraza¢ bedziemy wiasnie w tym ukladzie. Odpowiedni
tensor metryczny kowariantny i kontrawariantny ma nastepujgce wspdirzgdne:

* L[t oo 10 0
(2.2) Gy,=10 2 0, Gi=|0 112 0
00 1 o o 1]

Wyznaczmk macxerzy kowanantnego tensora ‘metrycznego oznaczany przez
G wyhosi "~ : o
@y e
Ze stanu nieodksztalconego cialo przechodzi- w stan odksztalcony przexz
(1) A-krotne rozc1qgn1@c1e wzdluz osi 2, (2) 1/k-krotne zwigkszenie kgta roz-
warcia. : . ‘
Zgodnie z powyzszym przy wymlarach uw1doczn10nych na rys. 2 mamy:
. ... 1 @ Py -
2.4 \ A=t 1 g%,
24) LR P
Walcowe wspotrzedne punktu (r, 9, 2) sa - wiec przed odksztatceniem
(o, k9, 2{4). Wspélrzedne kartezjaliskie punktu (r,d, z) przed odksztalceniem
okreglajg wzory: :
(2.5 %y = pcos kP, x5 = psinkd, x;= z/A
przy czym o jest pewna, na razie nie znang, funkcj 7.
Kowariantny tensor metryczny ukladu nieodksztalconego jest réwny:

(2.6) 8y T opi 3@

Korzystajqc z zaleznodei (2.5) mozemy go wyznaczyc efektywnie, a nastep-
nie znanymi sposobami obliczyé tensor metryczny, kontrawariantny, co daje

2 0 0 : ije2 0 07
(2.7) g:i=10 ¢k 0 |, g_ii: 0 1/o%* 0
0 0 1/ ' 0 0 i
- Wyznacznikiem macierzy g, jest: -
(o.0kY’
ey g=lal= (22
gdzie indeksem 7 oznaczono rézniczkowanie wzgle;derﬁ 7
2. ) . . =
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_ Niezmienniki stanu odksztalcenia sg odpowiednio réwne:

( I, =g°G, = Efr%“ﬁ:
R o*k? . ¥A
2.10 — {1 = s
(210 ) B a T ( i +12)(@erk)
A\
L—G u_)
L 2 (Qe,k

3. W dalszych rozwazamach rozpatrywaé bedziemy material niedcigliwy.
Dla takiego materiatu trzeci niezmiennik stanu odksztafcenia, bedacy stosun-
kiem objetosci elementu odksztalconego do objetosci elementu. -nieodksztatco-
nego, spelnia warunek

(3.1) L=t
Wrykorzystujge (3.1) z rownanla trzemego grupy (2 10) otrzymamy
(3.2) 00, = g‘f‘

Jest to réwnanie, jakie przy naszych zah)zemach musi spelniaé funkqa e(r).
Rozw1qzamem réwnama. rozmczkowego 3. 2) Jest funkcja -

@ ey

gdzie C jest stalg calkowanla Ponjewaz na pow1erzchm WB.ICOWQ] ¥ = dy punkty
ciala nie doznajg przemleszczema promlemowego to

3.4 oo @ = a,.
Pozwala to Wyz_naaz‘z'yé st%il@. C:
: N
(3.5) o C_:aﬁ(l.r—_-}é—);

Ostatecznie funkcja 9(1’) p6 pédstawieniu (3.5) do (3.3) wyrazi si¢ wzorem:

(3.6) @#p/ ﬁ+ﬁ0__)

Proxmen wewnetrzny b, \Zmtienia’ s1@ W czasie odksztalcema na b, gdzie b,
i b muszy spelnia¢ réwnanie (3.6):

3.7) by = ]/~§—52+ag(1_r).

Stad
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Podstax#iajqc wyrazenie (3.6) do (2.10)- ottzymamy -
[ I, = KRl kAt

(kigr)? ’
(3.9) Y I AU R0t FBo2pR
L g T

o (kigr)zé' ;o

I, =1.

Jak to wynika ze wzoréw (2 6) i (3 9) tensor metryczny jak réwniez nie-
zmienniki stanu odksztalcenia nie Zalezq od zmiennych # i 2. Stan odksztalcema
Jest wigc " kotowo- symetryczrly i pseudoplaskl : e

‘4. ‘T'ensor naprezenia w punkcie (4, 5) wyraza sie- wZorem o

(4.1) W = B | PRI pGY,

gdzie funkcje & i ¥ oraz te_nsor Bit Sq okfés’lon_e wzorami:
o oW

(4.2) =257 aJ =257

BY =] gu_ o gst

przy cz‘ym W (I, Ia, 13) _]eSt potenqalem sprcgzystosm odmesmnym do jednostkl
objetodei ciata nicodksztatconego, a P pewng funkcy; ‘skalarng.
Obliczajac tensor BY otrzYmuJemy

1 R2p? Az 1
e ' [ B = '71?+ 2 Bzz-_ 2 + 12,,2’
(4.3) - et e
(P e

Korzystajge z (4.3) obliczamy ze wzoru (4 1) naprezenia:’
i R

oit = ( )+‘P(Rg+9 )+p,
. PR . ‘ ’ : .‘- e AR ;{33 o
(44 | o= ofg) ”’( ; W)“”

1 2,5 :
" o 1733"_ . ( )‘I"}p(;;g?z + )+P’

[ =0 dla £ -

B”—O dla z;é]

Nie znang funkcje p doblerzemy tak, zeby naprgzema te spelniaty walunkl
~ rownowagi, : .

5. Warunki réwnowagi :
(5.1 | =0 (j=1,2,3)
daja si¢ napisaé w nastqpujqcej postac1 : ” '
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Dwie pionowe linhie oznaczajg tézniczkowanic kowariantne, przecinek réznics-

kowanie zwykle, a I'f, s3 symbolami CHRISTOFFELA 1L rodzaju. Diasuklida

wspélrzednych walcowych wynoszg one . oy
. St tw Y 1 1%:’&

(5.3) Iy = _h_;'n Flz = P21 "1,—»

a pozostale sg réwne zeru.
Podstawiajac naprezenia ¥ ze wzordw (4.4) do (5.2) otrzymujemy

(ool eolhr )]

(5.4) R Rrg? o L RN
: o k 0 7.
. T@(gzys o k“ 2)"'"}“ l*y(;;'z,-a kzgz)zoi
Lps=0 p=0.- =" - T .
_Z ostatnich. dwu réwnas Wymka ie p zalezy tylko od 7. - -
Caikujqc rowname plerwsze (5 4) otrzymamy

P Bgt - R\ (1, Bt
'(5'5) P'_' _ f(lzra _ )(®+22T)d7” (F) gj( A2 +, ), -
gdzxe ry jest dowolng hczbq

Wspélrzedne tensora naprczema po podsta\memu (5. 5) do (5. 4) Wyrazq
sig ostatecznie wzorami:

E r T
. . [. ’;‘-n:-.“f(zaf: 7 2)(@““‘1’)"” e
5.6) r k% 2 k22
oo ] rzr%:@(kTQ?_-lzrz)_‘_.T(kzgz )+ K
: e 1 kﬂ ol o 1\S e

Do wzoréw powyzszych nalesy podstawlc o z'wyrazenia (3.6). W réwnaniach
tych jest jedna stata dowolna. Mozemy wiec spelni¢ jeden naprezeniowy wa-
runek brzegowy.

- 6. Zadajac, aby sila P dmalajqca na- pow1erzchn1¢; walcows o promieniu b
(po odksztalcemu) byla réwna zeru, otrzymamy nast¢pujgcy warunck brzegowy:

(6.1) ' P"wr”‘nmo = f (k=1,2,3),

przy czym n; sq wspllrzednymi jednostkowego wektora n normalnego do
tej powierzchni w ukladzie wspolrze¢dnych 7, §, .
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Poniewaz n = (1,0,0), przeto trzy réwnania (6.1) redukujy sie do jednego
{6.2) ™ =0 nar==a
Réwnanie to jest spelnione, jedli
(6.3) 7= b.

Fizyczne skladowe tensora naprezen v/ sy 0yt

(6.4) o; = o Y G, [GY
stgd _
O =T, gy = 2, gy — T,
(6_5) { 11 2% ] i 33
g,=0 dla L.
Moment jaki nalezy przylozyé do sprzegla, aby odksztalcié W opisany
sposéb jeden element sprezysty o konhcowej dhugosci J, wynosi

(6.6) . Mf_;;l Oaptdr = —1 | r1224r,
- Jre

pPrzy czym a i b sg wielkbs’ciarﬁi mierzonymi po odksztalceniu i nalezy je pod-
stawi¢ jako funkcje danych aq i b, ze wzoréw-(3.4) i (3.8). Ostateczng zaleznosé
mozna stad otrzymaé po wyspecyfikowaniu funkeji 3. '

7. Moment ten- znajdziemy, gdy 'materialem. elementéw sprezystych, jest
guma, dia ktérej funkcja W wyraza sie wzorem (tzw. materiat MoonEya)
(7-]) W: Cl(Ilﬁ3)‘|fcz(Iz*-‘3),t . o
gdzie Cy'i-Cy sg'stalymi materialowymi. ~ = -

Funkcje @ i ¥ zgodnie z (4.2) s3 nastepujace:

{7.2) @ =20, 91.,_",2@22: o

Zatozymy, ze elementy sprezyste nie mogg wydtuzaé sie w kierunku osi z,
co daje - . & g h ‘ .

(7.3) B l=1, A=1. ,

Naprezenie oy, obliczymy- wedtug (5.6) po wykorzystaniu  wzordw (7.2)
1(3.6) przy A=1:" I S :

PR . . ‘ 2 Rl ad(kRr—Ry
O4) G = vttt = 2(C1 1.0y {Er?-lrag(kzek) - —l—aﬁ L

ro 1 1 1Y, 1 ad(k-1)

Po podstawieniu funkgji (7.4) do wzoru (6.6) otrzymujemy moment, ktory
da sie przedstawié w postaci nastepujgcej: :

. ) s
(7.5) M =5 (Cu} CYaK,
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gdzie K jest funkcja tylko wspélezynnika % charakteryzujacego zmiang katéw
i stosunku promieni &,/a, przed odksztalceniem:

76 K = h—1——1)[ %) + (3= 2 (2]
(76) K= k-1—(-1|2 7)o
2__ 2
+__’fz_k___—k1n[k(ﬁ) wk+1].
k{ B0} _p1 %
dy
Wspotezynnik % zgodnie ze wzorem (2.4) jest stosunkiem katéw rozwarcia

sprezystego przed i po odksztalceniu. Wazny dla praktyki stosunek (po—g¢)/@o
wyraza si¢ za pomocg wspdlczynnika % w sposéb nastepujacy:

. B ' A 1
7.7 & = .
(77) Po k

Zwigzek (7.5) daje poszukiwang zaleznoé¢ momentu przenoszonego przez je-
den element sprezysty od kata.
wigkszych trudnoéci wyznaczenie efektywne momentu réwniez dla materialu,
dla ktérego potencjal W wyraza si¢ wzorem
(7-8) W= Cl(11“3)+Ca([2—3)+03(1f—9)
podanym przez S. ZAHORSKIEGO W pracy [4].
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Peswome

KOHEUHAS JEDOPMAILIUA YIIPYIHUX 3JEMEHTOB 2JJACTUYECKOIO
CHOEIVIEHHMA

Onpenenserca CTaTHYeCKAd XAPAKTEPUCTHKA MFCTHYCCKOro CIETeHHA. Or-
HOCHTEJBHO YIPYIHX 5JIeMEHTOR NPEHNONAraeTCs, YI0 OHH IOJIBEPrarorcs 60oJ1b-
M eopMal@aM, NPHHAMAA TIPH STOM, UTO OHM H3rOTOBNEHEI H3 MATCpPHANA,
OGIaNAIoNIEro MepBOHAYANBHO HM30TPONHBIMH CBOHCTBAMH M HECHKHMAEMOCTBIO.
C noMorupio mompoGHoro Merofa, mpHBencHHoro B pabore [1], ompegenserca
HAIPSOKERHOE ¥ JehOpMAPOBAHHOE COCTOSIHUE B YUPYLHX 3JIEMEHTaX.

MoMert O OTHOIHEHHIO K OCH CHEILIeHWsA B (yHKOMY YIVIA KPYUCHUA @q—¢
IACTCA B WHTETPANGHOM BHE, 4 U marepuana Myues B anre0pamdeckom.
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FINITE DEFORMATION OF ELASTIC BLEMENTS OF A GOUPLING
The object of this paper is to find the' characteristic of an elastic coupling,
Of the elastic elements of the' totpling it i assumed that they are made of an
incompressible, originally isotropic material. The state of stress and strain
in the elastic elements is determined by the method described in detail in the

Ref. [1]. The torque, in function of the length of twist, is given in the integral
form a?,nd,,fqr the MoonEyY material, inr the algebraic form. -

ZAKLAD MECHANIKI 0SRODKO'W CIAGEYCH- -~ * -~ - .. . . . . . -
PP PAN -, ) '

Praca zostaln zlogona w Redakefi dnia 7 kwietnia 1960 r.
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