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1. Zaleznosci podstawowe

Jak wiadomo, utwierdzona przegubowo w dwéch punktach i swobodnie
zwisajaca lina przybiera pod dzialaniem cigzaru wiasnego ksztalt linii laficu-
chowej. W odniesieniu do ukladu wspétrzednych, majacego poczatek w naj-
nizej polozonym punkcie liny, réwnanie ladcuchowej przybiera postac:

X
y= m(ch-ﬁml),

gdzie m jest parametrem krzywej. Przez przesuwanie jednej laficuchowej
(ruchomej) po drugiej (prowadzacej}: otrzymamy powltoke translacyjng, [1}.
Nazwijmy ja powloka katenoidalng. Mozna przypuszczad, ze z punktu widzenia
mechaniki budowli powloka tego rodzaju bgdzie miata w poréwnania z innymi
powlokami translacyjnymi podobne zalety, jak linia lancuchowa w stosunku
do innych krzywych, przy obcigzeniu cigzarem’ wiasnym. Powloka katenoidalna
stanowi nowy, dotych¢zas nie rozpatrywany typ powloki translacyjnej. -
Réwnanie powloki translacyjnej ma postaé: : J

_‘ T E=AEHAO) s
Dla przypadku-powtoki katenoidalnej, rozpostartej nad rzutem kwadrato- .
wym (rys. 1), mamy: ) !

ne=mlbZ 1),
fa(y) = m(ch %— )

Stad : '

(1.1) g == m(chm 1)+m(ch - 1).

Obciqﬁ:eﬁie -pionbwe powioki, odniesione do jednosti(i plaszczyzny rzutu .izy,
oznaczamy przez Z. Przyjmujemy, %e powloka znajduje si¢ w blonowym stanie
naprezen, zaé podirzymujgce ja przepony sg doskonale sztywne tylko w swej
plaszezy#nie 1 nie mogg przenosi¢ sit do tej plaszezyzny prostopadtych. -
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mamy ostatecznie

—1 10 =17 —~1 2 -1
(1.8) chﬁ;‘z{ 2 20 Z}F-Fch%; —10 20 —10 |F=

-1 —10 -1 '~—1§2 —1

o1y

- *fl"zf 10 100 10 | Zm.
RS S R (1 S ) R

Przyjmujemy (:rys.. Dae=1, k=011 = '0,_2'. ‘Parametr m linii tafcuchowej

¥ =1m (ch —:TF 1)
w priékroju' j;.= 0 UB'licza.n-ly na podétawie 'Warun.kéwl brzegOWyéh,
N ax=0, =2=0, -
2 x=1, =—h.

Otrzymujemy

m=2,53267, = 0,394840.

2, Rozwigzanie dla obciaZenia réwnomiernego,

Przyjmujemy obcigzenie réwnomiernie roztozone Z = p = const na- calej
powierzchni powloki, rozpostartej nad- kwadratem o boku 2. Catkowite wznie-'
sienie wierzchotka powloki w stosunku do narozy f = k + & = 0,2--0,2 = 0,4
Grubogé powiokl jest stala i réwna 6. Kazdy z bokéw kwadratu dzxehmy na

. a b ¢ d e f
pl 2 I3 4 15
ol 216 |7 lg lo
-
& g "7 e e
o e e |m
g 5 lg" |’ 15
l X
SR

Rys, 3

n.= 10 czgdci, skad dx = Ay = 0,2. Numeracje punktéw siatki podaje rys.:3,
przy czym wobec symetrii obejmuje on tylko czwartg cze$é powierzchni kwa-
dratu. W ostatniej kratce kwadratu ma byé 14/. Wartosci funkcji hiperboli-
cznych dla poszezegélnych punktéw siatki zestawiono w tablicy 1.
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" Tablica 1. Wartosci funkcji hiperbolicznych

X

® “m

0 0
0,2 0,07897
0,4 " 0,15794 -
0,6 0,23690
0,8 0,31587
1,0 0,39484

ch-—— " .

o 1,0

1,00312

1,01250

1,02820
1,05030
1,07897

x

© sh —- she >
m o H
o 0
0,0790521 -0,00624923
0,1585976° 0,02515320
0,2391221 0,05717938
0,3211489 0,10313662
0,4051794 0,16417035

2.1, Wyprowadzenie réwng-t‘n'i.:]_)zielqc r(’)wnalnie (1.8) przez ch (x/m) i podstawiajgc

Z = p doprowadzimy je do postaci:

—1

2.1)

-1 =10

10

Wobec p.= const marmy

Ax?
12

mnozac t¢ wartosé

w tablicy 2.

przez 1: ch (x/m) otrzymujemy wyrazy wolne,. zestawione

e
20 2 iF - P
ch =
—1 S m
10 1

01

=17

—1 2
—10 20
—1 2

Tablica 2. Obliczanie wyrazdw wolnych

—1
—10 {F=

10 1
100

10 100 10 pm:_%_)_144p.2’53_267:1)215681);

. _f__wl Wyraz
Punkty N wol‘; "
n )
1 0,952109 1,15746
2,6 0,972573 1,18233
3, 7,10 0,987654 1,20067
4, 8, 11, 13 0,996890 1,21190
5,9 12, 14, 15 1,0 1,21568

Tablica 3 zawiera wartodci ilorazu

m

: "c.h y chi,
m

10 | pm .
101



bedgeego mnognikiem drugiego sktadnika lewej strony.réwnania (2.1). Rachunki
prowadzgce’ do ustalenia sumy obu wyrazéw lewej sttony tego réwnania, choé
obszerne, sa proste, totez zostaly pominiete.

Tablica 3. Wartosei ch -2 /ch -
H i3

Punkt. - - ch - chi o M
L m m. | chafm
1, 6, 10, 13,15 . - : Sl 1,0
2 1,05030 1,02820 - | * 1,02149
3 1,05030 1,01250 | 1,03733
4 : 1,05030 | " 1,003127 ]  1,04703
5 1,05030 1,0 ©1,05030°
- 7 -1,02820 1,01250 1,01551
8 1,02820 1,00312 1,02500
9 | 102820 1,0 1,02820
11 ‘ 1,01250 1,00312 1,00935
12 1,01250 1,0 | 1,01250
14 ©1,00312 1,0 1,00312

Uklad pigtnastu réwnath z takgz liczbg niewiadomych wartodel funkeji
naprezen Fy do Fy; podaje tablica 4, za$ tablica 5 zawiera wartosc1 F, otrzymane
po rozwigzaniu tego ukladu.

Tablica 4.* Ukiad réwnaf, Obcigienie Z == p == const

Fl Fa. o B V .Fc o FoN F; Fy

1| 40,00000 [—16,60000 ] ~2,00000
2| 821490 | 38,40831| -8,21490 | . —7.95702 | —2,02149 .
3 —8,37330 | 40,74660 | —8§,37330 —2,03733 | —7,92534 | —2,03733
4 —8,47030- 40,94060 | —8,47030 |:- - —2,04703 | —7,90594
5 : {=17,00600 | 41,00600 —4,10060
6 —2,00000 |~16,00000 | —4,00000 | - - 1.+40,00000 [~16,00000 |
7 ~2,01551 | —7,96398 | —2,01551 —8,13510 | 38,29469 | —8,15510
8 ~2,02500 | —7,95000 | —2,02500 —8,25000 | 40,50000
9" T | -4,05640 ) —7,94360 —16,56400
10 ~2,00000 |—16,00000 | —4,00000
11 —2,00935 | —7,98130
12 —4,02500
13
14
15

29,78510 | —3,98050 | 10,06742 ; 1,5393¢ | 22,56710 | 17,85055 |—15,95852 |~14,26927

*Uwaga: cigg dalszy tabl. 4 na stronie nast..
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C. d. tabl. 4

Fs. | Fa | Pu | Fa | Fa ] Fu | Fa reras,
1 1.15746
2 1.18233
3 1.20067
4 | ~2,08703 S 121190
5 | —7,89940 : B 1.21568
6 —2,00000 1,18233
7 ~7,96898 | —2,01551 1.20067
8 | ~825000| —2,02500 | ~7,95000 | ~2,02500 1.21190
o | 4056400 —4,05640 | ~7,94360 1.21568
10 40,0000 |—16,00000 —2.,00000 1.20087
11 —2,00935 | —8,09350 | 38,17765 | —8,09350 | —7,98130 | —2,00935 1.21190
12 —7,97500 ) —16,25000 40,25000 | —4,02500 | —7,97500 1.21568
13 —2,00000 |—16,00000 | —4,00000 { 40,00000 |—16,00000 | —2,00000 1.21190G
14 C4.00624 | —7,99376 | 16,06240 | 36,05616 | ~7,99376 | 1.21568
15 —8,00000 | —32,00000 40,00000 1,21568

12,38322 17,91252 {—28,10050 10,19414 1,9313G (—21,92819 30,00624

Tablica 5. Wartodci F,

Punkt Flp Punkt Fip
1 0,129189 9 0,498103
2 0,207467 10 0,549152
3 0,255785 11 0,614616

4| 0282422 12 | 0,635785

"5 | 0,290958 13| 0,689900
6 0,345337 141 0714322 °
7 0,433240 15 0,739830
8 0,482309

. 2.2. Macierz dla obliczania pochodnych parzystych funkeji naprezen. Rozpatrujemy
jedna z linij siatki dla przypadku podziahu na 10 czgdei (rys. 4). Przyjmujemy
symetryczny schemat obcigzenia i zakltadamy, zgodnie z ustalonymi warunkami
brzegowymi, ze wartofci F{' i F] s3 _

znane, zas F) = F, =0, 12 38 4 5 6§ § 4 3 24

Réwnanie  wieloboku  sznurowego '{ 2' ' o
=2a=nAx="10x

w przypadku parabolicznej zmiennosei
T . : Rys. 4
obcigzenia przybiera postaé, [1]:

rr rr 12 :
F:r:—1+10Fm + mtl = W(Fm—-l_MZFmW}"Fm-E—l)'

45(6) Rorzprawy Inzynierskie ’ 705



Wprowadzajge Ax = ljn, Ax* = P/n® mamy
: ) .
By H OBy A By = T (12F,, 248, +12F,,,.).

Stosujgc ostatnig zalezno$é do punktéw 2-6 otrzymujemy uklad réwnan,
podany w tablicy 6.

Tablica. 6 Uklad réwnan wiagacych F i F'’

Niewiadome Wartoéci dane
Punkt - 7 _ 1
Fy Fy Fy Fy F{ |Fp=1F,=1 Fy=1 F,=1 F;=1 F=1F/ =7
2 10 1 1202 —24n® 1202 -1
3 1 10 1 1202 — 24nt 1202
4 1 10 -1 126 —24m® 1227
5 1t 10 1 ' 1208 - 24n> 1242
6 1 5 1202 — 1242

U wa g a: wazysthic wartodci w kolumnach Fy-F, mnozene przez 118

Szukamy rozwigzania tego réwnania za pomocy rachunku krakowianowego
wedlug nastepujgcego schematu, [2]: '

L = AB,
L7 =428,
X = PL

W wyniku tych dzialad otrzymujemy macierz odwrotng ukladu réwnan
w przypadku ogélnym (tablica 7).

Tablica 7. Macierz odwrotna w przypadku ogdlnym

F/=F,=0 F=0
FimFo=1| R=Fyel | Refy=1| Fi=Fu=1| Fi=Fu=1| R=Fy=1| F =1
FJY 121,224624 | 254695440 | 146954256 | —14,846940 1,515000 | —0,151500 | -0,101021
F| "12,246192 | 146,054244 [ —260,542344 | 148469220 | 15149928 |  1,515000 | 0,010205
Byl 12372481 —14,846928 | 148469220 | —269,845332 | 149,984208 | —14,998416 | —0,001031
F\ —0126252]  1,515000 | —15,149928 | 149,984220 | —284,692260 | 148,469220 | 0,000105
Y1 0025248] —0,303000 3,029988 | ~29,996832 | 296,938440 | -260,693844 | —0,000021

U waga wszystkie kolumny (oprécz ostatniej) mnozone przez 1/0%]

w rozpatryﬁanym przykladzie powloki katenoidalnej I =2 i Fy = F,, = 0.
Po opuszczeniu pierwszej kolumny macierzy odwrotnej w przypadku ogdlnym
(tablica 7), po pomnoZeniu wyrazéw w kolumnach £, do Iy przez 1/I% == [ /22 —<
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— 0,25 oraz zmianie nastepnie vznaczen F w kolejnych punktach na przyjete
na linii &' — 5 siatki podzialu (rys. 2) otrzymamy przedstawiong w tablicy 8
macierz odwrotng, przystosowang do omawianego przypadku.

Tablica 8. Macierz odwrotna dla I =2 i F, = F-=0.
Numneracja punktéw wedlug linii 5-5 siatki podziatu powloki

. Fp=0 . F=0

Fy—=1 [ Fo=1 Fy—1 Fo—1 Fy=1 Pl =1

B | —63,673860 | 36738564 | —3,711735 | 0,378750 | —0,037875 | —0,101022
B | 36738561 |—67,385586 | 37117305 | —3,787482 | 0,378750 |  0,010205
B | —3711732 | 37117305 |—67,461333 | 37.496052 | —3,749604 | —0,001031
m 0378750 | —3,787482 | 37,496055 |—71,173065 | 37,117305 |  0,000105
Fo | ~0075750 | 0757497 | 7499208 | 74234610 |—67,423461 | —0,000021

2.3. Obliczenie wartosei Sy 1 S, Wartodei n, 1 n, dla punktéw brzegowych
obliczamy z réwnania rézniczkowego funkeji naprezen:

x OF y oF
Doy T e =
w ktérym dla y = + b n,— *F[0x? =0 oraz dla x = 4= ¢ n, = 0*F[oy* = 0.
Wobec tego na linii ¥ = & a:

+ch —pit,

o2 F
W of
¢ m ox? pm
oraz :
: ‘ ” R O n »
% ¥ 5 .
ox ch_y—
"

Wryniki odpowiednich rachunkéw zawarte sg w tablicy 9. Symetria powloki
wzgledem przekatnej zwalnia od obliczania », dla brzegu y = - 5.

Tablica 9. Wartosci n, 1 #; pa brzeguy — —g = -1
Punkt nylp #nfP
o ~2.34730
“ —2,34730 0
Y —2,41138 0
& ~2,46321 0
o —2,50140 0
e —2,52479 0
F —2,53267 0
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“Znajac juz wartosci funkeji naprezen F we wszystkich punktach siatki oraz
O*F[oy? w punktach brzegowych moiemy obliczyé przy uzyciu macierzy od-
wrotnej (tablica 8) wartodci s, w pozostatych punktach. Zestawiono je w tabli-
cy 10,

. Ll
Tablica 10, Wartoici », w wewnetrznych
punktach siatki

Punlt 7y fp Punke T mfp
1 —1,21376 4 —2,05541
2 —0,72408 8’ —1,68021
3 —0,53359 11 —1,41659
4 —0,44705 13 —1,26305
5 —0,42299 14 --1,21263
2 —1,71856 57 —2,08858
6 —1,23132 "y L —1,72762
7 —0,95935 12/ —1,47035
8 —0,82422 14/ —1,31685
9 —0,78256 15 —1,26723
3 —1,94743
7! —1,52640
10 —1,25067
11 —1,09890 .
12 —1,05042 ‘

Symetria powierzchni naprezen wzgledem przekgtnej zwalnia od obliczenia
warto$ci n, dla wewnetrznych punktéw siatki. Yatwo si¢ przekonaé, ze dla
punktéw siatki polozonych symetrycznie wzgledem przekatne] wartodci =,
i m, zamieniajg si¢ miejscami, znajac wige wartodel #, dla wszystkich punktéw
mozemy fa tej wladnie zasadzie wypisaé takze wartosci n,. Zostalo to wyko-
rzystane do obliczenia sify S;.

Potszebne do znalezienia S; 1 S, wartodcel

L eV - i/(1+ ae 7)o )

oraz 1[u zestawiono w tablicy 11.

Sily dzialajgce w przekroju

Sy = n.u, Sz:ny%—

znajdujemy na podstawie obliczonych wyzej wielkodei. Zestawiono je w tabli-
cy 12,
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Tablica 11. WartoSci g oraz 1/p

Punkt B ) s Punkt " 1
» #
a 1 1 Y 1,06565 0,93839
b 0,97344 1,02729 3 1,03734 0,96400
¢ 0,95294 1,04938 7 1,01550 0,98473
d 0,93839 1,06565 10 1 1
e 0,92970 1,07561 11 0,99074 1,00935
f 0,92681 1,07897 12 0,98766 1,01250
b 1,02729 0,97344 ¢ 1,07561 0,92970
1 1 1. ¥ 1,04704 0,95508
2 0,97894 1,02150 8! 1,02499 0,97561
3 0,96400 1,03734 1t 1,00935 0,99074
4 " 0,95508 1,04704 13 1 1
5 0,95210 1,05030 14 0,99689 1,00312
¢ 1,04938 0,95294 Nid 1,07897 0,92681
2 1,02150 0,97894 5/ 1,05030 0,95210
6 1 1 9 1,02819 0,97258
7 0,08473 1,01550 12 1,01250 0,98766
8 0,97561 1,02499 14/ 1,00312 0,99689
9 0,97258 1,02819 15 1 1
Tablica 12, Wartosei sfl S, i S,
Punkt Si/p Syl Punkt Syfp Sofp
0 —2,347
.a 2,347 0" & 0 —2,347
b —2,347 o 3 —0,554 —1,877
c 2,347 0 7 0,974 —1,502
d —2,347 0 10 —1,251 —1,251
¢ —2,347 0 11 —1,403 —1,109
! —2,347 i} 12 —1,452 —1,064
B 0 —2,347 e 0 —2,347
1 —1,214 —1,214 4 —0,499 —1,963
2 —1,682 —0,740 g —0,845 —1,639
3 —1,877 —0,554 11 —1,109 —1,403
4 1,963 —0,499 13 ~1,263 —1,263
5 —1,989 —0,444 14 —1,313 ~1,216
¢ 0 —2,347 F 0 —2,347
2 —0,740 —1,683 5 —0,444 —1,989
6 —1,231 —1,231 9’ —0,805 —1,680
7 —1,502 —0,974 12/ —1,064 —1,452
8 —1,639 —0,845 14/ —1,216 —1,313
9 —1,680 —0,805 15 —1,267 —1,267
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2.4. Obliczenie wartosci 7. Jak wiadomo
o2 o oF

Tt = ey = " oy ox

Znajdujemy najpierw wartosci 0F[dx z podanych dalej w postaci ogélnej
wzoréw (4.1), ktére dla Ax = 0,2 przyjroujg postaé:

oF | - »F »F
. (—(W)m_ 2,5 (Fm+1"—Fm_1)_030166667 [( dx? )m+1.—( O )m—l]
dla punktéw wewngtrir_;ych oraz

oF\ .o s33[#(2F - aZF)
N R =

dla punktéw na krawedzi zewnetrznej. Rachunki sg proste, wiec tu ich nie
przytaczamy. Wryniki obliczen podaje tablica 13. '

Tablica 13. Wartogci —aF,fax

Punkt : —%;;[P B Ponkt %:—‘!p
a 0 & 1,50951.
b 0 ¥ 1,06685
p 0 7 0,72197
d 0 10 0,44632
. 0 11 0,21326
f 0 12 0
b 0,84127 . P 1,64815
1. - 0,49055 , 4 1,19170
2 +'0,30516 E R 0,81985
3 0,18276 117 0,51203
4, 008609 . 13 | 0,24585
5 0 14 : 0
¢ 125671 5 . 1,60257
2, 210,84282 : 5 1,23183
L < 0,55178 s 9 - 085178
i | 033564 - 17 0,53370
8 1 0,15920 iy 0,25671
o S0 o 15 0

Pféechddzimy ter'a;z;;:do okreglenia wartoisfci_
= F . 0 OF
i L Ty oy aw
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Wzory ogolne (4.2) przybierajg tu wobec Ay = 0,2 postac

*F T{oF\ . [oF S
- ) ()

t)x m+1—- ax m—1

»E O\ [ OF [ oF ‘ [ oF nF \ -
oty o 128 (‘a?_)MﬁS(W)m;ﬁ’zs () osle).

dla punktéw na linii &’ 5 oraz

dla wewnetrznych linii siatki,

CSF\ L JoF\ . (oF\ . [oF). CeE
( ox 0y )‘m+2_1-2?5‘("§5"—')m+2j-10(ﬂ)mﬂ——z,s (_ax—)m—Z( 0% 0y )m+1 -

dla punktéw na linii brzegowej. Z uwagi na budowg wzoréw rozpoczynamy
obliczenia od punktéw $rodkowych i mastepnic przechodzimy ku brzegowi.
Pomijajac proste rachunki podajemy tylke ich wyniki w tablicy 14, przedstawia-
jacej wartodei o o - o

S eF
T—e ——
. "‘ . ax ay H :‘_
Tablica 14. Wartoédi T

Punkt Tip I Tip
a 5799 BT S R 0,950
b 2,807 EN 0,854 -

T 1,633 ‘ 7o | 0,666
d 0964 10 A 0,442

e g 451 L T | 0,218

S S P PR T, B A 0
B 2878 - R R 0,447
1 L2008 NI 4 o 0,405
2 {30 1 s | 0321 -
3 0 F:1:2 SRUE T DT & LR AT 0,218
4 0,404 13 0,109
5 0 ‘ 14 0
¢ 1,541 L F 0 ,
2 1424 A 508 . 0
6 o4 L) o, | 0
7 0,665 126 0

B 9L b M 0

9 7 Ty s R ) M() : ,-‘l-, ...; L o 1;5 Vol o
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2.5, Sily blonowe w naroiu powloki. Scisle rozwigzanie zagadnienia rozkladu sit
wewnetrznych w samym narozu powtloki (punkt ¢) nie jest mozliwe bez uwzgled-
nienia jej sztywnosci zginania, Z przyjetych warunkéw brzegowych rozwigzania
blonowego wynika, ze w punkcie ¢ musi byé spelniony warunek

S;=8;,=0,

wobec czego na nieskoriczenie malym odcinku obcigzenie p moze zostaé zrow-
nowazone tylko przez sﬂy T, ktére wzrastajg teoretyczme do nieskoniczonodci,
Dla S, i S; otrzymuje si¢ po dwie wartosci. :

W rozwigzaniu pumerycznym mozemy ustalié wartodé sity T w narozu
z réwnania LZ — 0, zastosowanego do calej powloki. Jednoczeénie sprawdzimy,
czy otrzymana bezposrednio z oblicze metody wiéloboku sznurowego wartosé
T, = -+5,799p réwnanie to spelnia. Na obliczeniach tych musiat si¢ odbi¢
wplyw nieregularnosci wystepujacych w narozu,

Rzutsity T' na kierunek pionowy wynosi

r g dx . ' '
T,dx=Tdssing =17 cosg sin ¢ = Tdxtg @,

(22) 3 tgw—‘ﬁ%%: Sh—ﬂ-z’—:

T.dx = Tsh - dx.
m

.

Tablica 15. Wartofei T, Symbol ¢ oznacza tu kgt migdzy brzegiem ele- _
Punkt T.ip mentu powloki a osig & (por. rys. 2). '
Skladowe pionowe sily T" dla punktéw siatki na braegu
a 2,370 y =1 podaje tablica 15.
b 3’902 Catkowanie numeryczne przeprowadzimy wedlug
; O’i'?; reguly SimpsonA. Dla calego brzegu y = 1 mamy:
e 0,036 . b—a=22n=10, n=>5.
d 0 Réwnanie X'Z = 0 przyjmuje postaé

4o T A4 QT ALY 1 22T A 2Tk T,)] = 4,

skad :
T,o = 3,686p
Oraz
T, _ 3686p
T,=-—"—= 0405 = 2098
sh —
m

Nie mozna nie uwzglednié w obliczeniach faktu, iz przepony lukowe
W narozu wobec wzajemnej prostopadioci posiadaja pewna sztywnodé w kie-
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runkach prostopadiych do swoich plaszczyzn. W powloce kwadratowej wobec
symetrii mozemy napisaé #u, = n,, czyli ‘ '

0*F  O%F
oyr T oat
Wobec tego z réwnania rézniczkowego funkcji naprezen

x 0°F . .y OF

ST L T
dla y = & =1 otrzymujemy
1 o*F 1 oF
02F 1
2 o ch = —pm,
skad
02F  O*F pm
2 2 o
oy 0% Zchi
W narozu g = 1/u = 1, a zatem
[ 5 :n’.rf't =n1=mn,
Szrz nﬂ‘_"lr_: n, " 1 =,
(2.3) . J K
. —pm
L : Sl:Sz':nyznaf:K‘—T'
‘ . 2ch -~
" .
Poniewaz ch 1/m = 1,07897, m = 2,53267, wiec
otF o 2F 2,53267
So= S =45 = mr = T 2or,0m970 = LT

Na podstawie drugiego z réwnan réwnowagi (1.2} sit zrzutowanych w po-
wloce mamy

anw on

v
ox + y =0
czyli
on,  omy,
on ay
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Wynika stad, ze zmianie S; = n, od zera do wartosci, ~okreslonej wzorem
(2.3), odpowiada zmiana T' = n,, W narozu o wartosc -

)
(2.4) AT — P

2ch i
"

w stosunku do obliczonej z réwnania calej poWldld ‘w kierunku pionowym.
AT jest dodatnie, gdy 7' jest ujemne i na odwrét. Tak wige z dostateczng dla
potrzeb praktyki dokladnodcia mozemy ustali¢ wartosei sit w narozu powioki:
Sy = 8y = —1,174p, S
T = 9,098p—1,174p = 7,924p.
W pozostalej czesci powloki stan sit wewngtrznych jest regularny i — jak
mozna mniemaé w oparciu o niektére doswiadczenia — teoria bltonowa powlok
translacyjnych oddaje go z praktycznie wystarczajgeg dokladnosei,[3].

3. Rozwigzanie dla obecigienia cigiarem wiasnym

Oznaczajac przez g, 1z¢dng obcigZenia cigZarem Wlasnym w kluczu powlokl
o stalej grubodci otrzymamy dla Z nastgpujgce wyrazenie:

 gdd dfl df\' Ly

Réwnanie rézniczkowe funkcji napquer’} przybiera postaé

x O*F ¥ 02F g 2 ¥

(3.2 hE 5 — 5+ ch—=— o —mgﬂ/l—tsh E—Mh P
Odpowiednie réwnanie metody wicloboku s-zr:gurqwegof ma postaé

-1 — - 12— '

110 -1 A 12 -l

(3.3 2 20 21 Fr— —~10 20 10 |F=

1o—t0 )l 2 ]

S T 0 Y L e
1 Aax? ' - x
o S we | lo 1000 10 mg]/ Lo sht o sk T
| Cw L1 w0 1) :

Poniewaz réwnanie (3.3) StOSU_]emy do rozwigzania powloki katenoldalnej,
oméwionej w p. 2, mozemy wiec wykorzystad Wyprowadzony tam i podany
w tablicy 4 uklad réwna#, w ktérym trzeba zmieni¢ tylko zalezng od 0bc1qzen1a
kolumng wyrazéw wolnych,

Obliczamy najpierw wartosci pierwiastka wystepujacego jako czynnik po prawej
stronie rdwnania (3.3) (tablica 1'6)';' Jak juz wistalono dx == 0,2, m == 2,53267.
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Szczegotow dalszych rachunkéw nie przytaczamy tutaj, podajemy tylko ich
wyniki w tablicy 16.

Tablica 16. Wartosci -l/ 14sh* X 4 sh* Y i wyrazy wolne ukladu réwnad
m m

— ———e— =

Punkt i /1 + shﬂ% + shz% ! Xf:;?g., Punkt ]/ 14 sh"% + sht f_n 'Wﬁzz;
a 1,15254 - 6 1,05563 1,24932
b 1,12575 — 7 1,04035 1,25035
P 1,10515 — 8 1,03123 1,25099
d 1,09056 - 9 1,02819 1,25120
e 1,08186 — 10 1,02484 1,23173
7 1,07897 — 11 1,01558 1,23203
1 1,09831 1,27245 12 1,01250 1,23212
2 1,07718 1,37481 13 ©1,00623 1,22069
3 1,06221 1,27660 14 1,00312 1,22072
4 1,05328 Cot 18 1 1,21693
5 1,05030 1,27808

Rozwigzanie ukladu réwnan daje wartodel funkeji naprqzeri F, w we-
wngtrznych wezlach siatki i jest podane w tablicy 17.

Tablica 17. Wartosci F;

Punkt | Flg, | Punkt | - Flg,
1 0,136737 9 | 0,513252
2 0217405 . | 10 | 0,565858

my 0,266203 11 0,631605
4 0,292758 12 | 0,652760
5 0,301205 13 | 0707278
T 6 0,359290 14 0,731717
7 0,448354 15 | 0757253
8 | 0497521 o

Teraz mozemy przystapi¢ do obliczenia sit przekrojowych S;, Sy i 7. Jak
w poprzednim rozdziale rozpoczynamy od ustalenia wartosci #, 1 #, dla punk-

tébw na brzegu # = —a = —1 (tablica 18) wedlug wzoréw: -
*F
122.‘ = ——aTyT == O, |
on, = au_;:w" - L= —= " ]/l—i—sh%--Lshzﬁg{, _
chfmf chfu T o
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7 kolei przystepujemy do obliczenia WwartoSci n, = 02 F[ox* dla punktéw
wewnetrznych siatki podziatu powloki w znany juz sposéb za pomoca podanej
w tablicy 8 macierzy odwrotnej. Jak juz poprzednio wspomniano, symetria
powloki wzgledem przckatnej pozwala na podstawie wartodel #, (zawiera je

tablica 19) wypisa¢ takze wartodci n,, ktérych tu nie przytaczamy.

Tablica 18. Wartosei 7, i my na brzegu x = —a = — 1
m
Punkt b a Z g nylgo yigo
€ i3
0 | —2,70536
a 2,34730 1,15254 —2,70536 0
b’ 2,41138 1,12575 —2,71461 0
o 2,46321 1,10515 —2,72222 0
a 2,50140 1,00056 —2,72793 0
¢ 2,52479 '1,08186 273147 0
bl 2,53267 1,07897 ! —2,73267 0
Tablica 19. Wartodci #n, w wewnetrznych punktach siatki
Punkt gl Punkt 1y (g0
1 —1,33387 4 —2,19127
2 —0,76776 8 —1,75599
3 —0,54670 11* —1,44993
4 —0,44627 13 —1,27069
5 —0,41775 14 —1,21227
2 —1,86374 5 —2,22150
6 -—1,29947 9 —1,80340
7 —10,98469 127 —1,50357
8 —0,82659 14 —1,32589
—0,77849 15 —1,26663
3’ —2,08941
7 —1,60209
10 —~1,28179
11 —1,10503
12 —1,04800

Teraz mozemy juz okresli¢ sily przekrojowe

gdy7 p oraz 1[u zostaly juz obliczone w rozdziale poprzednim (tablica 11).

Sl= 2t i

“Zestawiono je w tablicy 20.
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Tablica 20. Wartosci sit S, i S,

Punkt Siigo Salgn Punkt Silgy Sy lgo
0 —2,705
a —~2,705 0 d’ 0 —2,560
b. — 2,643 0 3 —0,567 —2,014
P —2,594 0 7 —1,000 —1,578
d —2,560 0 10 —1,282 —1,282
e _—2,539' 0 11 —1,437 —1,115
f 2,533 0 12 —1,485 —1,061
v 0 —2,643 ¢ 0 —2,539
1 —1,334 —1,334 ¢ —0,467 —2,093
2 —1,824 — 0,784 8 —0,847 —1,713
3 —2,014 —~0,567 11 —1,115 —1,437 -
4 —2,003 — 0,467 13 —1,271 —1,271
5 —2,115 —1{,439 14 —1,322 —1,216
¢ 0 —2,594 f 0 . —2,533
2 —0,784 —1,824 5 —0,439 —2,115
6 —1,299 —1,299 9 —0,800 —1,754
7 —1,578 —1,000 12 1,061 —1,485
8 —1,713 — 0,847 14 —1,216 —1,322
g —1,754 ~0,800 15 —1,267 —1,267
Tablica 21. Wartosci 7T
Punkt Tlga Punkt " Tlg, Punkt Tigo
a 6,312 ¢ 1,548 ¢ 0,438
b 2,935 2 1,459 4 0,405
¢ 1,653 1,069 8 0,324
d 0,958 0,674 11 0,220
p 0,443 0,324 13 0,110
f 0 0 14 0
by 3,016 & 0,942 Nt 0
1 2,181 3 0,862 5 0
2 1,430 7 0,575 9 0
3 0,858 10 0,447 12/ 0
4 0,404 11 0,220 1# 0
5 0 12 0 15 0
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Pozostaje jeszcze obliczyé sily styczne

p g . OF 0 OF
T e Toxoy . oy ox

wedlug wzoréw podanych w p. 2.4, ktére zachowujg swa moc i w tym przypadku,
gdyz 4dx i Ay nie ulegaja zmianie. Znajdujemy najpierw wartosci 0F/[ox,
a nastepnie na ich podstawie — wartodci T, ktore

Tablica 22. Wartoset T, k ”
zestawiono w tablicy 21,

Punkt|  T:lg Zajmiemy sie jeszeze okresleniem sil blonowych
. 5 558 w narozu powloki wedlug zasad, oméwionych w p.
b 0:943 2.5. Ustalamy najpierw wartosci sktadowych piono-
. 0,395 wych sily T dla punktéw siatki na brzegu y =1 na
d 0,152 podstawie réwnania (2.2). Zestawiono je w tablicy 22.
P 0,035 Wyprowadzamy réwnanic XZ = 0 dla calej po-
f 0 wloki. Suma skladowych pionowych sil stycznych

na obwodzie powloki, ktérg obliczamy za pomocg
wzoru SIMPSONA, musi byé réwna cigzarowi powloki. Ten ostatni otrzymamy
mnozzc pole powierzchni powloki réwne

ffdA ff]/l—i—shz | 2_dedy

przez rzedng obcigzenia cigzarem wilasnym w kluczy powloki gy.

Réwnanie £Z = O przybiera w zwiazku z powyzszym postad

be 2 RT A RT, AR 1 2QT 2 T,)] =

- flf]/1+shu_+sh2 Y dxdy.
-1 -1

Po podstawieniu wartosci T, mamy

15( at3.91080) = £o ff]/1+sh2 +sh2y dx dy,

-1 -1

skad

Tp= 8 é’o ffg 1+sh2 —~—-—[—Sh2 s 2 dxdy —3,910g,.

-1 -1
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Wobec¢ symetrii funkeji podcatkowej mozemy napisaé
1 1 1 C1 o .
2 % A f . f o ¥ e Y g
k!dyqf‘/l»%sh m-}—sh oo dx .20 dy 20 ]/1+sh m+Sh2?{dx“

- 11 ‘
.— 2_§_ ZL —
_m40f_0f]/.1+sh e dsdy = 41,

Catka ta nie da si¢ scalkowad elementarnie, musimy si¢ wicc uciec przy usta-
laniu jej wartodci do aproksymacii. Wartodct

. x y
]/1+ Sh.z“,;[‘i“ shzg

zostaly obliczone JUZ poprzednio '(tablica{ 16); ﬁszysktkie one sg wigksze od

jednosci. Interpretujemy wiec catke na obszarze kwadratu o boku 1 jako sume

objetosci szedciana jednostkowego J, i bryly, znajdujgcej sie nad nim Jy:
Jle—i—'Ja, lel.

Wartosé J, ustalamy nastepujaco: kazde z pél siatki podzialu 0,2-0,2 =
= 0,04 mnozymy przez érednig czterech wysckodci naroznych i sumujemy
iloczyny uwzgledniajac symetric wzgledem przekatnej. Otrzymujemy w ten
sposob  wartodé J, = 0,05279 oraz J = 1,05279.

Ostatecznie wiec

11
g X 2 Y AT —
lflf]/u-sh 1 sheLdx dy = 47 = 4,21116.
 Teraz mozemy juz okresli¢ wartoéé rzutu pionowego sily stycznej w narozu
a T, i nastepnie samej sily stycznej 7,:

T,, = le-go +4,211-3,910 g, = 3,986 ¢,,
T,  3986g
T, = T 0405 9,836¢,.
sh —
m

Réwnanie (2.3), na podstawie ktérego ustalamy wartodcl sit podluinych
w naroiu, przybiera w tym przypadku postaé

Zmn

(3.4) Sleazn,,:n:—ﬁﬁT.
2ch .-
m

Wobec ch 1/m = 1,07897, m = 2,53267, Z = 1,15254g, mamy

: 1,15254 . 2,53267
S1g = S0 = My = My = _“Wgo == —1,35268g, = —1,353 2,.
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W narozu zmianie Sy == n, od zera do wartodci okreslonej wzorem (3.4)
‘odpowiada zmiana T = u,, w stosunku do obliczonej z réwnania réwnowagi
calej powloki w kierunku. pionowym:
Zm
Zchi
m

(3.5) | AT =

Ustalamy wiec z doktadnodcig wystarczajacg dia potrzeb praktyki wartosci
sit w narozu powloki nastgpujace: :
S, = 8, = —1,353g,, :
T = 9,836g,—1,353g, = 8,483 g,.
Jak juz wyiej zauwazono, w pozostalej czedci powloki stan sit wewnetrznych
jest regularny i mozna mniemad, Ze teoria blonowa oddaje go z praktycznie
dostateczng dokladnoscig, [3].

4. Zagadnienic wogélnienia rozwigzania numerycznego

Zastanéwmy si¢ nad mozliwodcia nogédlnienia oméwionych wyzej rozwigzan
powloki katenoidalnej o wymiarze a = 1 na geometrycznie podobng przy do-
wolnym wymiarze @, lecz tej samej siatce podziatu na # czesci. Opatrujge wskaz-
nikiem 1 wielkodci odnoszgce si¢ do tej ostatniej mozemy napisaé

L Xy = Xa, Ax, = Axa, k= ha,
Y1 = ya, Ay, = Aya, my = ma,
L —2a=la, Ax =, fx, = 28
H . T n
chﬂ = ch ‘”?’ = chi
ey W a
Zatem lewa strona réwnania (1.8)
I e S LA —1 2 -1
ch—| 2 20 2 F+ch,§; 10 20 10|F=
1 —10 -1 Tl 2 —1
1 10 1
‘5 . A 2] .
:Tf; 10 100 10] Zm

10 1

nie ulegnie zmianie przy zwickszeniu wymiaru g. Rozpatrzmy teraz prawg
strong tego réwnania. Zakltadamy oczywiscie, ze obcigzenie pionowe Z jest
niezalezne od a i wylaczamy z rozwazan macierz w nawiasach kwadratowych.
Dla pozostatych wyrazéw prawej strony réwnania (1.8) mozemy napisaé

Axﬁm _ (dxa) I Ax2 1 P i
2 Ty AT Ty = g e e
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A wiec prawa strona réwnania, a w konsekwencji i wartodci funkeji naprezef
F, w wewngtrznych weztach siatki podziatu s3 proporcjonalne do trzeciej
potegi a. Wynika stad, 2e w przypadku dowolnej wartoéci @ mozna uniknaé
w rozwigzaniu numerycznym powloki katenoidalnej metods wieloboku sznu-
rowego powtarzania czynnodci najbardziej pracochionnej, tj. ukladania i roz-
wigzywania réwnan 1 wystarczy uzyskane dla @ = 1 wartoéci funkcji naprezed
poranozyé przez a’. _

Zastandwmy si¢, czy nie mozna zastosowaé tego uogdlnienia do obliczenia
sit przekrojowych S;, S, i 7. Rozwazymy najpierw 'zagadnienie skosnej sily
podiuznej S, przy czym wyniki tych rozwazan dotyczy¢ bedy takie sily S,
Otoz

9*F

ot

/e

dla powloki geometrycznie podobnej wobec

S1 = nrlu:

Oczywiscie wartosci

my ma m Ty ma m

nie ulegng zmianie. Obliczenie 3*F[Jy* za pomocy macierzy odwrotnej wymaga
pomnozeniz wartoéci F, dla punktéw wewnetrznych odpowiedniej linii siatki
przez stale wspolczynniki i podzielenia przez I oraz pomnozenia znanych war-
tosci 0®F[0y? dla punktéw brzegowych przez stale wspélczynniki, przy czym
wszystkle te iloczyny ulegajq zZsumowaniu:

o*F o
F d; ( ) .
( ay ) 2 c u 12 + y 1drzeg

Rozwazmy pierwszy wyraz prawej strony powyzszej zaleznosci

F,=Fa, I, =Ia

ZC’F“ll—% = EciFiasn(-l%F = Z‘.‘,‘,F1 ;2

Dla drugiego wyrazu mozemy napisaé na podstawie réwnania rézniczkowego
funkcji naprezen

02F m ma m F
(a) =T b= ma—— i ,_“("57) ‘
Y 1 brzeg Ch __.’3_’1_ Ch ya Ch _3_’_ Ve L rzen
"y ma m

A zatem oba wyrazy sg liniowe zaleine od wymiaru 2. Wynika stad, ze skosne
sity podluzne S; i §, tez s3 proporcjonaine do a.

46(7) Rozprawy InZynierskie 721



Przechodzimy z kolei do sit stycznych
| O2F o oF

]

Sxdy 0y ow

przy czym, [1],

oF 1 Ax | { 02F 2R
(a?),,, = 2 Fmtr )= W[(W),m“ (W)]

W ostatniej zaleznoéci wyrazy w pierwszym nawiasie po prawej stronie
znaku réwnosdci sg proporcjonalne do a3, zas wyrazy w nawiasie kwadratowym —
do a. Jednak pierwsze z nich sg w przypadku powloki geometrycznie podobnej
dzielone, drugie zas mnozone przez Ax, = Axa. W konsekwencji i jedne i drugie
s proporcjonalne do @ Jedli teraz zastosujemy z kolei wzory, [1],

- 1
F, = leTy(F o 8F A 8F —F o),

(4.1)

. 1 FostAFpa—5F o,
(+2) 3 Foi = 7( T )
' SFm ﬁ4Fm _Fm '
Fm+2 == 2 Zﬂy aa —ZFm+1

do obliczenia (9/dy) - (0F[ox), to bedziemy musieli warto§¢ o0F[ox poduielic
przez Ay, = Aya. Ostatecznie wige wartosci sit stycznych 7' zaleze¢ bedg od
wymiaru a w sposGb liniowy, analogicznie jak sily podinzne.

Istnieje jeszcze mozliwoéé obrania innej drogi obliczenia sit T': mianowicie
zamiast stosowaé kolejne wzory (4.1) i (4.2), mozna uzy¢ dwukrotnie tych
ostatnich. Oczywiscie trzeba tu mied na uwadze, ze wzory (4.2) s3 mniej dokladne
niz (4.1). Wobec dzielenia kolejno przez Ax, i Ay, wartodci funkeji naprezen £,
proporcjonalnych do trzeciej potegi wymiaru q, dochodmmy do wniosku, ze
zalezno$¢ bedzie liniowa. :

Z rozwazah powyzszych wyplywa wniosek, ze wyniki rozwigzania nume-
rycznego powloki katenoidalnej o wymiarze a = 1 opisang tu metodg mozna,
respektujgc poczynione na poczgthu tego rozdzialu zalozenia, uogélni¢ na
powloke geometrycznie podobng. Wartodci funkcji naprezen w weztach siatki
podziatu sg proporgjonalne do trzeciej potegi wymiaru a, za$ wartosci sit po-
dhuznych i stycznych — do potegi pierwszej.

5. Uwagi koncowe

Nalezy tu jeszcze dodaé, ze Dusas, [4], na podstawie znacznej liczby roz-
wigzanych przypadkéw plyt i tarcz stwierdza, ze metoda wieloboku sznuro-
wego w poréwnaniu z metodg réznic skoficzonych daje wigkszg dokladnosé
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przy tej samej siatce podzialu (szczegélnie” dla obcigzen nier(')wnomiernych)
oraz szybsze zmniejszenie si¢ wielkosci bledéw w miare zageszczania siatki.
Przeprowadzone w pracy [1] obliczenia pordwnawcze pozwalajg sadzié, iz
stwierdzenie powyzsze mozna rozszerzy¢ takze na powloki translacyjne.
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Peamome

KATEHOI/I,IIAJiBHAH OBOJIOUKA

Ilepensuras ojMH KaTeHOMT Ha GPYromM B ciaydae, Korma obe KpeBshle pac-
HOJIOMKEHBI BO B3AMMHO IEpIEHIEKYIAPHBIX IDIOCKOCTAX, IIOJIVIAETCA TPaHC-
JISIHoHHag oboouKa, KOTopol RaeTcs HasBaHHe KaTeHoHfansHoit. Haerca ypas-
HeHME 3TOH OBONOYKH H PACCMATPHBACTCS CIIOco{ OIpeflercHus (e3MOMEHTHEIX
CHA NpPH BEPTEKATLHOH HAEpPYSKE M ¥PH OIOpe IO OKPYHOCTH M@adparmMamd,
JHECTKEMHE TOJBKO B CBOCH IUIOCKOCTH.

Juddepennuansaoe ypaBHeHse HAIpamennd JULT 000I0UKY, DPaCHONOMKEH-
HOM Ha/{ KBa/[DaTOM, PElIACICs METOJOM BEPEROTHOTC MEOTOYroNpHHEKA. Paccma-
TPUBAIOTCS [ABA CoIydasi: PABHOMEPHO PACHPEACIEHHOH HATPYIKHM H HATPY3KH
coferBeHabIM  BecOM O000J0YKH MOCTOSHHOH TONMMHEL, PelmeHMA 3aKOHYEHEI
oHpeneNeHHeM 3HAUSHHE IPOMOIBHBIX M KacaTesIbHBIX CHII, IPH 4eM HaHAcHa
TARKE oﬁpaTHaH MATPHIA, MOSBOISIOA repefitn OT 3HaweHuH (QYHKIUHE Ha-
fipsoxennil F, K SHaUeHUsM BTOPBIX IPOM3BOHBIX F)' Ipu pasfieleHHH OTPe3Ka

uma 10 wacreit.

3arem paccmaTpHBaeTCH BOIPOC PACHpelencHHA Oe3MOMEHTHBIE CHI B yrLiy
0oDOJIOUKHY ¥ CcHocoD ONEHKM BAHAHHA NONEPeYHOil JKeCTKOCTH Auathparm Ha 9T1H
ceibl, OGcyscuaeTcs TAIOKE BO3MOMKHOCTB 0000HIEHMA DESYNbTATOBE peEINeHUA
060IOYKK, PASMEPOM TIDJOBHEEI CTOPOHBE IIPOCKIME ¢ — | Ha reoMeTpHYecKH Ho-
#obHYI0 0007I0UKy. 3HAUSHUA (DYHKIMH HaUDSDKCHAH B Y3I8% CCTKH HPOIIOpPIHO-
HANBHBL TpPETheH CTElleHW pA3Mepa 4, @ NPOJOJBHBIE H KACATEIRHBIE CHNBI 38-
BHCAT OT @ JHMHEHHO.

Summary
CATENOIDAL SHELL

- By moving one catenary along another both curves lying in mutuaily per-
pendicular vertical planes, a translational shell is obtained called here the
catenoidal shell, The equation of this shell is given and the method of calculating
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the membrane forces under vertical load, the shell being supported along
the contour on diaphragms rigid in their planes only.

"The differential equation of the stress function for a shell covering a square
is solved by means of the method of funicular polygon. Two cases are consid-
ered: a shell acted on by a uniform load and a constant thickness shell loaded
by its own weight. Normal and tangential forces are determined, the inverse
-matrix being also obtained thus enabling the passage from the values of the
stress function F, to those of the second derivatives F{’, the segment being
divided into ten parts.

Next, the problem of distribution of the forces in a corner is considered
and the way of appraising the influence on these forces of the transversal ri-
gidity of the diaphragms. Also the possibility of generalizing the results obtained
for the shell, of which the projection has the half-side length @ = 1, to a geo-
metrically similar shell is considered. It is found that the values of the stress
function in the nodes of the net are proportional to the third power of @ and
the normal and tangential forces depend linearly on a,
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