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1. Elementarna miara wytezenia materiatu

Wytezenie materiafu rozumie si¢ w pracy jako stopien zbliZenia stanu
fizykalnego w okre$lonym punkcie ciala do stanu niebezpiecznego. Gdy dany
stan. fizykalny jest juz stanem niebezpiecznym, to bedziemy méwié o wytezeniu
krytycznym. Stanem niebezpiecznym lub granicg niebezpieczng — oznaczang
ogolnie przez K — nazywamy granice sprezystosci S, granicg plastycznodci
O (w tym przypadku wytezenie krytyczne zwigzane jest z warunkiem plastycz-
nosci), lub granice wytrzymaloéei R. Dla uniknigcia nieporozumicti mozna
przy tym dodawaé, wrgledem jakiego stanu granicznego mamy wytezenie na
my$li.

Wytgzenie materiatu jest wigc pojeciem wyraznie lokalnym, jednak w przy-
padku istnienia w jednorodnym ciele jednorodnego stanu naprezenia, odksztat-
cenia, temperatury itp., posiada ono zarazem znaczenie integralne.

Do czynnikéw, wpltywajgcych na wytezenie materiatu, nalezg w pierwszym
rzedzie sktadowe stanu naprezenia, ktérych wplyw w ciele izotropowym mozZna
zasadniczo wyrazié przez trzy naprezenia glowne oy, 6y, 03 (W ciele anizotropo-
wym muszg odgrywaé rolg réwniez kierunki gléwne stanu naprezenia). Uwzgled-
nienie tylko tych trzech czynnikéw odpowiada wprowadzeniu tréjwymiarowej
iprzestrzeni 0,05 Zwanej przestrzeniy naprezenh HaiGHA-WESTERGAARDA,
[19] i [69]. Czasami korzystniej jest postugiwaé sie szefciowymiarowy prze-
strzenig skladowych stanu naprezenia, ktéra w przypadku braku wplywu na-
prezenia sredniego ¢, = (0, 10,+0,)[3 na wytezenie redukuje si¢ do piecio-
wymiarowej przestrzeni sktadowych dewiatora naprezen (przestrzenig takg po-
stuguje si¢ np. A.A. IuwsziN, {25]). Za czynniki wytezenia mozna réwniez
uwazaé sktadowe stanu odksztalcenia; w zakresie sprezystym (a wigce przy ana-
lizie wytgzenia wzgledem granicy sprezystodel) sg to jednoznaczne funkcje
skladowych stanu naprezenia, ale w zakresie niesprezystym zaleza one nie tylko
od koficowego stanu naprezZenia, ale i od drogi w przestrzeni naprezen. Crzg-
sto wlaénie skladowe stanu odksztalcenia wygodniej jest uwaza¢ za wielkosci
niezalezne, a naprezenia wyrazaé jako ich funkeje. Innym bardzo wainym czyn-
nikiem wytezenia jest temperatura — W ostatnich czasach. podwigcono wiele
uwagi wplywowi temperatury na whasnosci wytrzymalosciowe materialéw. Spo-
éréd szeregu innych, czasami mniej waznych czynnikéw wytezenia, wymieni-
my wilgotnoéé (np. drewna), czas od chwili wykonania elementu (np. # betonu),




gradient naprezen itp. Tak wigc powierzchnie réwnego wytezenia — w szcze-
golnosei wytezenia krytycznego — mogg i powinny na ogét byé budowane w prze-
strzeni o wigkszej ilosci wymiaréw niz tréjwymiarowa przestrzen napregef
gléwnych (n-wymiarowa przestrzed czynnikéw wytgzenia),

Istniejace aktualnie w nauce hipotezy w zakresic wytezenia materiatu zaj-
mujg si¢ z reguly jedynie sformulowaniem réwnania samego stanu nicbex-
piecznego — na przykiad réwnania powierzchni granicznej w przestrzeni na-
prezen — a nie oceng zblizenia si¢ do tej powierzchni. Tak nalezy rozumies
ich istotng tresd, i jezeli np. M.'T. HuBeR w swej pracy [23] (p.6) pisal «wy-
tezenie materialu mierzy si¢ wladciwy pracg odksztalcenias, to niewatpliwie
miar¢ t¢ odnosit tylko do stanéw krytycznych (niebezpiecznych), a nie pod-
krytycznych (zdanie to wyraza réwnod¢ wlasciwej pracy odksztaleenia w sta-
nach krytycznych). Istotnie, w p. 8 znajdujemy sformulowanie «naprezenie
zredukowane (zastgpcze) moze stuzyé za wygodng miarg wytezenia materiatus,
co stoi ze zdaniem poprzednim w sprzecznodci o tyle, ze whadciwa praca od-
ksztalcenia jest proporcjonalna nie do naprezenia zredukowanego, lecz do kwa-
dratu tego naprezenia. Przy rozpatrywaniu tylko stanéw niebezpiecznych ta
17ecz jest oczywiscie bez znaczenia, ale w stanach podkrytycznych nalezy zdawaé
sobie sprawe z réznic wystepujacych w obu sformutowaniach. Wiasciwa praca
odksztalcenia stanowi w sformulowaniu M.T. Husrra jedynie kryterium wy-
teZenia krytycznego, a nie miarg wytezenia w stanach podkrytycznych.

Ocena wytezenia w stanach podkrytycznych jest co najmniej tak samo waz-
na, jak znajomodé stanéw krytycznych, bowiem w projektowanych przez nas
konstrukejach wytezenie materialu powinno byé wlasnic dostatecznie odlegle od
krytycznego. Za miar¢ wytezenia w stanach podkeytycznych uwaza sie dzié # re-
guly naprezenie zastgpeze, obliczone w mysl jednej z hipotez wyteZeniowych.
Zalézmy, ze czynnikami wytezenia sg tylko naprezenia gléwne, i ze powierzchnia
graniczna w przestrzeni naprezen okre§lona jest réwnaniem

(1.1) F(oy, 0y, 09) = C

(na ogél dla kazdego stanu niebezpiecznego powierzchnia graniczna bedzie
inna). Wielkos¢ C nazywamy kryterium wytezenia (np. wlasciwa energia od-
ksztalcenia postaciowego, najwigksze naprezenie styczne, najwicksze wydhizenie
* lub infie; czasem krytetrium wytezenia nie posiada prostej interpretacii fizykalne;j).
Przy jednoosiowym rozciaganiu, gdy o, = a,, spelniona jest w stanie gra-
nicznym réwnosé '

(1.2) F(on 0, 0) = C,

a poréwnanie (1.1) i (1.2) i wyrugowanie kryterium wyteZzenia C pozwala
okredli¢ napresenia zastepcze o, jako funkcje naprezen gléwnych lub skiado-
wych stanu naprezenia.
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J. Wavrczak 1 8. ZieMBA w pracy [66] zaproponowali, by przez wytgienie
materialu rozumie¢ stosunek naprezenia zastepezego do odpowiedniego napre-
zenia niebezpiecznego przy jednoosiowym rozcigganiu:

(1.3) | w0 =35

gdzie K oznacza w sposéb ogoélny -granice sprezystosci, plastycznodei lub wy-
trzymalogci, natomiast wskaznik » odnosi si¢ do jednoosiowego. rozciggania.
Wielkoscia w,-1009% posluguje si¢ réwniez M. Zaxrzewski, [72], nazywajac
ja stopniem wytezenia. Wielko$¢ w, bedziemy nazywaé elementarng miarg wy-
tezenia materialu; w przeciwien- 0%
stwie do samego naprezenia zre-
dukowanego ¢, jest to wielkosé
bezwymiarowa, w pewien sposéb
normowanan.

J. Warczax, [66], wspomina,
z¢ wielko$é w, przedstawia od-
wrotno$é stopnia bezpieczenistwa n
wzgledem rozpatrywanej granicy
niebezpiecznej K. Wytezenie w <1
jest jednak wygodniejsze w roz-
wazaniach od stopnia bezpieczen-
stwa n > 1, w szczegblnosci mo-
zliwe jest przejécie przez zero do
warto$ci ujemnych, ktére sg lat-
wiejsze do.interpretacji od ujem-
nych wartodel stopnia bezpieczenistwa. Rowniez tabelaryzacja i interpolacja
wielkodci w sg latwiejsze w poréwnaniu ze stopniem bezpieczedstwa z.

Elementarna miara wytezenia materialu w, posiada prostg interpretacje
geometryczng (rys. 1). Jezeli przez P oznaczymy punkt, reprezentujacy dany
stan naprezenia, przez O poczgtek ukladu wspélrzednych (stan naturalny,
nienaprezony), a przez N, punkt przebicia pélprostej OF z powierzchnig gra-
niczng, to w, jest stosunkiem odleglodci punktu P od poczgtku ukiadu do od-
leglodci punktu N, od poczatku ukladu:

Rys. 1. WyteZenie materialu przy obcigzeniu prostym

oP

ON,

Oznaczajge przez rp, odleglosé punktu P od punktu granicznego N,, a przez
#y, odleglod¢ punktu O od punktu N, mozemy zamiast (1.4) napisac

(1.4) wy —

PN, 1fr
1.5 SN R, d P B N B 14
( ) 0 ONO 7o, Ieru

729



Elementarria miara wytezenia {(1.3) lub (1.5) zwiazana jest z procesem ob-
cigZania «prostym» w sensie ILIUSZINA, mianowicie z proporcjonalnie rosna-
cymi wszystkimi skladowymi stanu naprezenia. Stuszna jest ona wtedy,  gdy
dia danego punktu P stan niebezpieczny moze byé osiggniety tylko w punkcie
N,, to jest na przedluzeniu odcinka OPF poza punkt P. W wielu przypadkach
mozemy si¢ jednak spodziewad osiggnigcia stanu granicznego w innym punkcie
niz punkt Ny, a wtedy clementarna miata wytezenia zawodzi. Miara elemen-
tarna nie uwzglednia réwnies mozliwosci zmiany innych czynnikéw wyte-
zenia (temperatury, wilgotnodet itp.), a zmiana taka z reguly posiada powazny
wplyw na niebezpieczefistwo osiaggnigcia stanu granicznego.

Zanim poddamy obszerniejszej krytyce elementarng miare wytgzenia (1.3)
i zaproponujemy jej uogdlnienie, shuszne przy obcigzeniach réznych od prostego,
dokonamy wpierw krotkiego przegladu powierzchni granicznych, budowanych
w oparciu o istniejace hipotezy wytezeniowe. Trzeba tu od razu zaznaczyd,
ze proponowana ogdlna miara wytgienia materialu w stanach podkrytycznych
nie bedzie nows hipotezg wytezenia, wrecz przeciwnie, celem naszym bedzie
jedynie wyciggniecie pewnych wnioskéw w oparciu o znane hipotezy.

2. Przeglad powierzchni granicznych

Najpierw zajmiemy si¢ krotka analiza jednoznacznosci powierzchni gra-
nicznych, Istniejace hipotezy wytezeniowe okredlaja z reguly powierzchnie
graniczne w przestrzeni samych tylko naprezen gtéwnych (tréjwymiarowej prze-
strzeni HAIGHA- WESTERGAARDA), wicc wplyw innych czynnikéw bedziemy chwi-
lowo pomijad. ' .

Najmniej watpliwosci budzi powietzchnia graniczna odnoszaca si¢ do gra-
nicy sprezystosci; poniewaZ wewnatrz tej powierzchni wszelkie procesy sg
spresyste, a wigc odwracalne, zatem osiggnigcie granicy spreZystosci zalezy
tylko od panujgcego stanu napreZenia, a nie od drogi w przestrzeni naprezen.
Takie samo sformutowanie w odniesieniu do granicy plastycznosci Q jest o tyle
uzasadnione, o ile jest uzasadnione pomijanie odksztalcert plastycznych w za-
kresie S < ¢ <¢ Q. Odksztalcenia te pomijamy np. przy zastgpieniu rzeczy-
wistego wykresu rozciggania wykresem dla ciala idealnie sprezysto-plastycznego
typu PranDTLA lub dla ciala o liniowym wzmocnieniu plastycznym; wiadomo,
ze dla pewnych materialéw i znacznej wiekszoéei przypadkow obcigzeh podejécie
takie nie powoduje wigkszych bledéw,

Natomiast w przypadku powierzchni granicznej, odnoszacej si¢ do grani-
¢y wytrzymaltodei, sprawa ulega z reguly znacznej komplikacji. Utrata wytrzy-
malosci poprzedzona bywa zazwyczaj dodé znacznymi odksztalceniami. plas-
tycznymi, nieodwracalnymi, tak e zaczyna tu powazng role odgrywaé nie tylko
stan naprezenia, ale 1 droga w przestrzeni naprezen, po kidrej stan ten zo-
stal osiggnicty, Na ogdél nie mozna wigc zbudowaé jednoznacznej powierzchni
granicznej zniszczenia 'w przestrzeni naprezen. Natomiast mozna jg zbudo-
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waé przy écidle okrelonych drogach w tej przestrzeni, na przyklad — w naj-
prostszym przypadku — przy proporcjonalnie rosnacych wszystkich sktado-
wych stanu naprezenia (obcigZenie proste). Z reguly przy takim wiasnie za-
fozeniu okredlano powierzchnie graniczne odnoszace si¢ ‘do utraty wytrzyma-
todei.

Jezeli ograniczymy si¢ do materialéw izotropowych, to powierzchnia gra-
niczna musi wykazywaé symetri¢ wzgledem kierunkéw oy, oy, 03 co nasuwa
my$l przedstawienia jej w stosownie wprowadzonych wspéirzednych walco-
wych lub kulistych, mianowicie o osi réwno nachylonej do wszystkich trzech
osi naprezen gléwnych, Istotnie, szczegélnie we wspdlrzednych walcowych
réwnania powierzchni granicznych przybierajg z reguly prosta postaé, a po-
niewaz wspélrzedne te — bedgce oczywiscie niezmiennikami stanu naprezenia
— .posiadaja szereg waznych interpretacji fizycznych, przeto w nowszych pra-
cach w takiej lub innej formie wprowadzajg je niemal wszyscy autorzy (np.
J. Majer [34], W. W. Soxorowskt, [59], 'I'. Perczyxsks, [49], J. MuRzEWSKI,
[42}).

Dokonamy najpierw obrotu osi ukladu, tak by nowa o$ r byla osig réwno
nachylong do wszystkich trzech osi naprezen gléwnych

* Y Z 01+ 0310y T
Rt RIS TR

0'1:7~“+ =t — X =

A T V3
x 2 _ O Uy
@1 %:V?wyg, y="

x Y Oy g ]/ A
03 — —————+} —= g=———"—¢g -,
A7 s vz 1/6 ve 'V 3
a nastepme wprowadzimy- przy ustaionym x, czyli ustalonym naprczemu §red-
nim o,, wspélrzedne biegunowe plaskie '

. [y:gcosw:l/—z—o'icosw,
(2.2) l
l g =psinw = ‘l/—— g, sin o,
czyli

¢ =1 j}’2+32 = 0= =V (01 52)2+(52“03)2+(53—U1) s
@2.3) ! B/3 l/

i) rot ® arc sin 3¢ —-;%
L —° g&m_ 2 gy

Wspélrzedne x, o, @ s poszukiwanymi wspélrzgdnymi walcowymi o osi tow-
no nachylonej do wszystkich trzech ost naprezen gh)wnych Niezmiennik
x = 0,, ¥3 zwigzany jest {dla ciata liniowo-sprezystego) z energia odksztatcenia
objgtosciowego, niezmiennik g = (2/3)"* 5, — z energiy odksztalcenia posta-
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ciowego. 'Trzeci wystepujacy tu niezmiennik, kgt @, nie posiada tak prostej
interpretacji fizykalnej, ale jest znacznie wygodniejszy i posiada prostszg inter-
pretacje geometryczng od stosowanego czasami niezmiennika # = 6, 6, 03 lub
' = (g,—06,) (645—0,) (0s5—0,). Ponadto’ w zakresie liniowo-sprezystym dla
ciala izotropowego obowigzuje pomiedzy wprowadzonym przy pomocy row-
~ pania (2.3) niezmiennikiem @ = w, a analogicznym niezmiennikiem stanu
odksztalcenia w, bardzo prosty zwigzek o, — w,; réwno$é te postuluje sie
czgsto réwniez i dla zakresu niesprezystego. Z warunkéw symetrii — przy
zalozeniu izotropii materialt — wynika, ze zasadniczo wystarczy rozpatrywac
powierzchnie graniczng dla — z[6 < & < =[6, wtedy ¢, <{ ¢y <X 037 dla innych
zakresdw maja zastosowanie wzory redukcyjne, np. F(n/6+w) = F(n/6—w),
F(r[24-w0) = F(—n[6-]-w) itd.

Obszerny przeglgd powierzchni granicznych, budowanych w oparciu o hi-
potezy wytezeniowe, proponowane przed r. 1928, podaje W. BurzyNski, [4].
Powierzchnie. te posiadajg czesto postaé doéé skomplikowany -— jest rzecza
charakterystyczng, ze nowszym hipotezom wytezeniowym odpowiada z reguly
prostsza interpretacja geometryczna w przestrzeni naprezen. Praca [4] oraz
praca A. MEeHLDAHLA, [36], podajg fotografie modeli powierzchni granicznych,
odpowiadajgcych réznym hipotezom. Przypomnimy tu krétko, ze hipotezie
najwigkszego naprezenia normalnego (GALILEUsza) odpowiada nieograniczony
ostrostup tréjécienny, ktérego przekrojem o, = const jest tréjkat réwnobocz-
ny; modyfikowanej hipotezie GaviLrusza (A. Cressch, [7], W. J. M. RANKINE,
[52]) — szedcian; hipotezie najwigkszych naprezen stycznych (FI. TrEsca,
[63], J. Guest, [18]) — graniastostup, ktérego przekrojem o, = const jest
szesciobok umiarowy; hipotezie najwigkszego wydluzenia (de SAINT VENANTA-
PoNCELETA) — nieograniczony ostrostup trdjscienny, przechodzgcy w przypad-
ku zerowania sic wspélczynnika PorssoNa w ostrostup GALILEUSZA; modyfi-
kowanej hipotezie najwigkszego wydluzenia (GrasHoFA) — czedci powierzchni
dwéch ostrostupéw tréjéciennych, ograniczone krzywg przenikania; hipotezie
catkowitej energii odksztalcenia (E. BeurTrami, [2]) — elipsoida; hipotezie
energii odksztalcenia postaciowego (M. T. Huser, [23], R. Mises, [39],
H. Hencgy, [20]) — walec kolowy o osi réwno nachylonej do wszystkich
trzech osi naprezen gléwnych.

PrZejdziemy do oméwienia nowszych hipotez wytezeniowych. Duzicki za-
mianie wspélrzednych (2.1), {2.2) i (2.3) mozna zawsze réwnanie powierzchni
granicznej F (g4, 0y, 0,) = C przedstawi¢ w postaci

(2.4) Floy, 0, 0} = C

(ewentualnie kilkoma réwnaniami tego typu stlusznymi w poszczegéinych za-
kresach). Duza grupa hipotez wytezeniowych przyjmuje postaé funkeji (2.4)
niezalezng od niezmiennika o, mianowicie

(2'5) F(Um) Ui) = C;
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geometrycznie oznacza to, i% powierzchnia graniczna jest powierzchnia obro-
tows, natomiast fizykalnie — Ze w zakresie liniowo-sprezystym energia wias-
ciwa odksztalcenia postaciowego @, jest pewna funkcjy energii wlasciwej od-
ksztalcenia objetosciowego @, Hipotezy typu (2.5) mozna wige zaliczy¢ do
grupy hipotez energetycznych, jakkolwiek w zakresie odksztalcert nieliniowych,
a w szczegblnodci niesprezystych, interpretacja energetyczna z reguly staje
sie niemozliwa (zwrécit na to uwage R. Mises w komentarzu do pracy F.
F. ScHLEICHERa, [58]).

W postaci (2.5) dadzg sie zapisa¢ hipotezy: BELTRAMIEGO i ITUBERA-MIsEsA-
Hencky’EGo. Pierwszg hipoteza typu (2.5), ktéra mialaby obowigzywaé dla
materialéw kruchych, byla hipoteza F. ScureicnEra, [58]. Wedlug tej hipotezy,
nawigzujacej do hipotezy BELTRAMIEGO, catkowita wlasciwa energia odksztal-
cona @ jest funkejg naprezenia sredniego o,

(2.6) : P = f(a,).
Jakkolwiek energie calkowita @ mozna rozlozyé na energic postaciowy i obje-
tosciowg i zamiast (2.6) napisaé
(2.7 D, = f(0,)—D,
lub, dia liniowo-sprezystego ciala izotropowego

o2
(2.8) 6 G =f(o,)— Vi
[otrzymujemy réwnanie typu (2.5)], to jednak z ujeciem fizykalnym hipotezy
ScHLEICHERA trudno si¢ zgodzié, Proponowane przez funkeje f (o,) posiadaly
postaé dosé skomplikowana, a przy K, = K, (wskaZnik ¢ odnosi si¢ do jed-
noosiowego $ciskania) hipoteza ta przechodzi w hipotez¢ BELTRAMIEGO, ktéra
nie zostata potw1erdzona doswiadczalnie.
' Natomiast pierwszg hipoteza, postugujaca sie konsekwentnie réwnaniem
(2.5), byla zaproponowana w r. 1928 hipoteza W. BurzyNskiEco, [4], [5] 1 [6].
Propozycje ogélng o, = f {v,) ograniczy! BurzvNski, ze wzgledéw praktycz-
nych do tréjparametrowej funkeji typu
(2.9) Ac?4-Bo? - Co,—1 = (.
Przy zalozeniu, ze parametry A, B i C wyznaczone sg przy prébach rozcig-
gania, éciskania i skrecania, czyli wyrazone przez K,, K, i K,, rownanie (2.9)
przybiera postaé

KK, ?_{_(gﬁSKK

210 S5 =2

Réwnanie to przedstawia w przestrzeni napreZef gléwnych zasadniczo elip-
soide lub hiperboloide. W przypadku szczegbélnym

(2.11) K, — ]/ KEIS:

) o2 +3(K,—K))e,—K K, =10
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otrzymujemy paraboloide

(2.12) A+3(K,~K,)o,— KK, =0,
natomiast w przypadku szezegdlnym ‘
_ 2 KK

V3 KA+K,
otrzymujemy powierzchnig stozka ko’{owego-

| K—K, KK,
(2.14‘) 0'{'{‘3 T{;}{T o‘mﬁ?. _I{cimi—_ﬁ 4 0

(2.13) K,

(po wykonaniu pierwiastkowania). Gdy K,= K, oraz K, = K,[¥/3, to row-
nanie (2.10) przechodzi w hipoteze FluBERA-M1sESA-HENCEY'EGO, & WigC po-
wierzchnia graniczna staje si¢ walcem.

Nalezy tu wspomnieé, ze réwniez W. Lo, [33], w tym samym roku wy-
sungt koncepcje rownania (2.5), nie przywigzujgc jednak do niej wigkszej wagi
i nie analizujgc mozliwych powierzchni granicznych.

Prace W. BurzyXskreco, [4], [S]1i [6], widocznie uszly uwadze nauki $wia-
towej, gdyZ cytowane sg niezmiernic rzadko, a natomiast szereg autoréw na
nowo proponuje hipoteze (2.10) lub jej przypadki szczegblne. Tak np. réw-
~ nanie (2.10) zaproponowat w r. 1931 Ju. 1. Jacn, [26], w r. 1938 L. RENDULIC,
[53], a w r. 1954 M. M. FironmENko-Boropicz, [11]; réwnanie (2,12} za-
proponowat w r. 1930 G.D. Sanpei, [57], w 1. 1937 P. P. Baranpiy, [1],
w r. 1958 G. A, GeNiew, [17]; wreszcie réwnanie (2.14) zaproponowal w r.
1953 I. N. Mirorveow, [38]. Inna propozycja G. A. GENIEWA, [16], jest
réwniez szezegblnym przypadkiem (2.10}; odpowiednia powierzchnia granicz-
na jest wtedy elipsoidg obrotowa. C. Toreg, [60], [61] i [62], postuguje sig
paraboloida (2.12), powolujac si¢ na autorstwo SANDELA.

Przystosowaniu hipotezy BURZYNSKIEGO do obliczer inzynierskich wiele
uwagi poswiecit Z. Krgsowski. W swej pracy [28] zaproponowal on réwna-
nie (2.14); w pracy [29] zaproponowal, by powierzchni¢ (2.10) zastapic (z ble-
dem na korzyé¢ pewnosci) dwoma powierzchniami stozkowymi i powierzch-

nig walcowa — wtedy dla stanéw pomigdzy jednoosiowym a trojosiowym
$ciskaniem stosuje si¢ réwnanie o, = K, dla stanéw pomiedzy jednoosiowym
rozcigganiem a jednoosiowym $ciskaniem — réwnanie {2.14), wreszeie dla
stanéw pomiedzy jednoosiowym a tréjosiowym rozcigganiem — réwnanie
liniowe

(2.15) o+3 (Ec—l) oK, = 0.

Odpowiednia powierzchnia graniczna posiada wtedy ksztatt » podwdjnie zastru-
ganego walcowego oléwka « . Wreszcie propozycia, [30], zaleca zastgpienie row-
nania o, = K, i réwnania (2.15) przez odpowiednie czedel paraboloidy (2.12).
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Pewne uzasadnienie hipotez BURZYNSKIEGO i SCHLEICHERA, oparte o roz-
wazania z zakresu fizyki cial statych, podal J. Zawapzki, [73]. Obie alter-
natywy hipotezy ZAWADZKIEGO prowadza W zasadzie do réwnania typu (2.9)
i odno$na powierzchnia graniczna moze by¢ elipsoida, hiperboloida, parabo-
loidg, stozkiem lub walcem.

Wspomniana juz praca M. M. Frronienko-Borobicza, [11], daje prze-
glad powierzchni granicznych, wykraczajgey poza réwnanie (2.9). Badal on po-
wierzchnie graniczne typu (2.5) stopnia wyZszego niz drugi, a ponadto po-
wierzchnie typu ogolniejszego (2.4), zwracajje szczegllng uwage na powierzch-
nie walcowe F{g,, w) = const. '

N. N. Dawmiengow i Ja. B. Frioman, [14], zwrocili uwage na fakt, ze
budowanie oddzielnych powierzchni dla granicy sprezystosci, plastycznodel
i wytrzymalosci nie zawsze jest mozliwe. Pewnym stanom naprezenia odpo-
wiada uplastycznienie przed utratg wytrzymatoéci, innym-natomiast — zlom
kruchy bez odksztaleent plastycznych. W takim przypadku powierzchnig gra-
niczng dla granicy sprezystoéci lub granicy plastycznosci nalezaloby w pew-
nym zakresie (w szczeg6lnosci dla stanéw bliskich tréjosiowemn réwnomier-
nemu rozcigganiu) zidentyfikowaé z powierzchnia dla granicy wytrzymalosci.
W kazdym razie powierzchnie graniczne sg wtedy w réznych zakresach przed-
stawiane réznymi — co najmniej dwoma — réwnaniami,

W ujeciu DawipieNkowa i FRIDMANA powierzchnia graniczna skiada sie
z czeéci powierzchni TREsCI-GUESTA i czesci powierzchni de SaNT VENANTA-
PONCELETA, zatem graniastostupa szesciokatnego $cigtego trojkatnym ostrostu-
pem (zastrugany oféwek szesciokgtny). T. Prrczyitskr, [49] i [50], zastapil
hipotez¢ 'TrEsci-Guesta przez lepiej zgodng =z dodwiadczeniami  hipoteze
HusERA-M1sEsa-TENCKY EGO; odpowiednia powierzchnia ma ksztalt zastruga-
nego oléwka walcowego. M. Zagrzewskl, [72], zaproponowal inng, dwupa-
rametrows hipoteze ztomu kruchego, ktérej odpowiada stozkowa powierzchnia
graniczna o doéé¢ skomplikowanym ksztalcie przekroju o, = const,:

(2.16) h/ 9 sin? (w—..;i) 3y cog? (w~?) +2sin (w— %)] o

30129

1+
Parametrami podlegajacymi wyznaczeniu sg tu o, 1 9.
J. Majyer, [34], zaproponowal pigcioparametrows hipoteze, ktorej réwna-
nie mozna zapisa¢ w postaci -

(217) g, = (A+B sin 30‘_)) '(C*gm)ﬂﬂ-nz sindo

=
(GO'—G’m)‘:Oa —%éwg?

LW réwnaniu (6.4 na s, 377 pracy [73] wkradl sig blad, mianowicie omyl]iowo figuruje wspot-
czynnik 3 przy ostatnim sktadniku po lewej stronje. Po sprostowaniu tego bledu pierwsza 'alter-
natywa hipotezy ZAWADZKIEGO pokrywa sig z paraboliczny hipotezs SCHLEICHERA, cytowang zresz-
ta w pracy [73] na s. 380, :

-]
]
k=1




Doéé skomplikowana powierzchnia, okreslona réwnaniem (2.17), przechodzi
w walec HusrEra-Misesa- HENCKY'EGO przy B = n; = n, = (.

Nalezy wspomnieé, ze w ostatnich latach spotyka si¢ coraz wiecej hipo-
tez wytezeniowych, ktére swym zasiegiem majg obejmowaé ciata anizotropo-
we. Ogdlny kwadratowy warunek plastycznodci dla cial anizotropowych podal
R. Mises, [40]; do podobnych wynikéw doszedt I. E. Mitgixowskl, [37],
a R, Hiri, [21], zajmowal si¢ szczegdlng postacig tego warunku dla cial orto-
tropowych. Uogélnienie warunku Misesa na przypadek anizotropii krzywo-
linjowej i niejednorodnodci materialy podali W. Orszak i W. URBANOWSKI,
[47] 1 [48]. Jezeli kierunki gléwne stanu napre¢zenia pokrywajg sie z kierun-
kami ortotropii, to omawiany warunek przybiera postaé

(2.18) F(0;— 0" G (04— 0+ H (o5 —07)* = 2

i w tr6jwymiarowej przestrzeni naprezed przedstawia walec eliptyczny (przy
zatlozeniu FG+GH-+HF > 0). Jezeli kierunki gléwne stanu naprezenia nie
pokrywajg sie z kierunkami ortotropii, to powierzchnia graniczna musi by¢
budowana w przestrzeni szescio- lub pieclowymiarowej.

Bardzo istotng sprawg jest uwzglednienie temperatury jako czynnika wy-
tezenia. Skape badania nad tym zagadnieniem ograniczajg si¢ z reguly do
analizy zalesnoéci granicy niebezpiecznej przy rozcigganin K, od temperatu-
ry: K. = f(T) (A. Kewry, C. Caiov, [27], G. B. Uzix, [65], E. L. RoBinson,
[54], B.E. Gartewoop, [15], P. Duwsz, [10]). Zakiada si¢ przy tym mil-
czaco, ze budowana w przestrzeni naprezen powierzchnia graniczna wraz ze
zmiang temperatury zmienia jedynie rozmiar bez zmiany ksztaltu. Jest to za-
pewne stanowisko bledne: jezeli np. w temperaturze pokojowej mamy dla
zeliwa K, > K,, to w dostatecznie podwyzszonej temperaturze, przy zwick-
szenin  wplywu odksztalcern plastycznych, mozemy si¢ raczej spodziewad
K, ~ K,. Tak wiec w przypadku mozliwoci zmiany temperatury powierzch-
ni¢ graniczng nalezatoby budowaé co najmniej w czterowymiarowej przestrze-
ni o, 0,63 T. Jednak w braku dokladniejszych danych wspomniane podejécie
uproszezone daje przecieiz pewng orientacj¢ o zachowaniu si¢ elementéw
w temperaturach podwyzszonych.

Wplyw szeregu innych czynnikéw na wytezenie jest jeszcze mniej zbada-
ny. Prace J. CzrcuHowicza, [9] i J. OperrELDA, [45], zajmujg si¢ bardzo is-
totnym wplywem wilgotnoéci na wytrzymatos¢ drewna. Praca H. Narazawa,
[44], zwigzana jest z wplywem gradientu naprezenia na wytrzymalodé, A, M.
FrevpENTHAL, [13], ktory zdecydowanie podkresla znaczenie temperatury jako
czynnika wytc;zema zwraca réwniez uwage na wplyw mocy odksztalcenia
plastycznego W na granicg wytrzymalodci, Prace te nie pozwalajg wprawdzie
zbudowadé powierzchni granicznej w odpowiedniej wielowymiarowej przestrze-
ni czynnikéw wytezZenia, ale dajg pewien poglad na to, jak taka powierzchnia
moglaby wygladad.
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3. Krytyka elementarnej miary wyteienia materiaku
i propozycia ogélnej miary wyteienia materialu

Okreslona wzorem (1.3) lub (1.5) wielkod¢ @, ma przedstawiaé matema-
tyczne ujecie podanej na poczgtku pracy definicji wytezenia materialu. Przy
cbeiazeniach prostych i przy braku zmiany innych czynnikéw wytezenia jak
temperatura, wilgotnogé itp., istotnie odpowiada ona tej definicji. Jednak lat-
wo podad szereg przykladéw obcigzen réinych od prostego, gdy postugiwanie
sig wielkodcig w, prowadzi do wynikéw wyraZnie niezgodnych z przyjeta de-
finicjg.

Jako pierwszy, bardzo wazny technicznie przyklad, postuZy nam wstepne
sprezanie materialéw kruchych, w szezegélnodcei betonu. W mysl niemal wszyst-
kich stosowanych obecnie hipotez naprezenie zastgpcze w stanie naturalnym,
nienaprezonym, réwne jest zerd, natomiast po spreZeniu rosnie do pewnej
wartodci dodatniej. Oczywidcie to samo stwierdzenie odnosi si¢ do wielkodel
Wy Sugerowaloby to, iz sprezanie jest czynnoscig wytrzymalosciowo nieko-
rzystna, bowiem zbliza stan fizykalny ciala do stanu niebezpiecznego. Wiemy
wszyscy, ze tak na ogdl nie jest, a zatem tylko naprezenie zredukowane jako
miara wytezenia jest miarg niedoskonalg. Spr¢zamy jednak tylko te elementy,
ktére badz beda nastgpnie poddane rozcigganiu, bgdZ dciskaniu w innych
plaszczyznach. Natomiast sprezanie elementu, ktéry bylby w czasie pracy pod-
dany takim samym naprezeniom sciskajgcym — czyli bylby obcigzany w dal-
szym clagu w sposéb prosty w sensie Iriuszina, lub zblizony do prostego —
byloby bledne. Tak wigc naprezenie zastgpcze moze byé miarg wytezenia przy
obcigzeniu prostym, natomiast na ogdl zawodzi przy obcigzeniach nieprostych.
Miara wytezenia powinna zatem zaleZeé¢ od przewidywanego sposobu obcig-
zania (lub przecigzania), a nie by¢ jednoznaczn% funkcjg samych tylko napre-
Zen Iub czynnikéw wytqzema W' SZErszym sensie.

Wypada tu od razu zajaé si¢ kwestig, czy wytezenie powinno byé wiel-
kodcig nieujemna, czy tez moze byé ujemne. Tradycyjnie stanowi nienapre-
Zonemu przypisuje si¢ wyteienie zerowe. Jezeli jaki§ inny stan jest wytrzy-
matosciowo korzystniejszy niz stan nienaprezony, to — logicznie biorage —
nalezy uznad, ze odpowiadajgce mu wytezZenie jest ujemne. Czesto uwaza sie,
ze napreZenie zastepcze, a wigc 1 wielko$¢ w,, moga by¢ tylko nieujemne. Tak
jest wtedy, gdy kazda prosta, przechodzaca przez poczatek ukladu, przebija
powierzchnie graniczng w dwéch punktach, whadciwych lub niewladciwych
(w nieskoficzonodci). Niektére z wymienionych hipotez wytgzeniowych nie
posiadaja tej whasno$ci, np. hipoteza najwickszego wydluzenia SAINT VENANTA-
PonceLera (bez modyfikacji GRrasnora), niektére przypadki hipotezy
BurzyNskIEGo (w szczegdlnosci powierzchnia stozkowa (2.14), proponowana
rowniez przez I. N. Mirorusowa, [38]). S. D. Ponomariew, [51], przy ob-
liczonym w my$l wzoru (2.14) ujemnym naprezeniu zastepezym dla o, =
=gy = —a, 0y =0, » = K [K, = 4, postawil znak zapytania, nie formulu-
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jac wyraznie sadu w tej sprawie. Wydaje si¢ jednak, ze¢ nie powinnismy dys-
kutowaé na temat, czy takie powierzchnie jak (2.14) moga by¢ powierzchnia-
mi granicznymi. JeZeli ogélnie przyjeto, ze niektérych materialéw nie mozna
uplastyczni¢ ani zniszczy¢ wszechstronnym réwnomiernym sciskaniem, to
mozna si¢ spodziewaé, ze istniejg réwniez materialy, ktére nie bedy ulegaly
zniszezeniu 1-przy innych typach standéw naprezenia, w szezegélnosei bliskich
wszechstronnemu réwnomiernemu $ciskaniu. W takim razie niektére proste
nie beda przebijaly powierzchni granicznej w dwéch punktach, a natychmias-
towg konsekwencja tego jest wystepowanie ujemnych wartodci naprezenia zas-
tepezego, a wige 1 wytgZenia w,. Tak wiec jezell w, zwiemy miarg wytgzenia,
to slowo «miara» zostalo tu zastosowane w sensie potocznym, a nie w sensie
przyjetym w matematyce.

Hipotezy wyt¢zeniowe o wspomnianych wlasnodciach naleza jednak do
Wythkow G. A. GeNiew, [17], proponuje zastosowanie do betonu hipotezy
(2.12), ktérej odpowiada powierzchnia graniczna o ksztalcie paraboloidy, a wiec
odpowtednie naprezenie zredukowane jest zawsze nieujemne, W oparciu o te
hipoteze (i wickszo$¢ innych) nie potrafilibysmy ani wytlumaczyé korzyéei
wstepnego sprezania, ani tez dobraé optymalnego sprezenia. W niektérych |
prostych przypadkach optymalne sprezenie mozna obliczyé w sposéb catkiem
elementarny, nie poslugujgcy si¢ bezposrednio teoria wytezenia. Bardziej zlo-
zone przypadki byly czasem rozpatrywane oddzielnie (W. OLszak, [46]).
Natomiast ogélna teoria doboru obcigzen wstepnych w zaleznosci od prze-
widywanych obcigzent roboczych — opierajaca si¢ na teorii wytgZenia materia-
lu — nie zostala dotychczas sformulowana. '

Innym przypadkiem, w ktérym elementarna miara wytezenia w, moze
prowadzi¢ do blednych wnioskéw — tym razem zbyt optymistycznych —
jest przypadek mozliwodci zmian temperatury elementu. W przypadku pod-
wyzszone} temperatury przyjeto odnosié naprezenie zastepeze do OdPOWICdDLC_]
granicy niebezpiecznej w danej temperaturze. Pojecie «wbcigzenia prostego » nie
uwzglednia zmian temperatury, Temperatura jest wiec traktowana %na innej
plaszczyinie», tak jakby tylko wzrost naprezen mégt spowodowad uplastycz-
nienie lub zniszezenie. Tymczasem pomimo, iz obliczona w ten sposéb war-
tos¢ w, moze by¢ niewielka, to maly wzrost temperatury moze juz spowodo-
waé zniszczenie, a wigc rozpatrywany stan fizykalny ciala nie jest tak daleki
od stanu nicbezpiecznego, jak sugerowalaby odpowiednia wielko$é w,.

Zaproponujemy jako miarg¢ wytezenia wielko§é w, stanowigeg uogdlnienie
wielkosdci w,, okreslonej wzorem (1.5). Wykorzystamy przy tym wnioski, na-
suwajgce si¢ z przeprowadzonych rozwazan.

Wspomnielismy, ze elementy kruche sprezamy tylko wtedy, gdy przewi-
dujemy, iz naprezenia robocze bedg naprezeniami rozciggajacymi. A wiec ten
sam stan — odpowiadajgcy wstepnemu sprezeniu — w jednym przypadku
nalezy uwazaé za daleki od stanu niebezpiecznego (gdy przewidujemy obciz-
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zenia rozciggajgce), natomiast w drugim przypadku za blizszy stanu niebez-
piecznego od stanu naturalnego (gdy przewidujemy obciazenia- Sciskajace).
Wobec tego miara wytezenia, ktéra posiadalaby znaczenie techniczne, powin-
na nie byé jednoznaczng funkeja skladowych stanu naprezenia, temperatury
itp., lecz powinna zaleze¢ od przewidywanych obeigzed roboczych lub prze-
cigzen — mianowicie od prawdopodobiefisiwa «uchu» punktu w przestrzeni
naprezen (lub, ogélniej, w przestrzeni czynmkow wytezenia) w poszczegol—
nych kierunkach. :

W ostatnich latach zaproponowano szereg hipotez wytezenia i metod
okreslania wspélezynnika bezpieczenstwa, opartych o analize prawdopodobien-
stwa pewnych zjawisk (W. Wierzeicky, [70], W. WriBoLt, [68], J. Murzewski,
[42], 5. D. Worrow, [71]). Krétko méwigc, autorzy uwzgledniaja prawdo-
podobienistwo, iz granica niebezpieczna moze by¢ réima od zalozonej, oraz
prawdopodobiefistwo, iz naprezenia (i inne czynniki wytezenia) sa rézne od
obliczonych. Wydaje sie, ze istnieje pewna rdéznica w traktowaniu tych wiel-
kosci. Jezeli si¢ ograniczymy do rozpatrywania wytezenia w jednym tylko punk-
cie, to brana pod uwage granica niebezpieczna, a wigc i powlerzchnia granicz-
na, s $cisle okreslone w tym punkcie (inna sprawa, ze mogs czasem wysta-
pi¢ trudnodci pomiarowe). Natomiast wielko$§¢ naprezen i innych czynnikéw
wyt¢zenia i charakter ich zmiany sg w pewnym stopniu przypadkowe, a za-
tem na ogdl mozna mowié tylko o prawdopodobienstwie osiggniecia powierzch-
ni granicznej w tym lub innym punkcie. Bedziemy wige uwzgledniali tylko
prawdopodobiefistwo osiagnigcia powierzchni granicznej w poszezegblnych
punktach, uwazajac samg powierzchni¢ za Scile okreélona i znang.

Odnosnie powierzchni granicznej bedziemy zakladaé, ze jest ona zbu-
dowana w.n-wymiarowej przestrzeni wszystkich czynnikéw wytezenia, ktére
w: danym : przypadku. mogg odgrywaé role (hiper-powierzchnia graniczna).
Oznaczmy te czynniki przez X, (f = 1, 2,...,n). Posiadajg one na ogél rézne
wymiary; poniewaz chcemy uogdlni¢ wzér (1.5), w ktérym wielkodci » posia-
dajg znaczenie odleglodci migdzy punktami przestrzeni, wiec przede wszyst-
kim wprowadzimy bezwymiarowe czynniki wyteZenia
Xi

(31) X, = ‘Z‘i‘,

gdzie A, sa pewnymi wielkosciami poréwnawczymi. Nalezy je dobieraé tak,
by prawdopodobienstwo zmian wielkosci x, bylo réwne (np. gdy réwne jest
prawdopodobienistwo przyrostu naprezen o 100 kG/em? i wzrostu temperatu-
ry o 10°C, to stosunek odpowiednich wielkosci poréwnawczych winien wy-
nies¢ 10 kG/°Cem?; same wartodci 4, sa bez znaczenia, gdyz ulegaja nas-
tepnie uproszezeniu). W takim razie réwnanie powierzchni granicznej za-
piszemy w postaci

(3.2) F (g, %9, 0 . 2,) = 0.
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W przestrzeni czynnikéw wytezenia wielkosci », bedziemy uwazaé za wspol-
rzedne kartezjadskie punktu, reprezentujacego dany stan fizykalny.

Uogblnimy teraz wzér (1.5) przez wprowadzenie miary wytgzenia w wzo-
rem

(3.3) w=1.2{/m)

_ My

gdzie odleglosci 7, i 7, 83 tym razem odleglodciami punktéw O i P nie od us-
talonego punktu powierzchni granicznej N, lecz od zmiennego, dowoinego
% punktu N, czyli funkcjami punktu
N (rys. 2). Symbol M oznacza
pewng warto$é érednig tych fun-
keji, ktorg zaraz dokladniej spre-
cyzujemy. Olkreslimy jg miano-
wicle wzorem

3.4)
SS(1/rp) pdfg=>
K

m (IITP) = HJWD— 3
KP

wzér dla 9 (1/ry) mozna uwa- -
zaé za szczegolny  przypadek
wzoru (3.4), gdy punkt P znaj-
dzie si¢ w poczatku ukladu O.
We wzorze tym symbol 88 o-
znacza calke powierzchniows po powierzchni (n-1)-wymiarowej w zapisic
Hapamarpa, K, jest #-wymiarows kulg jednostkowz o érodku w punkcic P,
df ¢ jest elementem (n-1)-wymiarowej powierzchni tej kuli; $rednia oblicza
sie przy tym z wagg p, ktéra jest na ogé! funkejg kierunku i odpowiada praw-
dopodobiefistwu osiggniceia powierzchni granicznej w tym kierunku (gestosel
prawdopodobiefistwa). Funkcje te nalezy okredlié w zaleznosei od charaktern
" pracy danego elementu; nie musi ona byé normowana, poniewaz wystepuje
i w liczniku i w mianowniku wzoru (3.4) i ewentualny staly czynnik ulega
uproszezeniu. Jezeli p = 1, to wéwezas wszystkie kierunki w przestrzeni czyn-
nikéW wytezenia sg réwnouprawnione — w ogblnym przypadku funkcja p
zmienia to poczatkowe réwnouprawnienie kierunkéw, wynikajace z catkowa-
nia po powierzchni kuli jednostkowej. Jezeli p == 0 dla wszystkich kierunkow
za wyjgtkiem kierunku odpowiadajacego punktowi N, wowczas obcigzenic
ogranicza sie do obcigZenia prostego (w przestrzeni napreZedi, przy braku
wplywu temperatury i innych czynnikéw), a wzér (3.3) przechodzi wprost
we wzor (1.5).

Tak wige wzér (3.3) z podstawieniem (3.4) jest nogélnieniem wzoru ele-
mentarnego (1.5) na przypadek obcigzeft nieprostych, a przynajmniej na przy-

Rys. 2. Wytezenie materialu w przypadku ogdinym
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padek obcigzen «amanych», gdy droga obcigZenia w przestrzeni. czynnikéw
wytezenia sklada sie¢ z dwéch odcinkéw nachylonych do siebie pod kgtem.
Tego typu drogi czesto wystepuja w praktyce badZ w postaci nalkladania sig
obcigzeh na przyjety stan naprezen wstepnych, badZ w postaci nakladania
si¢ przecigzen na obcigzenia robocze. Np. M. 'T. Huser, [23], zwraca uwage
na fakt, iz w przypadku obciazenia konstrukgji sitami zewnetrznymi i cigza-
rem wlasnym zniszczenie moze nastgpi¢ jedynie wskutek wzrostu sil ze-
wnetrznych. Gdy np. ciezar wlasny wywoluje zginanie, a obcigZenie robocze —
skrecanie, to kompletna linia obcigZenia jest wtedy linig lamang.

Musimy ograniczy¢ sic do obcigied wzdluz tamanej szczegélnie w przy-
padku analizy wytezenia wzgledem granicy wytrzymaltosci. Jak ustaliliSmy
w p. 2, powierzchnia graniczna dla granicy wytrzymaloéci nie jest na ogél
jednoznaczna i zalezy od drogi obcigzenia. Precyzujemy wige te droge jako
tamang OP-PN (rys. 2) tak, ze dla ustalonego punktu P powierzchnia ta jest
$cidle okredlona. Inna sprawa, ze dotychczas brak doswiadezen nad ustale-
niem takich powierzchni, i ze ustalanie takie — dla kazdego punktu P zosob-
na — bedzie Zmudne i skomplikowane. Pewne przyblizenie moze tu daé po-
wierzchnia graniczna, zbudowana dla obcigzen prostych.

Fatwo sprawdzn:, se okreslona wzorem (3.3) wielkoéé w spelma zasadni-
cze wymagania, jakie stawiamy mierze wytgzenia. Jezeli punkt P znajduje sig
w poczatku ukladu O, to licznik jest réwny mianownikowi i wytezenie przyj-
muje tradycyjng wartoéé 0. Samo ustalenie poczgtku ukladu moze tu budzi¢
pewne watpliwosci i powinno by¢ dokonane w oparciu o przestanki logiczne:
odnoénie naprezen lub odksztalcen bedzie to stan naturalny, nienaprezony,
na osi temperatury nalezy O umieécié¢ badZz w temperaturze 0°C, badZz w tem-
peraturze pokojowej (przyjecic absolutnego zera nie byloby chyba uzasadnio-
ne). Jezeli punkt P lezy na powierzchni granicznej, to wartoéé srednia I (1/r,)
rodnie nieograniczenie i otrzymujemy w == 1 (tak mogloby nie by¢ tylko wte-
dy, gdyby danemu punktowi powierzchni przypisa¢ gestosé prawdopodobien-
stwa p = 0, ale te dwa fakty si¢ wzajemnie wykluczaja). Nalezy tu podkreslic
réznicg w stosunku do potencjalu warstwy pojedynczej, ktory jest okreslony
catky, podobng do wystepujgeej w liczniku wzoru (3.4); we wzorze na po-
tencjal wystepuje jednak element powierzchni dF, natomiast w naszym przy-
padku ~— element powierzchni kuli jednostkowej df{—? (element kata). Ta
réznica wplywa w sposéb istotny na zachowanie si¢ badanych calek.

W innych punktach P, lezacych wewngtrz powierzchni granicznej, wyte-
senie w moze przybiera¢ dowolne wartosci mniejsze od jednogdei, w tym row-
niez wartodci ujemne. Wynik ten wydaje si¢ znajdowaé pelne uzasadnienie
logiczne, poniewaz np. dla materialéw kruchych punkt O nie jest na ogél punk-
tem optymalnym; poniewaz punktowi temu uméwiliémy si¢ przypisywaé war-
toé¢ w — 0, zatem w. punkcie optymalnym w przestrzeni czynnikéw wytezZe~
nia musi zachodzié w < 0. Poszukujgc minimum funkcji @ mozemy wiec
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znalezé punkt optymalny (np. okresli¢ optymalne sprezenie wstepne), a sama
minimalna wartoéé w,, stanowi ocene korzysci zastosowania takiego sprezania,

Gestosé prawdopodobienstwa p moze by¢ funkcjg punktu powierzchni
granicznej N, albo funkcjy kierunku w przestrzeni czynnikéw wytezenia.
W tym ostatnim, czedciej wystepujgcym przypadkuy, mianowniki obu $red-
nich okreflonych wzorem (3.4) sz réwne i po podstawieniu do wzoru (3.3)
ulegaja uproszczeniu, a wzbr ten przybiera postaé

SS (1/ro) pdf =
Fiy

5 =1— &7
©) LSSt pF

Xp

Tteracje catek we wzorze (3.5) najlatwiej przeprowadzié we wspdlrzednych
kulistych o d$rodku w punkcie P; punkt O mozna uwazac za szczegblny przy-
padek punktu P. Wprowadimy wspdlrzedne #, @1, o+« o Py tak, ze

m—1
X, = X7 COS@, [] sing, dla m=1,2,...,n—1,
(3.6) =

n—1

&, = X tr || sing,,
i=1 g

przy czym 0 < g, <wdlam=1,2,.. ,n—2, oraz 0 <9, 1 & 2m. Podsta-
wigjge (3.6) do (3.2) obliczamy promiefi jako funkeje kierunku, mianowicie
¥ == 1p = ¥, (P, Pa - - «» Ppa)e Element powierzchni kuli jednostkowej (elemen-
tarny kat brylowy) okrelony jest wtedy wzorem '

) -1
67 dfg=> = [T sin=t-1g,d,

i jezeli gestosé prawdopodobiefistwa jest tylko funkejg kierunku, czyli jest
okreslona tg samg funkcja p == p(Ps, Pa - - - Ppea) dla kazdego punktu P, to
ostatecznie, po przeprowadzeniu iteracii,

% jd 2n
ﬁW%m»mﬁwmeB@fww%ﬁﬁﬂ
(38),20‘—1 ] b olPr Par v v o5 P
8w =1—"2_ _

- b1 S
. _ . e Pa)AP,
sin® 2 dpyg . . . fsln Y fP (o, P2 - > P )P
bf [ : eV Wl s Pa)

Dotychezas nie rozwazaliémy zagadnienia, ile wymiaréw winna posiadaé
przestrzeh czynnikéw wytezenia. Kwestig t¢ rozwigzuje nastgpujgee twierdze-
nie. : :

Twierdsenie. Jezeli powierzchnia (hiperpowierzchnia) graniczna w #-wy-
miarowej przestrzeni o wspdlrzednych kartezjatskich x4, %3 .. ., %, jest po-
wierzchnig walcows o osi rownoleglej do osi jednego z czynnikéw wytezenia
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x,, czylt odpowiedni czynnik x, nie figuruje w réwnaniu ‘tej powierzchni,
oraz gestosé prawdopodobieflstwa  nie jest funkejy tej zmiennej, to WoW-
czas mozna wytgzenie obliczaé w przestrzeni #-1-wymiarowej, nie posiadaja-
cej 081 Xy, (przekrd] przestrzeni p-wymiarowej plaszczyzng X, = const).

Dowdd. Ustalmy kolejnos¢ zmiennych x, tak, by t6wnanie powierzchni
granicznej nie zalezato od x,, czyli posiadalo postad

(3.9 _ I L GO RR x,) = 0.
Wprowadzajac wspoirzedne kuliste (3.6) otrzymujemy
(3.10) F (x5,+7 sin ¢ COS Py, Xgp}7 SN @y SINL Py €OS Py - - J=0.

Promied 7 i zmienna g, Wystgpujq tu wylgcznie w postaci floczynu 7 singy,
yatem rozwiszanie rownania (3.10) ze wzgledu na 1 bedzie posiadato postac

1
(3.11) = rp = e G P Por - v s Pam1)

sin gy

Funkcja G (@a Pos + -+ Pa1) okredla promien 7 w przekroju %, = X%yp; istot-
nie, wtedy ¢, = ®[2 oraz ¥ = G. Promief ten oznaczymy przez 7p. Tterujge
wystepujace we WZOrze (3.4) calki i podstawiajac (3.11) otrzymujemy

(3.12) M(lfry) =

E . 4 ’ om
f sin®~p; dipy f Sinn—g%d‘?’zf sin® @ dps - - - Pw o Prt) Bact
J 5 _ g FolPom P30 Pre1)
=T T T 2n
J.sin”—2 <p1dqvlfsin”’3%dtpzfsin”—’irpgd% .. f P (@ -+ s Prot) G
0 h 0 ]

Kazda z wystepujacych w ficznika i mianowniku catek n—1 -krotnych moina
rozbié¢ na iloczyn calki pojedynczej po ¢ i calki n—2-krotnej po pozostatych
zmiennych; calki pojedyncze mozna efektywnie obliczy¢ wyrazajac je np.
przez funkeje Evirra (por. M. Jvezgowski, [74],) i zamiast (3.12) uzysku-
jemy

(3.13)  M(fr) =

an T

2n
. . ey Ppy) AP
sin™ @y di J‘sm”#“ depy . . - PP Pu (?ig’ Par - - 00 Prot) Font ) 4Pra
f Pace Fatho 0 FolPar Par -+ > Prd)

0 0
frsd _ﬁ____—_ﬁ_'__e_——#_ﬂ______é_&__————-— f—
C 4 T b4

ISiﬂ“_a‘Pzd%f?’in”A??ad% Cae fP(‘st Doy« +» Prt) AP
Hy S b
S8 pde

T

Ep
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gdzie kula K, jest kula jednostkows w przestrzeni »n—l-wymiarowe;
Xy, Xy, .., clement dfE® jest elementem powierzchni kuli, a stata C wynosi

7 2
(2]
(3.14) C=— n—l.—l o\
"33
Ta sama stala C wystepuje przy obliczaniu éredniej 9 (1/r,) i po podstawie-
niu do (3.3) state te ulegaja uproszezeniu. Tym samym wypowiedziane twier-
dzenie jest udowodnione.

Whiosek z dowiedzionego twierdzenia jest oczywisty: przestrzen czynni-
kéw wytezenia powinna mieé tyle wymiaréw, ile wielkosci istotnie wplywa
na wytezenie. Wielkogci, ktére nie wplywaja na nie, mozna po prostu pomijad.
Podanie takiego twierdzenia bylo koniecznoscia: bez niego nic byloby wiada-
mo, w ilo-wymiarowej przestrzeni powinna byé budowana powierzchnia gra-
niczna, a uwzglednianie zawsze wszystkich mozliwych czynnikéw wytesenia
byloby z jednej strony niemozliwe, z drugiej strony bezsensowne. Tak np.
wilgotnoéé wplywa w istotny sposéb na wytrzymalosé drewna i musi na ogdt
by¢ uwzgledniana, ale oczywiscie trudno méwié o wilgotnosei stali 1 jej wply-
wie na wytrzymalo$¢ — wykazane twierdzenie dowodzi, e taki czynnik
mozna pomija¢ bez wplywu na wynik,

Nalezy jednak zwrécié uwage, ze pomija¢ wolno tylko te wielkosci, kto-
rym w przestrzeni czynnikéw wytezenia odpowiadajg wspéhrzedne kartezjad-
skie. Jezeli np. réwnanie powierzchni granicznej ma postaé (2.5), to nie mozna
bezposrednio przejs¢ z przestrzeni ¢,0,04, czyli o,0,0 na plaszczyzne GG
poniewaz pomijaliby$my wtedy kat w, ktéry nie jest wspélrzedng kartezjasisky
(2 badana powierzchnia nie jest na og6l powierzchnia walcows). Istotnie, moz-
na sprawdzié, ze takic przejécic powodowaloby réznice w wynikach.

Niezalesnie od redukeji wymiaréw, wynikajacej z wykazanego twierdzenia,
inna redukcja moze nastapié przy szczegblnej postaci funkeji p, mianowicie
wtedy, gdy prawdopodobiefistwo zmiany jakiego§ czynnika wytezenia (np.
temperatury) jest znikome, i gdy mozna przyjaé, ze gestoéé prawdopodobienst-
wa p jest rézna od zera tylko przy pewnej okre$lonej, stalej wartosci tego czyn-
nika, .

4. Przyklady obliczania wyteZenia materialu
w przypadku trdéjwymiarowej przestrzeni czynnikéw wyteZenia

Podamy teraz kilka przykladéw obliczania wytezenia w w oparciu o wy-
prowadzone wzory ogblne i przeprowadzimy analize uzyskanych wynikéw.

Zajmiemy si¢ najpierw powierzchniami (2.5) — sa to powierzchnie obro-
towe w trojwymiarowej przestrzeni napreseni gléwnych HAIGHA-WESTERGAARDA,
odpowiadajace energetycznym hipotezom wytezenia, Nie musimy tu wpro-
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wadzaé bezwymlarowych wielkosci (3.1), ponicwaz na wszystkich osiach od-
cinamy wielkoscl o tym samym wymiarze; tym niemniej wielkosci bezwymia-
rowe skracaja zapis i korzystniej jest przy dokonywaniu obrotu ukladu osi
0y, Oy 0y zamiast (2.1) napisad

_ Gri0oatos _ 010 _ otoy—20,

(4.1)

T K3 0T K2 K, V6
gdzie K, oznacza granice niebezpieczng przy jednoosiowym rozcigganiu. Réw-
nanie (2.5) przybierze tu postac
(+.2) F(x,Vyi+a%) = C;
wprowadzajac teraz wspdhzedne kuliste
X = Xp+7 COS @,
(4.3) ¥ = Yp-tr sin g, cos gy,
@ = g7 sin g sin gy,
zapiszemy to réwnanie w postac
(4.4)
F{xptr cosg,y), VYAt 252y, singy cosgy+22,7 sing, singy+-r7 sin? ] = C.

Szczegblnie prostym wzorem okreslone bedzie wytezenie materiatu na osi
symetrii yp = 2, = 0. Wprowadzajac wspbirzedne’ kuliste o érodku w takim

punkcie otrzymujemy
(4.5) . F {(xp-F7 cosgy), 7 sing,] = C;

stad # = r, = 7,(py), a jezeli takie gestodé prawdopodobiefstwa «uchu»
punktu w przestrzeni naprezen zalezy tylko od ¢, to ostatecznie, po iteracji
catek i uproszezeniu,, .. N :

f [p(p1)[re(@.)] singdp,

(4.6) w=1-2 :
[p(gIrs(p2)] singyde,

Dia przykladu wezmiemy pod uwage paraboloide obrotows BuRzYNSKIEGO
(2.12); jak juz wspomnieliémy, w ostatnich czasach G. A. GENIEW zapropo-
nowat ja do okreslania wlasnosci wytrzymatosciowyeh betonu, [17]. Wpro-
wadzajge zmienne (4.1) oraz stosowane przez BURZYNSKIEGO oznaczenie

. Ke _

4.7) k= %,

zapiszemy najpierw jej réwnanie w postaci

(4.8) —g— (y2 2+ (v—1) 5}/ 3—n = 0.
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Odleglos¢ wierzcholka paraboloidy od poczatku ukladu wspélrzednych wynosi

x
4.9 fp= —-"
( ‘ ) ’ (x—1) /3
wprowadzajac «przesuniete» napreZenie srednie
%
4,10 E—m b= "
(+10) ’ (x—1) /3
i oznaczajgc przez m odleglosé ogniska paraboloidy od jej wierzcholka
Tablica 1. Wartoei funkeyi m = m (%) (4.11) m o= #—-1
i & == &(») dla paraboloidy Burzyhskiego 2 ]/ 3 ?
x = K JK, m & zapiszenty réwnanie (4.8) w  postaci
normalnej
1 0 o0 (4.12) g2z —dmE = 0.
2 0,2887 1,1547 Wartosci funkeyj m = m(x) i & = &,(x)
3 0,5774 0,8660) . . . ,
08 podaje tablica 1. S3 one sobie réwne
4 0,8660 0.76 dla % = 2+4/3 = 3,732; wtedy ogni-
5 1,1547 0,7217

sko paraboli znajduje si¢ w poczatku
ukladu wspélrzednych.

Wprowadzajac wspoh‘z:;dne kuliste (4.3) (przy zastgpieniu x przez £)
okreslimy odwrotno$é promienia 1fr = 1fr, wzorem

i 1
(4.13) P e [(¥s sing, cosg,+=2, sing, sing,—2m cos<p1)+]/A}
gdzie
(4.14)

A = (y, sing, cosgy+2z, sing, sing,—2m cosp,)? - (4mf,—yi—22) sine, .
Zaldzmy, dla przykladu, ze gesto$é prawdopodobiehstwa wuchur w prze-

strzeni naprezen jest réwnomierna we wszystklch kierunkach, p= 1; napisze-
my wtedy krotko :

| . JO)
(4.15) U JP)
gdzie ~

1 23 2

(4.16) J(P) = 5 fsin(pld(plf (v, sinqa.l CoS g+

dmé o —yo— 2%
b H

+ 2 sing, singy-—2m cosgp,)-+-1/ A]dp,,
a J(0) jest szczegblnym przypadkiem J(P). Poniewaz

E: 4 2m
(4.17) fsinqaldqo, j (¥p sing; cosgy+4, sing, singy—2m cosg,) dp, = 0,
[ )
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wiec ostatecznie
1

4mE,—yi— f Sm%d%f V4 dps

Wystepujgca tu catka podwdjna daje si¢ wprawdzie sprowadzié do calki
pojedynczej z catki eliptycznej, jednak w ogélnym przypadku posiada postaé
doéé skomplikowana. Ograniczymy si¢ do obliczenia wytgzenia materiafu
w punktach przestrzeni naprezeny, leizgcych na osi paraboloidy; przyjmiemy
mianowicie y, = 2z, = (. Wtedy

(4.19) A = 4m? cos*, | 4mé, sin*ey

* a ponadto ma zastosowanie wzor ogélny (4.6); po wprowadzeniu pomocnicze]
Zmiennej ¢ == cosgy otrzymujemy
- (1 - _) o do.

Musimy rozwazy¢ dwie mozhwosm. Jezeli £, >m (punkt lezy poza ognis-
kiem), czyl, wobec (4.10), (4.9) i (4.11),

(4.18) J(P) =

(4.20) J(P) = -

Y .
(4.21) U i st
2(x—1) 3
.' o - du—1
(4'22) Oy == Oy = 03 < —"'—"6'(?¢—W_1)——-K1:

to catka (4.20) posiada postac

_ ?— arc sln ]/ _ -E—-

(4.23) J(P) = | 1+ V £ | z
: ' ]/1_ﬁ

<p

Jezeli natomiast £, < m (punkt lezy pomigdzy ogniskiem a wierzcholkiem),
czyli nierdwnosel (4.21) i (4.22) sg speinione ze znakami przeciwnymi, to wtedy

- Arsh ]/ m f'
(4.24) J(P) = i"l 1+ V S» o
l/z—1

gdzie symbol Arsh oznacza funkeje odwrotng wzgledem sinusa hiperbolicz-
nego. Cafka J(0) okreslona jest wzorem (4.23) dla # < 2-4-)/3, natomiast wzorem
(4.24) dla % >>24-1/3. Podstawienie odpowiednich wartosci J (P) i J(0) do wzoru
(4.15) okreéla wytezenie materialu w dowolnym punkeie osi: miedzy poczat-
kiem ukiadu Wspoirzqdnych a wierzcholkiem paraboloidy jest ono dodatnie,
na pozostalej czedel osi — ujemne.
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Szczegblnie proste wzory otrzymuje sig¢ w przypadku m = &, cayli » = 24
+/3=13,732. Jest to przypadek wainy praktycznie, poniewaz te wartosé x
posiada np. duza iloé¢ gatunkow zeliwa. Wtedy

@25 J(O0)= 2; _ EMT;M /5 (1)
0 1
oraz 3 -
(4.26) w1 . 2V3W3-DE
Arsh
1+ l/'f*" o 1/§P
3—1

dla £, <m, czyli 6, = ¢y = 64 >0, oraz

(4.27) wom 1 2¢3(/3-1)&,

~— arc Sin]/l—ﬁ

TV
=

&

5. Przyklady obliczania wytgzenia materialu
w przypadke dwuwymiarowej przestrzeni czynnikéw wyteZenia

dla &, >m, czyli 0, = 65 = o5 < 0.

W oparciu o wzér ogélny (3.3) obliczymy teraz wytezenie materiatu w przy-
padku czesto stosowanej walcowej powierzchni granicznej HuBRrA-MIsEsa-
HENCKY’EGO ‘

(5.1) (01 — o2+ (05—05)+(op—a, ) = 2K3.

Bedziemy wige zasadniczo postugiwad si¢ tréjwymiarowsg przestrzenig naprezen,
ale wobec wykazanego w p. 3 twierdzenia przestrzen ta redukuje si¢ do plasz-
czyzny, o ile gestosé prawdopodobiefistwa p jest tylko funkejg kierunku w tej
plaszczyznie. ‘

Zamiast bezwymiarowych zmiennych (4.1) wygodnisj tu bedzie wprowadzié
nieco inne wielkosci, réznigce si¢ od tamtych stalym wspélezynnikiem V23:

(5.2) i g — 10Ty (e1—0y) V3 _oytos20y,

— _ . N

T Txy: o YT K, 2K,

wtedy réwnanie (5.1) przybiera szczegdinie prosty postac

(5.3) Yt = 1.

To réwnanie walca kolowego w przestrzeni xyz mozna uwazaé zarazem za row-
nanie okregu kola w plaszezyZnie yz. Wprowadzimy wepdlrzedne biegunowe
plaskie (grajace tu role wspdlrzednych kulistych)

(5-4) ¥ =9¥p -} rcosp, &= z,}rsing,
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skad

(5.5) :
1 1 1 : Y 3
Fiairae -W[yp cosgt2p sing-+ V{(¥pcosp—tz;, sing)-+-1—y3—2i].

. Zgodnie z oznaczeniami, stosowanymi w p. 3, ta wielkoé¢ » powinna by¢ ozna-
czana przez ¥, poniewaz odnosi sie do przekroju powierzchni walcowe]j plasz-
czyzng prostopadiy; dla uproszezenia wezyk u gory zostal tu jednak pominiety.

Zatozymy najpierw, ze p==1, czyli ze prawdopodobiefistwo «uchu»
punktu we wszystkich kierunkach przestizeni naprezen jest rowne. Wiedy
2m (1—y2—3%)

(5.6) w=1— 5

[ 13, cos gtz sing-t- Y 5 eosptz, s+ T F—t dy

a
i ostatecznie, po sprowadzeniu wystepujacej w mianowniku catki eliptycenej
do postaci normalnej przez zastosowanie wzoru

(5.7) Y, COS @12, Sing = ¥ ¥a+z% cos (cp—arc tg ,;’?:)
napiszemy krétko

(5.8) w=1— ”_‘2(]13%"3)_,

gdzie E(k) oznacza pelng caﬁ&@ eliptyczng drugiego rodzaju, natomiast
(5.9} wy = ¥i+tai= %

. T
jest elementarng miarg wytezenia (1.3), czyli wyteZeniem materialu przy ob-
gigzeniu prostym. 'Tak wigc wytezenic w mozna w tym przypadku uwazac za
funk.qg. jednejﬂtylko zmiennej . .War- Tablica 2. Wytgienle materiaty w proy-
tosei tej funkeji zebrane s3 W tablicy 2; padku walcowej powierzehni gramiczne]
przy jej zestawianin postugiwano si¢  Tubera oraz réwnomicrmym rozkladzic
tablica catek eliptycznych E(k) A. FLET- gestosci prawdopodobiefistwa p

cHERa, [12], ktéra jest tu wygodniejsza w, w w, @
od spotykanych zazwyczaj tablic E(&%). —_—
Wartodci w sg w rozwazanym przy- 0 0 0,5 0,1972
padku na ogdl doéé znacznie mniejsze od 0.1 0,0075 0,6 0,291
w,. Jest to oczywiste, poniewai Przy- 0.2 0,0302 0,7 0,4091
blizajac si¢ do pewnej czesct powierzchni 03 0,0687 0.8 0,5569
graniczne]j zarazem oddalamy si¢ od in- 0,4 0,1238 0,9 0,7453
nych czesci tej powierzchni; przy obli- 0,5 01972 | L0 1,0000

czaniu w, uwzglednia si¢ tylko jeden
punkt powierzchni granicznej i zblizanie sie do tego punktu. Minimum wy-
tezenia materialu wystepuje na osi walca i wynosi 0; przy réwnomiernym
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prawdopodobiefistwie osiggnigcia poszezegdlnych punktéw powierzchni gra-
nicznej, o walca jest miejscem geometrycznym punktéw najmniej wytezonych.

Korzystajac z tego, ze we wprowadzonych przez nas wspélrzednych (5.2
réwnanie walcowej powierzchni granicznej Hupera-Misesa-HENCEY EGO po-
siada szczegdlnie prosta postaé (5.3), przeprowadzimy teraz pewng analizg
wplywu rozkladu gestodei prawdopodobiefistwa P na vzyskiwane wyniki przy
ustalonej powierzchni granicenej. Bedziemy przy tym — ze wzgledéw czysto
praktycznych — zaklada¢ taki rozklad gestodei prawdopodobienistwa, by wy-
stepujgce catki daly si¢ efektywnie obliczyé w sposéb mozliwie prosty.

Przyjmiemy najpierw, ze

p=1 dla 0<¢g<aq idla 2n—a < ¢ < 2n,
(5.10)
{PEO dla e <@ < 2z—a.

Tym samym dopudcimy «wuch» tylko w pewnych kierunkach przestrzeni
naprezen, przyjmujge, ze rozkiad prawdopodobiesistwa jest w tych kierunkach
z rownomierny. Ograniczymy sie przy tym do ba-
dania wytgzenia na osi y, przyjmujac g, =0
{rys. 3). Wazér (5.5) znajduje zastosowanie
oczywidcie nadal, a po zastgpieniu granic catko-
wania we wzorze ogélnym (3.8) 0 < ¢ < 2n
——w Przez 0 << @< (z uwagi na wystepujgcy sy-
Y metri¢ przedziatn 2x—a < @ < 27 nie trzeba
juz roZpatrywac’) otrzymujemy ostatecznie
a(l—y%
Gy w=1- E(a, y)+ysina ’
Rys. 3. Przekr6j walcowej po-  gdzie E(u, k) oznacza niepetng catke eliptyczna
W‘erz“i\};fi’;esg;f‘;_’li:zgg ,eg}“bem' drugiego rodzaju, a przy v opuszczono wskaznik
P bez obawy nieporozumiest. Jezeli o = =, to
otrzymujemy wzér (5.8); jezeli natomiast o —s 0, to E(a, ¥)->a, sina — a i otrzy-
mujemy w granicy w =y, czyli w = w, ale tylko dla dodatnich y [wzér (5.9)].
W zastosowaniach praktycznych spotkamy sie raczej z innym, mianowicie
ciaglym rozkladem prawdopodobienstwa o najwickszej gestosci na osi symetrii,
Dla przyktadu przyjmiemy

(5.12) { p=cosp—cosa dla 0 <p<a idla2r—a<g<2n
=0 dla o < ¢ <27—a.

Jak juz wspomnieliémy, ewentualne unormowanie funkcji p nie posiada zadnego

znaczenia. Podstawiajge (5.5) i (5.12) do wroru ogolnego (3.8) otrzymujemy

(5.13) '

w:l__._

2{1—3?) (sin a—a cosa)

.

sina YT—3%sina+ %arc sin (ysina)+-ya—ysinacosa—2E (q, y) cosa
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Wzor ten oczywidcie réwniez daje w = y w przypadku granicznym obcigzenia
prostego o = 0 (cho¢ przejscie do granicy jest tu bardziej skomplikowane).

Dotychczas uzaleznialiSmy gesto$¢ prawdopodobienstwa p tylko od kata ¢,
niezaleznie od polozenia punktu P. Przyjmujac je np. w postaci (5.10) lub
(5.12) zakladaliémy, ze tylko czgs¢ powierzchni granicznej odpowiadajgca usta-
lonemu kgtowi o moze byé osiggnieta, przy czym czesé ta zalezala od polozenia
punkta P i na ogot zmniejszala si¢ z przesuwaniem punktu P w kierunku ost y.
Innym waznym praktycznie przypadkiem jest ustalenie czedci powierzchni
granicznej, ktéra moze byé osiggnicta, co odpowiada uzaleznieniu kata « od
polozenia punktu P (rys. 3). Przyjmiemy, dla przykladu, Ze osiggnieta moze
byé cze$¢ powierzchni granicznej, odpowiadajgca pélokregowi y*-hz* = 1,
y = 0, przy czym gestosé prawdopodobiefistwa p rozlozopa jest réwnomiernie.

Wtedy

(5.14) ¢ == arctg (r;—}) = arc etg (—¥r) % La<x i”

Poniewaz prawdopodobienstwo zalezy tu nie tylko od kata ¢, é.le i od polozenia
punktu P, wiec nie mozemy posluzyé sig wzorem (3.8), lecz skorzystamy ze
wzoréw ogélnych (3.3) i (3.4). W naszym przypadku

P
[ (r)p dy «

(5.15) M(lfr) = L = [ W)

, f pdp b -

0
1 o
(5.16) MU= f dyp = 1
i : s . 0
i ostatecznie, po scatkowaniu i opuszczeniu wskaZnika P,
(517) T 0&(1*:})2) e 1 (1——y2) arc ctg (*y)
E(a, y)—l-‘_'y sSina E{arc Ctg(my), y]_l_ ¥

ViF

Poréwnanie wynikéw wzoréw (5.11), (5.13) i (5.17) podaje tablica 3 i wy-
kres 4. Przyjeto nastepujgce oznaczenia; (a) - «dwupunktowy » réwnomierny
rozklad prawdopodobienistwa, ktéry zostanie bardziej szczegblowo omowiony
w p. 6; (b) — wzbr (5.11), a = @, czyli wzér (5.8) — réwnomierne prawdo-
podobienstwo we wszystkich kierunkach; (¢) — wzbr (5.13), a =7 — nierdéw-
nomierne prawdopodobiefistwo we wszystkich kierunkach; (d) — wzér (5.11),
@ = /2 — roéwnomierne prawdopodobiefistwo w zakresie kata péipelnego;
(e) — wzor (5.13), a = =[2 — nierdéwnomierne prawdopodobierstwo w za-
kresic kata polpetnego; (f) — wzér (5.17) — réwnomierne prawdopodobiedstwo
na pétkolu; (g) — wzory (5.11)1 (5.13), a =0 — prawdopodobienstwo ¢edno-
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Tablica 3. Wyteienie materiatu przy rdéinych rozkladach gestofci  prawdopodobieiistwa p

(=) . (b} () (d) (e} (£) 7 {2} :
3 6.4) (5.11) (5.13) .10 (5.13) (5.17) (5.11)i(5.13)
=g =1 a=7 a=n a=mnf2 a=nf2 a=1{
—1,01 --1,0000 -+ 1,0000 41,0000 41,0000 —0,2732 —0,7822 —1,0000
—0,8 | 40,6400 | 40,5569 40,1274 | —0,1871 —0,4329 —0,6028 —0,8000
—0,6 | 40,3600 | 40,2911 —0,0618 —0,2289 | —0,3763 —0,4329 —0,6000
—0,4| 40,1600 | --0,1238 —0,1071 —0,1931 —0,2756 —0,2756 —0,4000
—0,2: -+0,0400 | 40,0302 —0,0787 —0,1126 —0,1480 | —0,1319 —0,2000
0 0 0o . ¢ 0 o 0 0
+0,2 | 40,0400 | +0,0302 | +0,1192 | -+0,1408 4-0,1655 +0,1273 -+0,2000

404 40,1600 | 40,1238 40,2751 40,3077 +0,3472 | 10,2643 40,4000
40,61 40,3600 | 10,2911 40,4679 +0,5019 +0,5453 +0,4313 40,6000
+0,81 40,6400 | 40,5569 40,7031 40,7277 40,7613 40,6562 --0,8000
41,0 41,0000 |, +1,0000 --1,0000 41,0000 +1,0000 +1,0000 41,0000

punktowe », obcigzenie proste. Okazaje sie, ze dla niewielkich katéw o roznice
pomigdzy nieciaglym rozkfadem prawdopodobienstwa (5.10) i ciaglym (5.12)

Rys. 4. Wytezenie materialu przy ré2nych rozkiadach gestodci prawdopodobiefistwa p

nie sa wielkie; ze wzrostem o réunice te oczywiscie rosng. W kazdym razie
niewielkie réznice w rozkladzie gestosci prawdopodobiefistwa wplywajg z reguly
nieznacznic na zmiang wytezenia. Jest to wniosck o duzym znaczeniu prak-
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tycznym, poniewaz w zastosowaniach trudno dokladnie okreslié rozkiad gestodel
prawdopodobiefistwa «uchu» w przestrzeni czynnikéw wytgZenia w poszeze-
golnych kierunkach.

6. Obliczanie wyteZenia materialu w przypadke
jednowymiarowej przesirzeni czynnikdw wyteienia

Zajmiemy si¢ teraz bardzo prostym, 2 waznym technicznie przypadkiem,
gdy przestrzen czynnikow wytezenia redukuje sig do przestrzeni jednowymia-
rowej, czyll osi. W najprostszym przypadku dzieje si¢ tak np. wtedy, gdy w roz-
patrywanym punkcie ciata mozliwy jest tylko jednoosiowy stan naprezenia,
scharakteryzowany naprezeniem ¢, a inne czynniki wyteZenia sg ustalone;
wtedy przypadkom o, # 0 lub o, 7= 0 przypiszemy gestosé prawdopodobien-
stwa p = 0 1 calki powierzchniowe we WzOrze (3.4) redukujg si¢ do sumowania
wartosci w jednym lub dwu punktach. Jednak nalezy tu i znacznie bardziej
ogdlny przypadek przestrzennego stanu naprezenia, jezelt tylko stosunek na-
prezen gléwnych jest ustalony: wtedy tylko stanom
(6.1) o, = ay, Oy = by, oyg=om
(gdzie a, b, ¢ sg stalymi, 5 parametrem) przypiszemy p = 0, natomiast innym
stanom przypisujemy p = 0. W takim przypadka kazdy mozliwy stan scha-
rakteryzowany jest wartodcig parametru 7 i przestrzeh czynnikéw wytezenia
mozna zredukowaé do osi 7 (08 ta jest nachylona wtedy pod pewnym katem
do osi naprezen gléwnych).

Na ogét stan niebezpieczny odpowiada dwom wartociom parametru 7:
pewnej wartosci dodatniej 1 pewnej ujemnej. Dobierzemy parametr 7 W ten spo-
s6b,. by dodatnig warto$cig bylo 9 = 1, natomiast ujemng oznaczymy wtedy —
analogicznie do (4.7) — przez 1 = —%; dodatnie wartoéci 7 sg wtedy identyczne
z elementarnym wyt¢zeniem materiatu w, Powierzchnia graniczna redukuje
sie do dwéch punlitév;r, gestodé prawdopodobiefistwa — do prawdopodobiesstwa
przypisanemu kazdemu z dwoch mozliwych zdarzef. Jezeli prawdopodobne
jest osiggnigcie tylko jednej z tych dwbch " I
granicznych wartodci 1, to wowcezas mamy - Lt 0 p l
do czynienia z prostym procescm ohcig- ‘ 4] :
sania, catka (3.4) przechodzi wprost w od- L n ‘
powiednig wartos¢ funkji 1/ry, a wzbr (3.3) Pa_ ~th. o
przechodzi w (1.5). Natomiast bardzo inte-  Rys. 5. Jednowymiarowa przestraci

. . . P czynnikdw wytgZenia
resujacy i wymagajacy dalszego badania jest
przypadek, gdy mozliwe jest osiggniecie obu punktéw granicznych: punktowi
n = 1 przypiszemy prawdopodobienstwo p = 1, natomiast punktowi 7 = —#
prawdopodobienstwo p.= . Praypadki graniczne g =01 p =00 odnoszg sig
wtedy do obciazenia prostego, odpowiednio po stronie dodatnich 7 i ujemnych 2.
W rozpatrywanym przypadku og6lnym odleglodci v wynoszg (xys. 5):

(6.2) Tpp = 1—n, ¥p.=NK, Top == 1, ro_—=%

1

7
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| 1+

6.3 w=1— ___,

(6.3) _ | L .
ntu

lub po przeksztalceniu

(6.4‘) w _ "?%"‘l‘ﬂ)‘l‘"?(xz_n”')

- # [ (L—p)+(et-p)]

W przypadku szezegdlnym x — p =1 otrzymujemy w = 7%, zatem wtedy
wytgZenie materialu jest proporcjonalne do energii sprezystej. W przypadku
ogblnym wytgzenie w jest pewng funkcjy 9 przy parametrach » i g, przyjmujaca
wartodei w = 1 dla 9y = 1 i 5 = —x oraz warto§¢ w = 0 dla 9 = 0. Przebieg
¢j funkeji dla x = 4 oraz réznych u podaje rysunek 6.

hw

14

-4 -3 -2

-:-"

+-05

A’*ﬂ_ > S
%

Rys, 6. Wytezenie materialn w przypadku jednowymiarowym, x% = 4

Zbadamy minimum funkeji w = w(y), ustalajagc w ten sposdb optymalne
naprezenie wstgpne przy przewidywanych prawdopodobienistwach osiggniecia
obu punktéw granicznych. Rézniczkujge (6.4) wzgledem g i przyréwnujac
pochodng do zera otrzymujemy réwnanie kwadratowe

(6.5} (=@ +2(+p)n+ (e —p) = 0,
skad
(6.6 g = VR

) _ ST e S T
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Tablica 4. Optymalne wartofci paramefru 5, 7op: = (it #) przy « dwupunktowym » rozkladzie
prawdopodobiefistwa w przypadku jednowymiarowym : '

S E=
p= \ 1 2 3 4 5
0 ~—1,0000 —2,0000 —3,0000 —4,0000 —5,0000
0,1 —0,5195 —1,2792 —2,0390 —2,7987 —3,5585
0,2 —0,3820 —1,0729 —1,7639 . —2,4549 ~—3,1459
0,4 —0,2251 —0,8377 —1,4503 —2,0629 —2,6754
0,6 —0,1270 —0,6905 —1,2540 —1,8175 —2,3811
0,8 —0,0557 —0,5836 —1,1114 —1,6393 —2,1672
1,0 0 —0,5000 —1,0000 —1,5000 —2,0000
1,2 40,0456 —0,4317 —0,9089 —1,3861 —1,8633
1,4 -1-0,0839 ~0,3741 —0,8322 ©—1,2902 —1,7482
1,6 +0,1170 —0,3246 —0,7661 —1,2076 —1,6491
18 40,1459 —0,2812 —0,7082 . —1,1353 —1,5623
2,0 40,1716 —0,2426 —0,6569 —1,0711 —1,4853
3,0 +0,2679 —0,0981 —0,4641 —0,8301 —1,1961
4,0 +4,3333 0 —0,3333 —0,6667 —1,0000
5,0 +0,3820 40,0730 —0,2361 —0,5451 —0,8541
10,0 --0,5195 40,2792 +0,0390 —0,2013 —0,4415
o0 +1,0000 41,0000 -+1,0000 +1,0000 -+1,0000
Wrin &

48%

=

Rys. 7. Optymalne wartosci

parametru %, fopt T

Fla, =)

w przypadku jednowymiarowym

[7351

Rys. 8. Minimalne wartodci wyte-
Zenia materiatu w, Wumn == f(g, %)
w przypadku jednowymiarowymi



(drugi pierwiastek nie lezy w przedz1ale —ux < 5 << 1). Podstawiajac (6.6) do
(6.4) okreslimy mlmmalnq warto$¢ wytezenia; po prostych przeksztatceniach
znajdziemy

(“—]/.‘_")2 - ﬂﬁm .
#(1+Ypp *

Wartosei 7, zebrane s3 w tablicy 4, wartosci Wy —
przebieg funkeji (6.6) i (6.7) przedstawiono graficznie na rysunkach 7 1 8.

(67) Win = —

w tablicy 5; ponadto

Tablica 5. Minimalne wartoéci wytezenia materialu W, Wpin = Flp, %) przy cdwupunktowym »

rozkladzie prawdopodobienistwa w przypadku jednowymiarowym

% =
1 2 3 4 5
w=
0 —1,0000 —2,0000 ~—3,0000 —4,0000 —5,0000
0,1 —0,2699 —0,8182 —1,3858 —1,9582 —2,5326
0,2 —0,1459 —0,5756 -1,0371 —1,5066 —1,9793
0,4 —0,0507 —0,3509 —0,7011 —1,0638 —1,4315
0,6 —0,0161 —0,2384 —0,5242 —0,8258 —1,1340
0.8 —0,0031 —0,1703 —0,4117 —0,6718 -0,9394
1,0 0 —0,1250 —0,3333 —0,5625 —0,8000
1,2 —0,0021 —0,0932 —0,2753 —0,4803 —0,6944
1,4 —0,0070 —0,0700 —0,2309 —0,4162 —0,6112
1,6 —0,0137 —0,0527 —0,1956 —0,3646 —0,5439.
1,8 —0,0213 —0,0395 —0,1672 —0,3223 —0,4881
2,0 —0,0294 —0,0294 —0,1438 —0,2868 —0,4412 "
3,0 —0,0718 --0,0048 —0,0718 —0,1723 —0,2861
4,0 —0,1111 0 —0,0370 —0,1111 —0,2000
5,0 —0,1459 —0,0027 —0,0186 —0,0743 —0,1459
10,0 —0,2699 —0,0390 —0,0005 —0,0161 —(,0390
o0 —1,0000 ©—0,5000 —0,3333 —0,2500 —0,2000

7. Uwagi Kofcowe

isodanych w punktach 4-6 kilka prostych przyktadéw obliczania wytezenia
materialu moze dad tylko ogélne pojecie o stosowaniu zaproponowanej ogélnej
miary wytezenia (3.3). W wielu przypadkach musimy stosowaé DuUmeryczne
metody obliczania wystepujacych tam calek; szereg dalszych przykladow
bedzie podanych w oddzielnej publikacji. W kazdym razie widoczna jest moz-
liwo$¢ znalezienia optymalnych naprezen wstepnych, i — przez obliczenie
samej wartodci minimalnego wytezenia materialu w,,, — ocena korzysci stoso-
wania takich naprezes.
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Pezmome
«HATYTA» MATEPHAJIA B TIOIXPUTHUECKIX COCTOAHWAX

B pacrosnieit pafore IO CHOBOM (HAaTyra» Marcpuana IOZpa3yMeBacTCH
creneHb TPHOIDHCHEA (QU3HIECKOT0 COCTOANMA B ONPEReNIEHHOM TOUKE Tena
K omacHOMy coctosHmio (Tpesieiy YHPYrocTH, JUTACTHYHOCTH MIIH TIPOYHOCTH) .
VpaBHEHHE STOTO COCTORHHS OUpPEJesiicr TPEEIbHYI0 HOBCPXHOCTE (ramep-
TOBEpXHOCTS) B HPOCTPaHCTEE (PAKTOPOB HATYIH (wampshxeHuit, TeMIEpPaTyphl
H.T.JL); ara IIOBEPXHOCTE CUHTACTCH m3BecrHoil. B Kayecrtke Mepekl HATYTH B IO~
KPUTHUCCKHX COCTOANMSX IPUHUMACTCH TEIEph KAk IPABIIo pENyLPOBAIEOe
HAUPSOKEHAE ¢, WIK OTHOLICHHE ITOr0 HAUpSDIEHWS K omacHol rpaHMne IpH
omoocEom pactsoxervm K, [puc. 1, gopmyrmst (1.3) = (1.5)]. Ora mepa
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HA3pIBAcMAT B CTATHH W3/leMeHTapHOil mepoil» mnpejuonaraer BO3MOMKHOCTE
TMOCTIDKEHHA TDAHEYHOM MOBEPXHOCTH TOJBKO B ofHOH Touke N, CIpaBelMBoL
TAKHM 0GPAZOM IIPH IPONCPIHOHANLHO YBCIHYHBAIOLIMXCA KOMIIOHEHTAX HATIPsI-
JKEHHOTO COCTOSHHA (IpocTas Harpyska). Ora Mepa IOABEPraeTcs KPHTHKE
npEBOjs  PAN IPHMEPOB, B KOTOPBIX OHA HPUBOJMT K OMHGOUHBIM
PEaYIIETATAM, '

B paGore npepnaraercAd o0Ias Mepa HATYTH MATepHaia % , OHpelefeHHas
popmymamu (3.3) u (3.4) u prcynxom 2. OHa yuurhIBacT BePOSITHOCTh «[BHU-
SKEMS?® TOUKH B OTEEIBHBIX . HAIDABICHHSX IPOCTPAHCTBA HATYTH p ¥ TaKHM
ofpasom HeABIserca OJEO3HAUHON dymramed daxropoB HaTyrd. TonbKO Takoe
IIpeficTaBileHAe MOMKET HMETh TeXHHJIECKOS SHAYECHWE, TAK KaK TOMKE CAMOE CO-
CrosHHE — HaIp. Ope/IBAPHTENEHOE HAUpAKeHue GeTOHA —~ CAUTAETCH HacTo bosee
NadeKHM OT OIACHOIO COCTOSHWA (eCiM He IIPeIyCMATPHEBATs PACTATHBAIONICH
Harpyskm), subo B jpyrom ciydae Goliee GINHSKOM K OTACHOMY COCTOSHHIO (€Ciu
IPEyCMATPHBATE CXKEMAIONIYIO Harpysky). B wacTHoM cnyuae, KOorja BepOSITHO
GIBIDKEHHEY TOILKO B O/IHOM HalpaBJCHHK B IPOCTPAHCTEE HAIPSOKEHUE, Torna
ofmasn dopmyna (3.3) nepexomur B snementapHyio ¢opmynay (1.5). 3ra mepa
YUHTBIBAET KPOME TOTO H ApYyrue HaKTophl HATYTH, HEUPHHHAMACMbIC BO BHHMAHNC
IIPH MCYHCIEHHY DJCMEHTAPHOH MEpBI 105, M TOITOMY BHICTYIIRIONWE B (Gopmyre
(3.4) emrerpampl, sanMCaHHBIE [PM HCIOJB30BAHHK CHMBOIMKE AJAMAPA,
OTHOCATCA K p-MEPHOMY IPOCTPaHCTBY. B ciiyuae korja BEPOATHOCTH p He
3ABUCKMT OT MOJOMEeHHs Toukm P, Ttorma ofmaa dopmyna. (3.3) mprammaer
Bux (3.5), a mocie urepanpE B ceprdeckux KoopimHarax — Bux (3.8).

B rmaBax 46 macrcs HECKOJLKO METOJOB OIpejelleHHA HATYFH TPH IOMOI{
obmeit gopmynsr (3.3). INpuuumaecrca npefensHasd NOBEPXHOCTE B BHIE TIHIHH-
npa Iy6era-Mussca-Tenxu (5.1) u mapaGonopga Bvwamckoro (2.12); wuccne-
JIYETCA TAKOKE HATYra B CIyYac IBYXTOUEUHOro» paCHpeAeeHAs BEPOSTHOCTH
B OHOMEDHOM IpocTpaHcrse (akropoB Haryrd (rm. 6). Ilomywennbie pesyss-
TATBI NPEICTARTEHL] C IOMOILI0 Tabiaun H mparpamm, obpauias IIPH 3TOM BHH-
MAHHC Ha OIpeJlelIcHre OUTHMANBHAIX IPEBAPUTCIIHBIX HAUDSDKCHUE H MuHE-
MaJEHOM HATYIM Matepualia, KOTOPBIE [AI0T HEKOTOPYI0 OLEHKY BEINOINHOCTH
‘IPHMEHEHNS TAKOTO pOJa HAIIPsKEmHi,

-

Summary

«EXERTION» OF MATERIAL IN SUBCRITICAL STATES

Under the name of «exertion » of the material at a given point we shall under-
stand the degree in which the physical state of the material approaches the
dangerous state (elastic limit, yield point or strength). The equation of this
state describes a limit surface (or hypersurface) in the space of exertion factors
(stresses, temperature, etc.). This surface is assumed to be known. As a measure of
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exertion in subcritical states we assume as a rule the effective stress or the ratio of

this stress to the dangerous limit for simple tension K, [Fig. 1,Eqgs. (1.3) and (1.5)].
This measure, called by us welementary », implies the possibility of reaching
the limit surface at one point, No, only, thus being valid for proportional load-
ing. This measure is subjected to a critical analysis, a number of examples being
given in which it leads to erroneous results.

A general measure of exertion# is proposed. This is defined by the Egs.(3.3)
and (3.4) and Fig. 2. In this measure the probability of «motion» of a point in
various directions of the space of exertion factors is taken into consideration.
Thus it is not a one-valued function of exertion factors. Only such an approach
can have a practical importance, because the same state (prestressing of concrete,
for instance) can be considered to be more or less distant from the danger-
ous state depending on whethey tensile or compressive load is expected. In the
particular case where the «motion » is likely to take place in only one direction
of the space of stresses, the general formula (3.3) becomes the elementary one
(1.5). In the measure @ other factors, disregarded in the computation of the
‘elementary measure wy are also taken into account, therefore the integrals appear-
ing in the Eq. (3.4) and written using HHADAMARD’S notation concern a n-dimensio-
nal space., In the case where the probability p depends on the direction in the
space of exertion factors only and does not depend on the location of the point
P, the general formula (3.3) takes the form (3.5) and, after iteration in spherical
coordinates — the form (3.8).

In Secs. 4-6 several examples of computing the exertion are given, by means
of the general formula (3.3). The limit surface is assumed in the form of the
Huser-Mises-Hencky cylinder (5.1) and the BurzyNskr paraboloid (2.12).
The exertion is also investigated in the case of two-point distribution of proba-
bility in a one-dimensional space of exertion factors (Sec. 6). The results obtained
are represented by means of tables and graphs. The problem of investigation
of optimum. initial stresses and minimum material exertion giving a certain
appraisal of the advantages of using such siresses, is also treated.
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