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1. Wstep

W technice budowy wezelkich lekkich pojazdéw szybkich w zwigzku z wy-
magang duzg gladkoscig powierzchni zewnetrzne;j i odpowiednig wytrzymalodcig
na obcigzenia dynamiczne stosujemy coraz czefciej warstwowe konstrukcje
poszycia, 7 o

Tego rodzaju konstrukcje w wigkszodei przypadkow skladajg si¢ z dwich
warstw zewnetrzaych noénych, sztywno polaczonych z warstwy srodkowy
wypelniajacg. Warstwa érodkowa moze by¢ w zaleznodci od przeznaczenia
z blachy falistej, masy plastycznej, masy piankowej, ggbczastej, porowatego
kauczuku, drewna itp. materialéw.

Konstrukeja warstwowa odznacza sie stosunkowo malym cigzarem, dosé
znaczna sztywno$cig gietng, duzg szczelnodcig oraz brakiem mozliwodcl two-
rzenia si¢ lokalnych wybrzuszed. :

Warstwy nosne mogg byé wykonane ze,stali lub stopéw aluminiowych
posiadajacych znaczng sztywnosé. Grubosé warstwy nosnej w stosunku do gru-
boéci wypelniajace] zawiera si¢ w granicach od 0,1 do 0,01. Rola warstwy wy-
peiniajgcej wskutek znikomo malej sztywno$ci na rozcigganie i odksztalcenie
'p_ostaciowé w plaszczyinie réwnoleglej do warstwy noénej sprowadza sig
w wiekszodci przypadkéw do przekazywania normalnego ciénienia i sit poprzecz-
nych na warstw¢ noéng. W przeciwiedstwie do nieznacznego odksztalcenia
postaciowego w plaszezyznie réwnoleglej do warstwy nosnej poprzeczne posu-
niecie warstwy $rodkowej jest doéé znaczne i nalezy je przy obliczeniach uwzgled-
nié. Pominiete natomiast moze byé poprzeczne posunigcie watstw nosnych,
poniewaz grubosé ich jest mata w poréwnaniu do pozostalych wymiaréw po-
wioki. : ' - _

Nalezy jednak podkredli¢, iz warstwe érodkowsy trzeba kazdorazowo w obli-
czeniach traktowaé specjalnie, zaleznie od roli, jakg powinna ona spelniag,
a zatem od rodzaju materialu wypelniajacego i jego cech sprezystych. - =

Moze sie zdarzyé, jak to ma miejsce w przypadku wypelnienia “blachg
falistg, ze wspolezynnik sprezystosci E w kierunku réwnoleglym do"grzbictéw
i dolin fal jak i wepétczynnik spreZystodci postaciowej G'w plaszezyinie prosto-
padiej do grzbietéw fal mogg by¢ traktowane jako wielkodci skoriczone, nato-
miast wspolczynnik G w plaszczyZnie fal moze by¢ przyjmowany jako nieskon-



czenie duzy, za$ w plaszczyZnie rownoleglej do warstw nosnych jako réwny
zeru.

W ostatnim czasie zagadnieniami powlok w oparciu o teorie cienkich powtok
Liawa, [1], zaréwno pod wzgledem teoretycznym, jak i eksperymentalnym za-
jmowali si¢ B. M. MuszTart, [2], W. Z. Wrasow, [3]i[4], Ju. N. Ragotvow,
[5]. Badania MuszrarikGo dotyczg w szezegdlnosci powlok anizotropowych,
Weasow opracowal uproszczong teorig cienkich sprezystych powlok o dowolnym
ksztalcie, Postugujge si¢ réwnaniami cigglodei odksztalcen powierzchni srodkowe;j
powloki przedstawil on zagadnienie statecznodci powloki za pomocg dwéch
réwnan, w ktérych nieznanymi funkcjami sg funkcje naprezes i ugieé. Rasot-
Now podal ukiad réwnad lokalnej utraty statecznosci powlok cylindrycznych
1 sferyeznych. Powlokami warstwowymi zajmowat si¢ D. Ju. Panow, [6]. Gxi-
GOLIUK, [7], zajmowal si¢ zagadnieniami statecznosci powlok ortotropowych
postugujge sie w swych pracach metoda energetycznag.

Na temat powlok warstwowych sy réwniez prace L. M. Kurszyna, [8],
oparte o opracowania M. STEINA i J. Mavera oraz E. REIssNEra, [9] i [10].
W pracach B. M. Muszrarieco i K. E. Garimowa, [11], zawarta jest teoria
odksztalcenia powloki, réwnania réwnowagl przy malych odksztalceniach,
zaleznosci sprezyste, wariacyjne réwnania mehmowej teorii sprfgzystosm powloki,
klasyfikacja zagadnien teorii powlok, uproszczeme podstawowych zaleznodci,
ogblna teoria statecznodci i duzych ugieé prostokgtnych i okraglych plyt, sta-
tecznosé i duze ugigcia zamknigtych cylindrycznych i stozkowych powlok,
powlok obrotowych i sferycznych,

Zestawienie prac uczonych radzieckich dotyczacych ogélnej teorii powlok
oraz jej oméwienie mozna znalezé w pracy B. M. Muszrarieco, [12].

Znane sg réwniez prace na temat teorii powlok uczonych innych krajéw,
sposréd ktérych na szczegdlng uwage zastugujs opracowania A. PrLiGERA,
W. Nasma, A, Kristeina, E. WeNgA, J. JosHIMurt i wielu innych.

Niniejsza praca zawiera opracowanie réwnah powloki tréjwarstwowej
W oparciu o metody wariacyjne, jako najbardziej nadajace si¢ do tego rodzaju
zagadnien, _ _

Zanim przejdziemy do rozwazah teoretycznych, pokrotce oméwimy nasza
pow%okf; Powloka posiada warstwy zewnetrzne o jednakowej grubosci, wyko-
nane z duraluminium, Po stronie wewnetrznej warstwy duralumioniowej
przymocowane zostaty listwy drewniane o odpowiedniej grubosci oraz polo-
zona cienka warstwa specjalnie przygotowanego kieju, na ktérej ulozono wal-
cowane plyty masy pianowo-ggbczastej w ten sposob aby cala powierzchnia
byla dokladnie pokryta.

Grubosci wspomnianych plyt dobrano tak, aby masa pianowo-gabczasta
po spienieniu si¢ i zapelnieniu calej przestrzeni pomiedzy warstwami zewnetrz-
nymi posiadata odpowiedni ciezar ‘wlaiciwy i byta rozlozona w sposéb réwno-
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mierny. Nastepnie z wierzchu do drewnianych listew przymocowano gérng
warstwe noéng. W celu uniknigeia wyptywania masy z bokéw podezas jej spie-
niania si¢ przylozono drewniane listwy, ktore po obrébce cieplnej usunigto.
Pomiedzy drewniane listwy a masg zazwyczaj wstawiane sg pasy papieru,
majace na celu zapobiezenie przyklejania si¢ masy do listew.

W odniesieniu do otrzymanej w ten sposéb tréjwarstwoweJ powloki mozemy
przyjaé, iz warstwa $rodkowa wypelniajaca odksztaltca si¢ postaciowo, nato-
miast warstwy noéne mogg przesuwaé sig . :
wzgledem siebie, a dzigki pewnemu przemiesz-
czeniu sie¢ warstwy érodkowej zachowana jest
ciggloéé przemieszczen miedzy wspomnianymi
warstwami no§nymi. Opierajgc si¢ na powyz-
szym zalozeniu, okreflamy zgodmie 2z rys. 1
przemieszczenia dla kazdej z poszczegélnych
warstw pamietajgc o tym, iz. chodzi¢ nam
bedzie o powloke stozkowg 2z symetrycznie
rozlozonymi warstwami na grubodci $cianki
dla dowolnych kgtéw tworzgcej powloki o usta- o
lonych wiasnogciach sprezystych i grubodciach
warstw. Zakladajge, 2e u, v i w s3 odpowie-
dnimi przemieszczeniami punktu wzdluz two-
rzgcej, stycznej do obwodu oraz prostopadie;
do powierzchni érodkowej, a kierunki dodatnie przemieszczen odpowiadaja
dodatnim kierunkom osi s, @ i %, znajdziemy dla kazdej z poszczegdlnych
warstw:

Rys. 7 1

‘warstwa“ gérna —(h+0) <2< —h

[ © = U, +uﬁ(z+h+ )(;T
w Y
warstwa dolna 2 < z << h+4-46
[ U= u,—U (z -k 6)aw
IR GRS I T

(_1 2) - ) ( 8 ) ow

v = U,— Vp— z—h—~2— oy s

L‘ 0 = Wy}
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(1.3) Yo —o — %y ow ,
e p\? rop
W= w,,
gdzie
A “1‘!‘“3_’ L Wiy s
e 2 # 2
(1.4 ,
v+ U—T
'Ua—'*lz 3, vy = 12 3,

Nalezy podkreslié, ze w naszym przypadku, gdzie mamy do czynienia
z warstwg Srodkowsa w postaci masy gqbczasto-plankowe] lub jej podobnej,
zachodzi zwigzek

ow
rogp

o ou | dm dv
I ve=om e =t
Zgodnie z zalozeniem warstwa $rodkowa podlega odksztatceniu postaciowemu.
W przypadku gdy bedziemy micli do czynienia z blachg falista jako materiatem
wypelniajagcym warstwe srodkowa, gdzie w plaszezy#nie fali przyjmie si¢ G — o0,

wobec czego
ou  dw
Yoz — o= - yral 0
lub ‘

1 d ow dw
‘ﬁ(“ﬂ_fia?)JrTz %

to otrzymamy

v (it g) o

Przy okredlaniu powyzszych wielkodci uczyniono zalozenie, ze sktadowa prze-
mieszczenia w kierunku normalnej do powloki w jest jednakowa dla wszystkich
trzech warstw. Przyjecie to jest oczywiscie pewnym przyblizeniem, stusznym
dla powlok o h/R < 1 przy zalozeniu, ze grubodé warstwy srodkowej nie ulega
zmianie podezas odksztalcenia oraz ze wielkosci » i v dla warstwy $rodkowej
s3 bardzo male. Powyzsze zalozenie pociggnie za sobg uwzglednienie dla
warstwy $rodkowej przy ustawianiu ogélnego bilansu energii ukladu tylko
energii odksztalcenia postaciowego jako posiadajacej istotne znaczenie.

786



W dalszym postepowaniu przyjmiemy dla odpowiednich .'odkgitﬁééﬂ“ i:-.k'éfaf.' Sl

odksstalcenia postaciowego nastgpujace przyblizone wzory:

(1.6)

-

o

ou 1 {owY
EI_ZW“L?(W) ’

: ow \* .
& = % (u COS g—W Sln _U‘+ %ﬁ) + 217[("(%) + 2:—2‘0 sina -+

4w sina—2w uai sin a] s
op

1 ou ov . dw | ow .
Pig == 7[—7} cosa—l—ﬁpr —[—rﬁ—l— W(-5¢7+v Sma)] .

Odrzucajac nicliniowe wyrazy otrzymamy znane wyrazenia klasycznej teoril
cienkich powlok stozkowych:

(1.7)

1 ; ov
4 &8y = T(u CcoSa—w Sina-+ aq:)’

1 o ov
i Vie = T(gw cosa—l—}$+r—a?)-

Podstawiajac odpowiednie przemieszczenia punktu dowolnej warstwy okreélone
73 pOmMOCY WZOIOW (1.1), (1.2) i (1.3) do wzoréw (1.7) otrzymamy odksztal-
cenia wzgledne dla kazdej 'z warstw:

warstwa gérna

(1.8)

S0%

(

__ou, | Oug a\ d*w %
1. 7 s +W"_(h+z) YR S

= 1 . a-vu: a'Uﬂ
&y, = 7[(% COS o—1W S1n.a-i- W) -+ (ulEf cos “+737,?) —
d\fow 0%
- (2”“’" At z) (W“"S“ + }7?5‘“)]
ou, dv, dueg v,
50 +7 3 ).—{- (—vﬁcosaﬁ—fggy-—_i-r _BT)] —

2 8 % 1 ow .
-f?fz(zwl—kA——gﬂ)(fm@_-?Fm—cosa),

Vis, = %‘ [(_"’-’a cos o+



(1.9)

_warstwa dolna

# as o2 052’
dv, g évﬁ .
3 ) — (uﬁ cosa+ -5(;;)w

' 8\ { ow - 0%
—_— (Z—h——‘z) (—5:5‘— COS(I+ ‘?—052—)] )

By 2,
e _ ou, auﬁ“+(h_§_ )6_zu_zaw

1 .
B, = - 1, COSG—W SN

_ 1 o 0 ov
'}’123 = W?T [( o a?;;“ ¥ ;;H) ( ‘Uﬁ COSa+ + 2 )]
B 2 (- P O % _i o cosa \:
] F(z”ﬁi)(” dsdg 2 dp oEp

warstwa $rodkowa

(1.10)

ou, = [oug 8 o%w
8y, = "'-"7( ]

05 os 2 o¢
&y, = i:(uu €os a—2w sing+- g;“)—»z[(uﬁ—g_ —t-)()—?—) coso

4 B
o= (et Sy r )| -2 [ S 2 st

1 éuﬁ 1 .8 Jm \ cosu
2 e N\ YT 2 o 2 |

-

Wzory (1.8), (1.9) i (1.10} mozemy preedsiawié w uproszczone] postaci:

dla warstwy gérnej

(1.11) &y, = &My, . g, = By R Mg, | Vi, == Vg 2% H1g,
gdzie : U
& = 81a+-‘31ﬁ, &g = Ezu“}“szﬁ: Yig = ?12,,‘1‘?’12,3’

OU ou Do : ' i
&, = ()su s &g = asﬁ : ‘ Rg= — (2+h‘|‘2¥)’
1 v cosa ov

£ = —_ i il — R PR

3 " (ua cosa—w sina-} 5 ), &35 = Ug , ?'()qo s

1 : 1 i
Vg, = T(—w cosa+ Y + 35 ) Vg = - ( 'oﬁcom—l— —I— i9‘3)

H, =

ds? ’

oo e — dw cosa o ' 1 ow COSa_
B0 T U 2o’ 12 = ropos 2 rop v




dla warstwy dolnej

(1.12) -+ &y, = 81— &K, 8, = B3 Ra¥n - Ying ™ }'12—22@5‘1&15;:- e L
gdzie o
g =88 837 g, 3 Y1z = V1zm;?1zﬁ,
ou, COug 4
81(1: s ’ £y = 'aT: za:(z—kﬁi 3
1 L7 U _cosa | 07
&g, = T(uucosa——w sina—+ 39 ): Ea5 = uﬁ-r—_l_ y g 5
1 ou, 07, 1 dutg dug
Vizg = 7(~Awacosa +~(E_—«i—r 55 ): _ Vizg == T(—wﬁcosaJrW—;-y 5
_ Ow 0w cosa | 0 e o 1 ow cosa,
wo= s = o Faggst T 000 T 2 rop v

dla warstwy srodkowe]j

(1.13) &y, = E1,— 8Ky, By T B, TRy Vi T Via,— 2210
gdzie
o, 1 . o
g == p g, = — {1 COSG.— SInd R P
1, s 20 ¥ () -Jr 01}0

' 1 du, 0v,

y12u=7(mvmcosa+ pr +r 5 ):.
_ 1fowy 8 dw) '

¥y = k_ (}\S._' 7 Y

: - 1 6 dw cos;ji;} ; '51),3 o & 0%
% = |\ 2 e op 2 rogr)|

oo AfLlog, 6 0w L ou (1,0 0 0% ).
12 = 347 s 2 rogpds L 2 rop \r ° 2 og 7087

W ogélnym przypadku odksztalcenia powloki na §clankach elementu
pojawiajy sie w poszczegélnych warstwach zgodnie z rys. 2 naprezenia normalne
i styczne. Na powyzszym rysunku wyodtebnione zostaly nastepujace wielkodci
sitowe zwigzane z warstwami no$mymi:

N :_Nn +N1a, N11::N1ﬂf|‘N1ﬁ: : Ni_?.:Nl,;'—_Nlﬁr N1:2N1“;
Ny = Ny - Nyas sz::Nza‘i“Nzﬂx NazzNza_Nzﬁa Ny ='2Naa;
Ty = Ty +T, Th= Tl(;l“ T1ﬁ: Tip = Tla"" T1ﬁ: Tl = 2T1a§
Ty = T +Tosy Tu= Tt Tzﬁa Tay = _Tz,f‘ Tzﬁ’ — Ty = ZT%;
M, = My My, My = My, - - Hy= Hy+H;, Hyy = Hyss
My = My +My, My = My, Hy = Hy+Hy, Hyy = Hy-
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Przyjmujgc zgodnie z zalozeniem, ze zardwno dolna jak i gbrna warstwa
wykonane s3 z tego samego materialu, przedstawimy napreZenia normalne
w nastepujacej postaci:

warstwy gérna i dolna

z
f 0, = {7 [ey+veq—2, (2, +r%0) ]

(1.14) ! 7
l 0o, =7 [ea-+ve,—2, (%Fv21) ]

warstwa $rodkowa

(1.15)

l‘—“ 5 siner —-————] relga [

s

Rys. 2
W naszym przypadku przy rozpatrywaniu nieskoficzenie matych ugieé warstwa
srodkowa podlega tylko poprzecznemu posunigciu, nie przenosi natomiast

naprezen normalnych.
Naprezenia styczne dla warstw noénych wynoszg

(1.16) Tig = Tar = G (V1a—23%1)
naprezenia styczne dla warstwy $rodkowe;
(1-17) Tlg — 121 — Gér(‘)}lz_zz%}_z).
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Jest rzecza oczywisty, ze zardwno w wyrazach (1.14) i (115)jak1 '(_1..1.6) Rt |

oraz (1.17) pod symbolami okredlajacymi wydluzenia wzgledne. czy tez katy
odksztalcenia postaciowego, zmiany krzywizn, nalezy rozumieé wielkoéci | od-.
niesione do odpowiedniej warstwy, chociaz w niektérych przypadkach dia upro-.
szczenia s one oznaczone tymi samymi symbolami, zgodnic z wyrazeniami
(1.11), (1.12) i (1.13). _ i‘-

Wewnetrzne sily dzialajgce na jednostke szerokosci przekroju powloki
swigzane s3 Z napreZeniami nastgpujacymi zaleznofciami:

.

. —h h4é
4 7
M, = f 0’12(1— -ﬁ_)z dz+ f oy, (1—~ R)zdz,
—(ht8) 3
—h ht6
z 2
Nl — f 013(1—-ﬁ)dz+ f Ulz(l_R—)dz,
. —(h40) h
~k By ' ) hyothy
M, = J oy, % dz+ f g% dz+ - f bo, = dz,
—{h+8) i htd
—h hts . Bty
N, = f oy, dz—l—J 0y, @3+ 3 f bo,, dz,
wy 0 . o
_h +
H, = f 1:123(1 —i)z dz-{—f rmz(l uf‘?—)zdz,
- (b8} i
—rr. hid
oy .
T, = J. Tlaz(l ﬁ—;) dz - f T1a, (1 ——R-) dz,
—(7+8) . A
;h h4d
H, = f Ta1, ¥ dz—}~f Tg1,% d7,
—(hA-8) k
—h 16
Tz == f 1‘—213 dz“i" f T213 dz 3
L —(h+9) 2

gdzie h, jest wysokoscig zebra oraz R = rfsinc.

Nalezy zaznaczyé, iz W dalszym postgpowaniu, zgodnie # zalozeniem,
nie bedziemy braé pod uwage zaréwno naprezen normalnych jak i stycznych
Ty = Ty dla warstwy srodkowej, uwzglednimy natomiast naprezenia styczne
Ty = Ty OTAZ Tog = Tpp- :
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Poniewaz zebra rozlozone sg rbwnomiernie wzdluz dlugedci powloki, przeto
ilog¢ ich réwna jest sff, gdzie s oznacza dlugoéé powloki, a ¢ odleglosé po-
miedzy zebrami. Na jednostke diugosci przypada 1{t zeber, sila na jednostke
szerokoscl zebra wynosi

B4k,
- bay, dz,
htd
moment na jednostke szerokodci zebra réwna sig
ht-d4-hy
3 boy zdz.
_ hto
W wyrazeniach przedstawiajgcych sily (2 wyjatkiem wzoru széstego) moina
pominaé wyraz z[R; ktory dla cienkich powlok jest wiclkodcia maly w poréwna-
niu z jednoécizg. Natomiast w wyrazeniu szstym czynié tego nie nalezy ze
wzgledu na tozsamosé wynikajgcg 7 ostatnich trzech réwnan T — T+ Hz/R =0
a uwarunkowang symetrig tensora naprezen.

Podstawiajac do wzoru (1.18) wyrazenia (1.14) oraz uwzgledniajgc wzory

(1.8) i (1.9} otrzymamy po wykonaniu calkowania: '

( 2E &
Ml (1 2,) 12 (”1+T”a)
2Es
N, = (1 o) (81, Fves) = 2Ny,
2E &
(1.19) ! M= — (1 o 1 Gat) + T (S0, — T,
2E
N, = (1— 2) (&3, Fver,, H‘ (A €55 —2ty),
ZE d '
2) (eza‘f"’”sl ) o ?
R84k
gdzie S, = [ 2bdz jest momentem statycznym zebra wzgledem osi obo-
k40
jetne] powloki, A, = bk, jest polem powierzchni przekroju poprzecznego
- h4d4n,
zebra, J, = . fa 2%h dz ‘momentem bezwladnoéei przekroju poprzecznego
+
zebra wzgledem osi obojetnej powloki oraz
2E & . Es
o= th= gy e BT e
H, E& 262
=Tz =15 (7’121_ 2R™ )
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Jest rzeczg ocZywisty, 7€ W wyrazeniu okreslajacym Ny dominujaca ‘rolé: od-
grywa skladnik zawierajgcy wielkosé &, , wobec tego w przypadku malego ¥
nie popeiniajac bledu mozemy pomingé wyraz zawicrajacy . W ‘wyrazeniu
na moment M, istotny wplyw ma skltadnik zawierajacy krzywizng, moina
wiec pominaé wielkos¢ &, :

M, = —2D(xtwng), N o= 2B(e1, 18},
- E
M, = —2D sy tv71) — Tszg,

E
N2 =25 (82[1—5—1"81(1) +TA3-820, H]_ — Hg = —2D (1""“'1") 12y

62
Tl = B (1—?’) ('}}12“~ 'EE %12) '

Eg® Ed
T, = B(l "1’) Yo, D= 21—’ B = A=

7 powyzszych wzoréw wynika, ze ze wzgledu na symetric momenty My, 1 My,
sg sobie réwne, nie zachodzi jednak réwnoéé momentéw Mg, i My, (ktora jest
mozliwa tylko w przypadku pominigcia Zeber), ani tez nie zachodzi réwnosé
sit Ny, 1 Ny, oraz Ny i Na '

W przypadku zastosowania w warstwie wypelniajace;] materialu o whas-
nosciach sprezystych, odpowiadajgcych blasze falistej z grzbietami fal rowno-
legtymi do osi s moglibysmy, ogélnie biorac, przedstawié¢ wielkodei silowe
w nastepujacej postaci;

M, = —2D (uy+vugy= Dy (e tvgra)s Ny = 2B (a1, v ) 1B (51,780, 70)
E E
M, = —2D (gt via)— —i—Jéxg, N, = 2B(g, + v&; )+ TAéeaa,

Hy = Hy=~2D (1 -%)%3,— Dy (1—vg) 222

ke

5%
T, =B (1 —) (7’123” gﬁ”la) 4B, (1 —¥y) ('}’12‘1” —ER“MH) »

TZ =B (1 “—’V) ')’i:zd_i‘Bgr (1 #1)5-,,) Yis,"

W powyzszych wzorach zarbwno wspdlezynniki odpowiadajgce warstwom
skrajnym jak 1 warstwie ¢rodkowej muszg by¢ odpowiednio zmienione, po-
niewas dla warstwy $rodkowej z blachy falistej obowiazuje rbwnoéé podana

poprzednio:
& \ow
e = (}“r Tz’)ﬁ'




Chege otrzymad réwnania réwnowagi rozpatrzymy energie potencjalng
zawarta w powloce podczas jej odksztalcenia.

Energia potencjalna zawarta w tréjwarstwowej powloce podczas jej spre-
zystego odksztatcenia sklada si¢ z energii rozciggania, odksztatcenia postaciowego
w plaszczyznach warstw nosénych, zginania warstw noénych oraz z energit
poprzecznego posuni¢eia warstwy srodkowej wypelniajacej.

Energia potencjalna warstw nosnych moze byé przedstawiona w naste-
i pujacej postaci:

3

|

8, 2% —h

1
Ty = 7 f [ f (‘_713313‘1*“23?23""7123}’133) (1— i) dz] rdpds+

5 0 —(h4-8)

3, B, Bt

1
+7ff[hf (613813+622823+7123712a)(1*%) dZ]rdcpds+
s 0

an B+64h,

1 s

—I——z—f T f bﬂ'azazzrdzdtp.
0 k-8

Wariacja energii warstw noénych otrzymuje nastepujaca postaé: -

8, 27 —h

(1.20) 8z, — f f [ f (o, O+, By, +T1g, O71s,) (1—;) dz]rdqads+
% 0 H_gre '
8 2n _h48

[ vt 5 s
s 0 ;3

on  hiddlh,

PR
—{—f?j boy,, dey, v dz dp =

0 htd

8 An

. 1
= ff [Nla 581G+Nza 6323+N1ﬁ 581ﬁ+Naﬁ ‘5323 + '2—(T1a+ Tzu) 57’12.1‘1“
8 0

1 H
+ _Z_(Tlﬁ—i_Tﬁﬁ) 0y 105+ = Oyra, — My oty — My doey—2H (5%12]1’ dp ds-|-

2n
&
[ 3By, s, Ny Doy My )] dip.
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Po podstawieniu odpowiednich wartosei:

o, _ Oug
e T T a

1 ' dvg
g = T(uﬁ cosa+m5?)>

1 ‘ . do,
Bay = #, COSo-—20 slna - pr >

.82

o, 0o, 1 dug dvy
oo +1'—5-s---)> Vigg = —r-(wﬁ cosa+w—i—ras),

1
V1o, = 7(—% cosa-t

” _ 0w _(ﬂzi cosd o ), _( w1 ow cosa)
LR AT \os 7 7% op? B Vropos 2 rdp 7 ’
po wykonaniu catkowania i odrzuceniu malych wyzszego rzedu oraz czescl
energii odpowiadajgeej odksztalceniu zeber (jako nic wplywajacych na istote
zagadnienia) otrzymamy

5, 2n

. d i} H,
(1.21)  Om = —f! {[a}—(era)wNaacosa—l—5;—(1"2&—?)] du -+
O (¢N,)—N, N P
4+ E(? @ 2'Bcosa—l—a’)— 25 | 0%, T
,

0 ]
—|—[E’;N2a—|—’f2ucos a+ Er(Tla— -R—)] a?“—l-

GN T 9 T:)16 N, ! o° M > 1]W
+ ) a5+ aﬁcosa+*5§(7 15) dvpt|7 zuf”FEQ‘(T 1)‘%‘6)(‘05'7 g] —

3 1 cosa
o HitH) 5

d { M, o
- 3;(7) cosat g 55 FL )+ ] ol dpds+

22 SN
e X H
4 f [eraéua+rN1 \ auﬁer(Tla— ?1) 50, 47T, 05+
I

o ot/ ] i} k&
-+ Aég(Hl) 6w—rM1§(—aS—) + {"ﬁ (rM,) - wﬂz—Ma cosa} 5w] dp-+

+ f [Naa 80,4 Ny 0vg+ (Tza—- %3)5ua+ Ty, O1t5—

Zr
Mz)+%ﬂ1+ﬂg o }awlo ds—

1 ow 0 \ o {1
H7Ma 8 (Tcp) +5 (H,) dw-t- {5&9(7
— [(H+ H)w ] omy syt (Hy - Hp) 0% Jom 5+ [(H .+ H;) 6w]o,s) — [(Hi+ Hy) 000,53
Wariacje energii odksztalcenia postaciowego warstwy srodkowej wypelniajgcej

przedstawimy nastgpujaco:
2, %

3
(1.22) 67&2=3 f of [ f (T 07 TpaBVa) (u-%) dz]rdqads,

-h
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gdzie

T == UV Vo = Uge Vi
Katy odksztalcenia postaciowego s3 odpowiednio réwne
. % dw 2Rh18 2 _ ow
1z Te= % T oy T T 2k \2Rks T e )
' _ag+awu_2h+a( 2 0w
Yo R T ee T 2 \ZhFs P s )

Uwzgledniajge powyzsze i calkujac przez czesci ~otrzymamy po odrzuceniu
matych Wyzszego rzedu _

- 5%22]1 ) dw 2
2 Ghropa, = f f {fzm R
2 Sz 2 2 [ous  Ovg :
+(2h—§-5 i ra,p) 2058 ‘5”ﬁ+[2h 3 \ -+ Td@) V2W] 6w}rd¢ds—

27 33
2 - ow . 2 ow i
_Gf [T (-ﬂ;—guﬂ—“'-a—s—)é?’ﬂ]ﬁd(p—‘f [?’ (2};“{—5 'Uﬁ_ rdcp) 5‘10]9 ds.

 Wariacje pracy sit zewngtrznych okredlimy za pomoca nastepujacego wzoru:

8 2x

- d ow 1.
(1.25) dmy = —9 ff[psru+pw4rw+fzw(r+%—|—r—£~»——zwsma)]dcpdsi“

5 0
) f [Nyl dp— f [ T30l ds.
0 8y

W wyrazeniu na wariacje pracy sil zewnetrznych ograniczymy si¢ do wyrazéw
przemieszezen u,, v, 1 w, tzn. potraktujemy powloke w ten sposéb, jak gdyby
byla wykonana tréjwarstwowo, ale z materialu o tych samych wlasnosciach
sprezystych; zalozenie powyzsze znacznie upraszcza rachunki. Znajdziemy
w ten spos6b

ou

s In : -
(1.26) 6my = %Bf f[psrua+p¢?va+pzw(r—i—%~—|—r-a—s"—%Aw sina)]dgnd&—

5 0

2z Sy
~ [ N wlrdp—o [ Tl ds,
9 8

gdzie p,, p,, p, sq sktadowymi obcigzers powierzchniowych w kierunkach s,¢ i 2,
ktorych dodatni kiefunek -odpowiada dodatnim kierunkom osi.
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Ostatecznie wyrazenie (1.25) otrzymuje postaé

8 X

R (T T

0w, o, . |
+[T+W+T s —ws1na]pzéw[dqads+

[ @ wp)sutrT, et [ ) ow i ds

0
Wariacje catkowitej energii powloki przedstawiamy nastepujaco:
Oy == Oyt Oyt oy = 0.
Po podstawicniu odpowiednich wielkodci i uporzadkowaniu otrzymujemy

8, 2m

(128) dmg— — f f {[—(rN )Ny, cosat~ (Taa )+rp_,] St

o (2h-+8)® 2 . ow
+ I:X (TNlﬁ)-“NzﬁCOSar!— a_(p‘ Tzﬁ_'r 2h Gsi 2}1—}—(5 uﬁﬁ 'F 6uﬁ+

d
—|-[-5%NZH+T2&COS ot ot (TI,, )+ qu] oo +[ Na?JrTaﬁ cos ¢+

> (281 0) 2
55 Tl —7 ——5 G“‘(zma " aep)] ot

1 o2
At e oM+ () T )+

¥

3] 1 cosa 0 cosa (284 6)
gt g = gy (M) b —2h*G“]X

2 ony 07 )
X[Zk—i—é( —I—M(p) \'fw]}éw}d@ds-}-

+f [(Zera_—i—rwpa) 6uu—}—r(2T1a Hl)éfa 7N, 6uﬁ—}—1’T1p, dvgt-
B¢

0 g @hiNE, (2 ow )|
+{’Ql+_—a(;H1_” 2k G”(zwa T )}6w—rM15(—s)]s,d¢p+

: 4
s I |
_I'f [(Taa*-}%) (Sua_F(Nza“i‘ w?z) (S‘ZJG-I—NZﬁ 5""ﬁ+T2ﬁ éuﬁ‘l’{QaJr%Ha,_

(2A+-0) 2 omw \l. 1
=" 2h s‘r(m‘”ﬂ—m)}a M, 5( q,)] dsﬂ“[(H +Hy) dw]gn, 00t

S [(H A ) 60,0y - [ Ho (om0 — [ H) 0] 0,0 = 0+
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W powyzszym wyrazeniu zastgpiliémy pochodne momentow przez sity
poprzeczne; uczynilimy to na razie w wyrazeniach odpowtadajqcych warunkom
brzegowym, w dalszyin postepowaniu wprowadzimy to réwniez 1 w réwnaniu

podstawowym

(1.29) Q=7 [a (rMy) -+ Ha Mcosa],

0, — é[a M2+ () H, cosa]

2, Réwnania rézniczkowe rdwnowagi

Warunek nz = (0 mozemy rozpatrywa¢ jako przyréwnanie do zera sumy
prac wszystkich sil zaréwno wewngtrznych jak i zewnetrznych, przylozonych
do sprezystej powloki na wszelkich mozliwych przesunigciach przygotowa-
nych, ktore obrahsmy jako wariacje du,, dv,, dw, dug i du,.

Stad wynika pie¢ réwnan réwnowagi. Catki druga i trzecia dostarczaja od-
powiednich warunkéw na brzegach powlokl T'rzy pierwsze réwnania majg
nastepujgcg postad:

1 aNla a Ha
5 _Nzacosa—kw( 2“_7?_) +rp, =0,
ON,, K H
(2.1 % - %q T(Tlu“Tl) TPy =
N, sing+r—= Ql Qa +rp,—r —(-z—hﬂw(}'{,(ﬁ Vi) = 0,

.

gdzie
2 ()w‘g avﬁ
»= mi(wﬁiaﬁ,; '

Dalsze dwa réwnania maja postad

ONy, Ty (2h+0) [ 2 ow
T A 2 w(zﬁﬂ”ﬂ“w)—o’
D} ow, 0Ty, (2h4-0) 2 ow
{i s — —
og T Tmoosatr 5 2h G"(2h+a"”ﬂ ?‘()(p)

Pierwsze dwa réwnania (2.1) w przypadku gdy p, = p, — 0 beda spelnione
przez funkcje naprezen F, okreélong nastgpujgco:

orr + oF cosa . *F
L™ @32 T ds ¥ Sq T e
2.3) - 7 7oy 0s ot 08
T H,\ = &#F T _Hy PF oF cosa
% R|) T vogos’ e TR ropds T rop ¥
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Podstawiajac odpowiednie wartosci do réwnania trzeciego:

| }%{ _ [;:?(er)ﬁr “%{Ifs‘ — 2y cosa],
(2.49) |
| | %Q(Pi :_%[_{%_ M, _(Ys-‘;—s(rﬂi)—l—%(Ha) cosa]:
[ My = —D(e-tvea), Ny, = Bles, 1 ve),
) R [ EA Ny, = Blea ),

1_
l Hl 2H2=H= ﬁD(l—‘V)%la, TIQ:B 2‘1"})126(

z tym zastrzezeniem, iz W naszym przypadku

e ( dw coso | O ) ( w 1 ow )
My == My — _ Hyy = cosu

o s ¥ 2 og? | ropos 2 1°0p
po przeksztatceniach i uporzz}dkowéniu napiszemy
o*w  cosa o P | costa
INT2qp — _ ——— — — _
(2:6) D{V Viw—(1—7) riogios 7 [ 0s? +(1—) r? og? ] 7 }
' 1 o*F

2
H’E—ag—ﬁﬁ‘ Lz%iGsr(afvzw) = 0.

Uwzgledniajac wielkogel

1—v»
N1ﬂ=3(81ﬂ+1’82ﬁ), Ny = B (gq,+ve1,) Ty, = To, = 5 ~Byi2,
gdzie " | |
' _ dug # cosa | 0 __cosa | dug dv,
ey= s ey=we byt Tw T T Tag T e

po podstawieniu do réwnah (2.2) i uporzadkowaniu otrzymujemy

( 0%y 11—y 0%y 1—» da%fﬁ . I—» avﬁ# coso

os? + 2 1ot 2 ropos 2 rop 7
( costa , 2h+é Gg,,) (2h--3)* Gy Ow
—g Sl B Lol =0,

et BT TR B

(2.7) A
| vy Loy P Now Oy | 3oy O S
72 og” 2 0s? 2 Topos | 2 rop v
o 1—v costa | Zh+6 G, +(2k+6)2 G, ow -0
| \N—o T TR BT 2 Bty

Latwo mozna zauwazyé, ze w przypadku a = 90°, tj. dla powloki walcowej
powyzsze dwa réwnania, po zrésniczkowaniu pierwszego wzgledem s a drugiego
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wzgledem rp i dodaniu stronami, sprowadzajg si¢ do jednego réwnania poda-
nego przez (GRIGOLIUKA,

Viw = (1—kV2)4.
Rugujac ze wzorbw okreslajgcych &, , €9, 1 Y13, przemieszezenia u_ i v_otrzymu-
jemy réwnanie zwarto§ci wewnetrznej, warunek merozdz1eln0501 podany na
gruncie teorii sprezystodci przez SAINT-VENANTA:

0%;, deg, 013, 1 0% cosu
(28) r? ogt 08 ropds | R o8 05 (Iﬂ+ %)
1 dw cosa cosZa
— R r T =0

Uwzgledniajge wzory (2.5) na N, o Vo, 1 T oraz odrzucajac male wWyZszego
rzgdu, przy wykorzystaniu wzoréw (2.3) wprowadzamy funkeje naprezefi
AIRYEGO; w tym jednak przypadku przyjmujemy T = —§*Ffr 0p 0s.

Po przeksztalceniach i uporzagdkowaniu znajdziemy

Bawk[ BF (am B aw)]cosa 0

29) V(1) 5 a8 TA=YNoa—5 5]

W rezultacie otrzymahémy uklad czterech réwnan (2.6), (2.7) i (2. 9) ktore,
jak widzimy, sa réwnaniami wzgledem czterech szukanych funkeji uy, v, Fiw.
Do okreslema ich sp1owadza si¢ postawione przez nas zagadmeme
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Peszome

VPABHEHHME KOHYCHOW TPEXCIIOHMHOIM OBOJIOYKH, TTOIKPEIINEHHON
BHYTPH PEBPAMH C JIETKHM BBIIIOITHAIOIYM CIIOEM

B macrosmiell pabore BBIBOJATCS YDABHEHMA PABHOBECHA TPEXCHOMHOH Ko-
HycHO# ofomouxn. Ilocie ompepeneHust IepeMeINeHmii, medopManuit u Hanps-
yeHmndt B mo6oi TouKe OOONOUKH — IPHEMEHSETCH BapHAIHOHHBIN MeroHd, mo-
Iyuas CHCTEMY TIATH YypaBHemmi. JDis HEKOTOpOro poja HarPysKH IOCHEe
BEIBefeHnA yHHIuE OPK COCTABIISICTCH CHCTEMA YeTBIpeX MupdepeHImaNbHEIX
YpaBHEHMH B aCTHHIX IIPOH3BOJHBIX, M3 KOTOPHIX JUIST Coydasi IHIIpHIecKoH
0BOTOUKR Jerko epelitd K cHcreme JABYX IuddepeHNHaNEHBIX YpPaBHEeHHI,
OTIPETEMIONIMK (DYHKIUIO HAIIPSDKEHHE M IPOrHOOB — AHHBIX TPHTOMIOKOM.

Summary

EQUATIONS OF A SANDWICH CONICAL SHELL, RIBBED INSIDE,
WITH LIGHT FILLING LAYER

Equations of equilibrium of three-layer conical shell are derived. After
the determination of the displacement strains and stresses at any point of the
shell the variational method is used thus obtaining a system of five equations.
Tor a certain case of load, after the derivation of the Amy function, a system
of four partial differential equations is obtained, from which it is easy in the
case of a cylindrical shell to pass to a system of two differential equations ob-
tained by GricoLYUK and determining the stress function and the deflection
function.
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