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1. Zagadnienic pasma plytowego obcigzonego skupiong sily (rys. 1) lub
momentem (rys. 2,3) jest przedmiotem dociekart od lat bez mala czterdziestu.
W roku 1921 A. Nipar ([1], s. 11) stosujgc konforemne odwzorowanie plyty
kolowej uzyskat rozwigzanie, w ktérym wszelkie wielkodci statyczne wyrazone
zostaly wzorami zamknigtymi. Wielkosci geometryczne wyrazil on jednak
za pomocy szeregbw nieskoczonych. W przypadku obcigzenia pasma momen-
tem skupionym M, (rys. 3) A. Stopora ([2], s. 299) otrzymal powierzchnie
ugiecia wyrazong wzorem zamknigtym.

Uogélnienie rozwigzania NADAIA na pasino ortotropowe uzyskal w 1951 r.
W. Nowacki, [3]. Dla wszystkich trzech typéw ortotropii (¢ =1) wielkosci
statyczne wyrazone zostaly wzorami zamknigtymi. Powierzchnie wplywowe
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wielkodei statycznych dla ortotropowego pélpasma ph}towego o rozmaitych
warunkach brzegowych na krawedzi poprzecznej otrzymali w 1954 roku
7. Cywidska 1 J. Mossakowski, [4].

7. Kaczkowskl, [5], wyrazil ugiecle izotropowego pasma plytowego ob-
cigzonego w sposéb obrotowo symetryczny (w stosunku do dowolnego punktu
plyty) pojedynczym szeregiem zawierajacym wyrazenia logarytmiczne, Sumy tych
szeregbw daly si¢ przedstawi¢ w postaci funkeji zamknigtych A. NADAIA oraz
w postaci pojedynczych calek oznaczonych. Wszystkie te funkcje stabelaryzo-
wano w pracy [6]. ‘ o

_ Qczywiécie obcigzenie obrotowo symetryczne obejmuje jako przypadek
szczegblny obcigzenie pasma silg skupiong. Précz tego funkgje ‘stabelaryzowane
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w pracy [6] umozliwiajg znajdowanie ugieé, momentéw i sit poprzecznych
w pasmach i pélpasmach plytowych, obcigzonych momentami skuplonymi
lub obcigzeniem roztozonym liniowo wzdiuz odcinka réwnoleglego do dhuz-
szych brzegbw plyty.
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w pracy niniejszej pokazemy, i% za pomocg tych samych, stabelaryzowanych
juz funkeji wyrazi¢ mozna zaréwno wielkosci geometryczne jak i statyczne
w przypadku obcigzen skupionych, dzialajgcych na ortotropowe pasmo lub pok:
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pasmo plytowe. Réwniez przypadek gestozebrowego rusztu, [71, 181,-[9)
lub rusztu wzmocnionego plyta, [10], o ksztalcie pasma lub pélpasma daje
si¢ rozwigzaé¢ przy-uzyciu tych samych funkeji. Funkeje te mogg takze oddaé
pewne uslugi w przypadku rozwazania stanu napreZenia Wywola.nego polem
termicznym, [117, {12], dzialajgcym na pasmo plytowe.

Warto dodaé, ze znajomosdé rozwigzat smsl:ych dla swobodnie podpartego
pasma umozliwia znalezienie przyblizonych rozwigzan dla swobodnie podpat-
tych ortotropowych plyt prostokatnych, izotropowych plyt w ksztalcie tréjkata
réwnobocznego, réwnoramiennego tréjkata prostokgtnego, lub tréjkata o katach
30°—60°—90°. Na rys. 4, 5, 6 i 7 pokazano, w jaki sposéb mnalezy obcigzyé
pasmo plytowe, aby na krawedziach prostokata lub odpowiedniego tréjkata byly
spelnione warunki brzegowe swobodnego podparcia. NaleZy zaznaczyé, Ze za-
réwno ugiecia, jak i wszelkie wielkodci statyczne wyrazajg sie tu za pomocs
szybkozbieznych naprzemiennych szeregébw funkeyjnych, dzigki czemu ograni-
czyé si¢ mozna do uwzglednienia niewiclkiej liczby wyrazdw.

2. ZnajdZmy na wstepic ogélne zwigzki zachodzace miedzy nieskoficzonymi
szeregami, za pomocy ktorych nie trudno wyrazié wielkosci geometryczne
i statyczne w pasmach i pélpasmach plytowych, a funkcjami stabelaryzowa-
nymi w [6].

Wyjdziemy z rozwinigcia funkcp In (1 v}, gdzw v jest zmienng zespolonq,
w szereg TAYLORA:

In(l—o)== 2— o] < 1.
’ m=1 B
Przedstawiajagc zmienng v w postaci trygonometljycznej
. v == r(cosp--ising), r<1,
otrzymamy o

(2.1) In(1—v) = In|1—vj+iarg(1—0) = — -~ ""S’”"’ Z”mm"‘”

Dalej mamy

In[l—2| =1ln}/ (1—7 cos (p)?—l—fﬂ sinyp = —é—ln (1—2r cos p-|-#?),

arg (1 —v) == arcth_% tg T ONP

Przymwnu_]qc w (2.1) czgsc1 rzeczywiste 1 urojone po obu stronach znaku
réwnosm znajdzwmy

:,— - 1 o _oo ™ COSHQ

.(2.2) ln (1—2r cospf-7?) = _§1 Ty
L rsing Q7 sinmg.

(23) . - .arctg__m = ”-i:“ ————m .
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" Wobec 7 < 1 przyjmijmy # == ¢~ i wyznaczmy dla dwdch liczb zespolonych

v, = ré? = e~ [cosm (E-+a)+isinm (§--a)],
vy = r¢'? = ¢~ {cosm (E—a)+isina(§—a)],

czesé rzeczywists i urojong funkcji

In 1=0 4y } :jl Fifarg (1—v)—arg(1—wy)] .

1*7)2
Ze zwigzku (2.2) otrzymamy (por. [13] wzér 1.448.2):
1, 1—2¢=ml cosaz(Ejtcc)~|~.e‘“"”|’ﬁ g~ il ' :
7 Tz cosm(E —a)fe T ng [cosma(§--a) —cosma(é—a)].

Mnozgc pod znakiem logarytmu licznik i mianownik przez ™l a takze przyj-
mujac

el e~ = 2 chay
po elementarnych przeksztalceniach trygonometrycznych dqdzuemy do naste-
pujacej zaleznosc:1

47 chan—cosm(E—a) 4

. % chgm]—COSﬂi(E"i‘a)
(2.5) D&, 9,0} =In chmn—cosm(é—a)’

7 zaleznodci (2.3) mamy (por. [13], wzér 1.443.1)

e ginz(&a) e~ sing (£ —a)

m=1

(2.4) 26 p ’ sin mora sin mré = —1—111 chan—cosa(i+a) _ —l—@(é,n;a),;

M T ol cosa(fta) o8 1o~ cosm(E—a)
— Ze" " sinman(Et-o)— sinma(E—a)],
czyli B
&y e—malil ‘
(2.6) Ze mln sinmao Cosmus =
ma=1
1 sinm(£+0) sing(f—a) ]
- Z[arctg el —cosm(E-{-a) —.ar‘ctg ™l —cosm(f— o) B(E' " %),

) y sinz(€+4a) . sm:n:(’g‘ ‘)
27y 6, n;0)= Z[arctg " —cosm(E+a) arctgm
Pomiedzy funkcjami @ i 6, okreslonymi wzorami (2.5) i (2.7), zachodzg proste
zwigzki, dzieki ktérym pierwsza z tych funkeji moze by¢ wyraZona przez drugs
i na odwrét. Rézniczkujge, przy > 0, (2.4) wzgledem & oraz (2.6) wzgledem'y
zauwazymy, 7e '
(o]

‘ 1
2. —mm) g = — —— = _—
(2.8) 7 E €™ §in M, Cos Mk ToF = " Fom

m=1
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Podobnie latwo uzyskujemy

(2.9) ‘—:n:m;: e~ gin mave sinmné —= %%%5_ — 7}%@_ )

Zaleznodci (2.8)-(2.9) sg znanymi zwigzkami CaucHY~RiEMANNA, ktére zachodza
pomiedzy czescig rzeczywisty a czgscig urojong funkeji analitycznej. Zanotujemy
jeszcze jako prosta konsckwencje tych zwiszkéw zaleznodé

2P 0D ¢ %0

oE T aE T PR =0.

(2.10)

Wreszcie, wobec

1
[ee]

@.11) [ o do = —
[}
mozemy znaleZé, zgodnie z (2.6) 1 (2.8)

]
=] 7 "

e—mne d =00 1 e—mmhul
T

()@(E,d' ) s,

% s
(2.12) 0= 4-:n:f 2 &~ gin mua cos mné do = 3E

W m=1 fl
W oparciu o wyprowadzone wyzej wzory znajdziemy inne zaleznosci calkujgc

obie strony kazdego z réwnani wzgledem zmiennej o w granicach od 0 =75 >0
do co. I tak z réwnosci (2.4) otrzymamy

m e~ - . r
f 2 gy Sinmme sinmnt do = Z f@(é, o} a)do,
. 0 A=l L >0 '
: o K 0o
1 aemmo|® o
—_— - sinmmo sinmnf = — D&, o; a) do.
2 4
Bgma M n>o o

Ostatecznie wiec

. = e T -
(2.13) 2 - smmnasmmné-—z—f@(f,a a)do, 5>0.

m=1

Catkujgc powtérnie otrzymamy

o] o0
—
Zems sinmamsinmmj-'_ f f@(&,o‘;a)dd, >0, 7>0.

m=1

Poniewaz jednak .
2.14) f dr f ®(0) do = [ dv f (o) do — f(n—a)@(o’)da: [ (o—n) ®(o) do,
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przeto

oo e—m 2 ~ ) ) ]
(2.15) Z p smmsm smmnf = f(o'wag)@(é, o;ayds, n>0. [ =
7 .

m=1

Wreszcie ca{kujqc po rtaz trzeci"znéjdzi'emy

&0

2 e:m sinmma sin msz& = ﬁf dr f (c—7)P(&,05a)do - B

m=1 } z

lub korzystajgc z zaleznosci (2 14)

(2.16) Z e;:mr sinmzc. smmsmé = ———f(cr —qpPP(E,0;0)de, n>0.
. : g

m=1

Zupelnie podobnie caltkujge réwnodé (2.6) otrzymamy kolejno:

- o -
(2.17) Z g Sinmma cosmé :TIB(E,c;a) do, n > 0;
. & /1 .

m=1

m=1

0'0 may ‘ 2 o I l
(2.18) Zem 51nmnacosmn§— f(a—n)@(f,a;a)da, ?7>0.

Wzory (2.17) i (2.18) mozemy réwniez zaplsac w mneJ postam rozmczkumc
wzgledem & réwnania (2.15) i (2.16):

@19 N sinmmcbsmné:-_j_f(a_ @%ﬂd 7> 0;

m=1

77} . E ]
g s1nwmacosm§~- 3 f( — )2 kil ; a)d n > 0.

(2.20) S’ e

m=1 . 7

Zmienizjge £ na o i odwrotnie znajdziemy bez trudu:

(2.21) Ze_mﬁn-n COSm&taSinmﬁf— B(a &) = fa@(a ;8 , d

m=1
(2.22) g; e’_:m COSMTQL smmn§ =7 f (o— a@(?);—di"f_) do, T ﬁ'> 0.
o — - ) o .
(2.23) 2 em ’ cos My sinmaé ﬁ-——f( )2 d@((gfﬁ-da', J ,
m=1 ; :

Poniewaz w zagadmemach dotyczgcych plyt ortotropowych bedziemy ;mieli
czgsto do czynienia z szeregami, w ktérych wystepujg iloczyny trzech funkc_]l
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trygonometrycznych przeto dla porzgdku zaplszemy dalsze zaleznosm .opw*
rajqc sig na elementarnych zw1qzkach

[

sinimmr sinmaé = [cos mn(E t)——cos ma ()],
- cosmmt sinmnt = = {sinmn(E —7)+sinmm(é-|-7)],
(2.24)
sinmaT cos mazz;-‘ = [sm mr(E— r)—sm (£ —1——:)] ,
' cosmmr cosmut = [cos mn(E —T)-+cos mﬂ(E +r)]

A zatem mamy

2 e—::ﬂ sinmme sinmnr smmmf = s B(E 7,%; a) B(§+1: n;0)] =
= g,,f—@ [@(&—7, 03 a)ﬁ@(é—{—r, o} a)]da,'
e sin mzdt cosmmsmmné‘— [@(5 T 05 a)—f—@(&—i—r n,a)] ;

@254 "
e ~ S0 v SN PATT COS Ml == ﬁm[di(é 7,9; a)—P(E+T, nia)]s

me=1
S sinmma cosmnr cosmnt = _;_ [0(6—, n; ) —FG (E%t, 7} a)=
@?1 - : v ’

19
=5) o [B(¢—7, 0; a)1-P(E+7; 05 a)]do;
- . 'q
(2.26) | '

Z ‘3;’;" "-sin maq sinmmr sinmak = g f (“*ﬂ)a_ag[@(‘f_r’d; a)f@(§+7,03‘1)]=d“’

m=1 7

2 ::m? sinmma Cos Mt Sinms == _g"f [@(E—~I, o3 a)+P(§+, 05 a)]do,

ma=1

=5

Z 3::“'1 sinmzea sinmmt cos maf == _—981_[ [@(¢—7, 05 0)—P(§ 1 7, 05 o) ]do,

m=1 ‘ ; 9
o

2 ;:;nﬂ SITL #E7TCL COS AT COs mme = -g— f (6—17)-5%-‘_[@(5_7’ o; a)-+DELT, q;a)]dcr;'
- i

m=1
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@27

3

oo — R 9 e .
Z e sinmoa sinma sinmag — if (o'—n)zi[@(ﬁ—r,a;a)—@(é—l—r, a; a)]do,
m : 16,1 ' of .

m=1

m

N7 sinmow cosmary sinmmt = %2 f (6—PE—7, 5 @) +B(E+T, 05 )] do,

m=1

1
g™ . n? - .
Z 5 sinmma sinmnr cos Mt = m—Snf (o—m[P(E—7,0; )P+, a;a)]do,
: 7

2 i m:n sinmoa cos mar cosmad =£2f(0-_73,)2 _i[@(g_r,g;a)+¢(§+r, o;a)]do.
= m 7 161? of o

Zwigzki pomigdzy wyprowadzonymi wyzej funkcjami a funkejami stabela-
ryzowanymi oraz sposéb postugiwania si¢ tablicami podane s w pracy (6].

3. Rozpatrzmy swobodnie podparte pasmo ortotropowe. W przypadku
gdy w rozpatrywanym obszarze plyty ortotropowej nie dziafaja zadne obciz}-
zenia, jej powierzchnia ugigcia spelnia jak wiadomo jednorodne réwnanie
réiniczkowe ([14], s. 248)

0% ot 0w
dxt +2(D12+2D03)W+D22@T = 0:

(¢.1) Dy,

ktére po wprowadzeniu oznaczeii
D Dy, +-2D
(3.2) ot — Dll , o= 19720 g4
22 ]/DuDzz
zapiszemy w nastepujacy sposéb

) s O'w Oy
(3.3) W_I_ZQE 3420y +et =7 =0,

Pojedynczy szereg spelniajgcy warunki brzegowe swobodnego podparcia na
krawedziach x =0 i x =« '
| ma

(3.4) w= ) Y (y)sina,x, a,= —
m=1

bedzie catka ogdlng réwnania (3.3), jesli kazda z funkcji ¥,,(y) spetni jedno-
rodne réwnanie rézniczkowe zwyczajne -

dty, d2y,
(3.5) d—_'y":n— —2pe%al, —Eyz—’" 4+t Y, = 0.
Cztery pierwiastki réwnania charakterystycznego
(3.6) rt—-2pefalri4-stat, = 0

§80



wyrazajg sie wzorem _
(3 -7) "‘1‘?“3,4 == _‘J:amﬁ V@j:l/gz—"l
w zaleznosci od tego, czy parametr g jest wigkszy, réwny lub mniejszy od jed-
nosci, catka ogélna réwnania (2.5) przyjmuje rozmaite postaci. Zajmiemy sie
kolejno kazdym z trzech przypadkéw.

4. W przypadku ¢ > 1 wszystkie cztery pierwiastki (3.7) sg liczbami rze-
czywistymi
@#1)  ra— dage, rea=Lad, wA=sY ek Vo1,
a catka réwnania (3.5) Wyra:'za si¢ funkeja
(4.2) Y(9) = A +-Bye o™+ Cre'n'+- Dy~
Z warunku, iz wszelkie w1elkosc1 geometryczne 1 statyczne dla y — co majg
byé ograniczone, wynika
(4.3) 4,=C,=0,
Jedli w punkcie (u,0) dziata na plyte sita P (rys. 1), wéwczas dla y =  muszg
byé spelnione dwa warunki

o P ot P

(+.4) Yy =0, Q,=—Dy e (D12+2D66) Errm = "‘75‘(""—2‘):
gdzie d(x-u) oznacza funkcje Diraca. Wyrazi¢ ja mozna pojedynczym sze-
regiem IFOURIERA:

[ee)

4.5) d(x—u) = % Z sin o, sina, 2.

m=1
Podstawiajqc do warunkéw (4.4) funkcje @ wyrazong szeregiem'(3.4) znajdu-
Jemy pozostale dwie stale wystgpujace w (4.2):
P 1. - sina,# P 1 sine,,
aDy %A & " aDy Apr—F) o

(4.6) B, — —

‘Ostatecznie wigc powierzchnie ugigcia pasma plytowego obcigzonego w pun-

keie (u,0) silg skupiong P wyrazi szereg
P LI S POV L LU
aDy #A(E—22) D, (ne™ 3™ 3

am
lub tez po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych:

== - I
(4'.7) 'E—a, o d’ i a:

w =
=L

W= Pa? 1 i‘ mmmsnm sin maré —
(4.8) = 2Dy AT g Sl M sin

=1

1y e
.—_—-Zem smmasmmné’] 1w > 0.

56 {17) Rozprawy InZynierskie ) 881



Korzystajac za$ z (2.15) napiszemy

Pe 1 [1 [, , _
#9) =D e [TJ (o) B (&, 05 a)do—

1 5 7 savd |
F sc! ( g )@(E’a, ) 6.
albo

o

f o® (&, o3 0)do— A

An

10) w—_ 2 1 [1

- 435Da2 %2"_‘12 T

o0 *
——% @ (&, 03 a)do—n f @(E,o‘;a)da]-
an

v
W przypadku, gdy sita P obcigza pasmo w punkcie (#, 9) (rys. 8), funkcja ugie-
cla wyrazi sig oczywidcie wzorem : ' :

Pa 1 [1 1 fm | =
s suey SR TN B H _ «aYdo—
(4'11) w p Dza T [ 2 f G'ED(E, g O.’.) do y 0‘@(5, o} a) & ‘
' M- B . x(n—F)
*n—F) : i} ]
—{n—p) f D(£,030) da]s = —
A - .

Bez trudu znajdziemy juz teraz. powierzchnie ugiecia pasma ortotropowego
wywolang momentem skupionym M, (rys. 9) lub momentem M, (rys. 10)
przytozonymi w punkcie (x, v). Wystarczy w tym celu funkeje (4.11) zréi-
niczkowaé odpowiednio wzgledem a lub f przyjmujac jednoczesnie Pa = M,
tub Pa = M,. T tak przy dzialaniu momentu M,

¢12) w— ] [l [ o22C5D gy

i
A Dy, w22 A o
1 [ od(&, 050 7 (g, 030)
A , 030 , 05 :
3 f 0 o l—h) f ou d"]’
#(n—-F) ’ - )
za$ dla momentu M, (rys. 10) mamy
M a (1 —6)
a
e . i
(4.13) W= o Doy 1 o D(&, o5 o)do

Wszelkic wiclkoéei statyczne jak rowniez katy nachylenia powierzchni znaj-
dziemy wykonujac odpowiednie rézniczkowanie powierzchni ugiceia w. Pa-
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mietaé przy tym nalezy o zwigzkach (2. 10) oraz o ogblnych zasadach réznch-
kowania wyrazen catkowych _

-

f:0m)
2 me,ado=GFeresy-Fire. ),
i)
(+.14) % 5 o) A oF '
a(:__ fF(E, )dCl' f'—a-é——dﬁ.
\ 1301 pACH

5. W celu znalezienia powierzchni ugigeia pélpasma plytowego o dowolnych
jednorodnych warunkach brzegowych na krawedzi y = 0 wyrazimy najpierw

Y y UT
| |
I | | I
Jeoa , o | xqa
! 1 M, I
QLN | : f : 1 el i
I ! |
5 | i :",%‘ﬁ | ;ﬁ‘[ |-
| %—-——- | ! : - 1 i
1 | L
i : ' l L
+ i 1 ' |

P

E
F

-

Rys. 8 Rys. 9 Rys. 10

za pomocg szeregdw pojedynczych ugiecie w, kat ¢,, moment m, oraz silg po-
przeczng ¢, w przekroju y = 0, wywolane obcigZeniem sitg skupiong, dzxa&a_]ch
w punkcie (%, ) (rys. 8). Skorzystamy tu z funkcji (4.8), ktéra dla n < 0 przyj-
‘mie postaé '

Pé 1 Tt & gmatn |
5.1 w = :rcaD o [~ g;—m—— sinmzra sin ml —

emﬂ?‘?] . . ‘
——«-—2 sinmna sinmaE |, n < O.

Zatem _
ow Pa 1 o) e gmma .
(5.2) R ) 2—- p sinmma sinmné,
b /) Dy, Pw
(5-3) iy = — zz(aga—ﬂg 'D::Ez_ég—z) ==

P 1 PRI . |
= [(z 1) Z —— sinmama sinmmé —

2
7 % A=

oo
L e, . Dy,
——— pos sin moro sin mné | » Py == e,

5% 883



“

o w [ 2(Dyat2De) | }k
(5.4) 4y = _Dzz{w‘!"l D—MW (41 I
' Dys | P 0%
= -agz [7;1??-1" (2‘982_1’1)—6%_] =
P 1 [ 3 . .
= (x*— ™M sinmma sinmmé —
@ WA 1);;: '
— (A2—w,) Z em™n gin maa sinmn&}.
m=1 ) '
Przyimujac 5 = —f, otrzymamy nastepujace funkcje:
ylmujgc 1 ¥ y Py ]
([ _ g i o _ Per 1 [femmeth g sinmmea
W= 2 aysinmal, = vy ” -
— s . Pa 1 J— " sinmna
Py = glbmslnmnf, bm=-—-%2Daz__—-%2_P (g-frmﬂﬂ nnnfy - P
. S 1 P 1 Y1) i
(5.5) 9 " =m§16m31nm“51 Cp = T wE—iR ) e +
2 " Sinmn_ct_
o I
. D . P 1
gy, = ngldm Slnmn&, dm — 71— m {(%z—yl)e_mniﬁw

— (A2 vy} "™} sinmmo.

Wroémy teraz do catki ogélnej réwnania rézniczkowego (3.1), ktéra zgodnie
z (4.2) dla dodatnich % wyraza sig nastepujacym wzorem:

(5.6)

BE, ) = D (Bue "™ D) sinmak, 7 > 0.
m=1

Dla % == 0 funkcja ta spelnia nastepujgce warunki brzegowe:

(5.7)
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p

W&, 0) = f (Bn+D,)sinmnt,

(&, 0) = fﬁ;w (wB,,,-I’—ADm)msinmn&-‘,

.'LMS

t:J

2 oz
My (€, 0) = -———Z[(xz—ri)Bm—l—(ﬂ.z-——vl)Dm]mz sinmmf,
=1

[44
it

[

7,(5,0) = — ﬁ:%'% Z.[(ﬂzﬁa;fl)‘ %Bm+ (2 — ) AD, ) m?* sinmmf .
m=1 Do .




Cheac teraz, by na brzegu % = 0 spetnione byly np. warunki' swobodnego!
podparcia (rys. 11), stale B, i D, obliczymy z dwoéch zwigzkéw:

63) B LB—0, it i, =0. -
Dla plyty utwierdzonej (rys. 12) mamy

G9 - wte=0 gte,=0 . i
a w przypadku brzegu,swobodnego (rys. 13).

(5-10) Ayt = 0, 343, =0.

Mozemy jednak uzyskaé rozwigzanie w inny, prostszy sposéb. Np. w przy-
padku przedstawionym na rys. 11 rozwigzanie otrzymamy ustawiajgc na pasmie

Ay

.
R~

Rys. 11

Rys. 13

plytowym dwie sily dzialajace antysymetrycznie wzgledem osi x (rys. 14).
Korzystajac wice ze wzoru (4.11) napiszemy dla pétpasma swobodnie podpar-
tego {rys. 11) '
o At )

| e 1 i [ a1 | B
(5.11)  w(fy) = WW[I o'(ﬁ({,-‘,o‘,a)daw; q@(&,c,a)do'

M=) xn—

#( B} . #0-+F)

e [ WEnadarn | 2o
) A8
Funkcja (5.11) spetnia na brzegu 7 = 0 nastepujgce warunki brzegowe:
(5.12) =0, @, =2 Qb,sinmné, m=0, g = 2 Yd, sin mnk,
m=1 =1

gdzie b, i d,, wyrazone sg wzorami (5.5). Dodajac funkgje (5.11) i (5.6) uzyska-
my rozwigzanie dla przypadkéw przedstawionych na rys. 12 i 13, jesli spet-
nimy warunki

513) - Cw=0, §+g,=0
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lub . odpowiednio

G149 . w,=0, g+q =0
Z warunkéw (5.13) obliczymy

. 2Pa? 1 A e sin mmo. .
(5.15)  B,=—D, = Dy (x2 ) (v—1) (e e ) o

Podstawiajac obliczone stale do funkeji (5.6) otrzymujemy

2Pg? | 1. \ —m(AseB) o g=muA(nHB) 1, g—mm(emHAg)
(5 16) - w(&:"?) naD (2—A2) (x_,l)z [ meetino) __ g=meRintf) | g=—mabertaf}...
m=1

sin mma sin mmf
3y

— g—mmely+f) ]
me

za$ po wyrazeniu szeregbw wystepujacych w (5.6) przez funkeje @ i zsumowa-
niu (5.11) i (5.16) dla pélpasma o utwierdzonym brzegu # = 0 otrzymujemy
ostatecznie nastepujyca funkeje .pQwierzchni ugiecia:

G17)  w(En) = ﬁ:l—) [ ot p10(E0sario
. 2(?1 (i3]
L o poteo: =201 [ o tmoEssdor
. 9‘("’.‘ ;) Aln+/
i [ ostrtprooiol + 2 [ oGt 0@ma drt
Wath) : i+
+ [ [an(an+xﬁ)1¢(s,a;a)da}]-
ntf

Chege znalezé ugiecic plyty o brzegu % = 0 swobodnym skorzystamy z warun-
kéw (5.14). Po obliczeniu statych B}, i D,, i podstawieniu ich do funkegji (5.6).
znajdziemy ' :

2P . 1 1
(518) ”’(‘5’”) - napa X o o B e 21[(12_”1)29"'”“"‘"+”’+

sin ma sin maé
[ ]
ms

(22—, g —mahln+B) (2 —w;)(A2— »,) (e~ mnartag) | g~ mlinty]

886




Wystarczy teraz szeregi wystgpujace w (5. 18) wyrazié pt .

: @ oraz dodad
funkcje (5.11) i (5.18), aby otrzymaé ugiecie plyty przeds

) ej: na rys. 13:

(5:19) w= 4]!);)222 xz,l_,zz lzi f [o—A(r— 1 B(E, o3 ct)da*—.:_' :

4 2= By
1 f D AN
[c—=(—BIP (&, o; a)da-;-m
: ” xmfm _ ' (x v) A— (B~ % X

A\ | T | ["—"("‘*ﬁ)]@(f"“.‘“’d"}‘

i -p) T XYY

) ,‘,62““,,1' 2__ I}WI“’ ~
B (xf_(vl)ml((iuzf)%{ f [o—(en-1-38)1 @ (&, 7; a) dor-I-

xn+Ap

+ f[o‘——(ﬂn—!—xﬂ)]@(&, o‘;a}do‘} .

An-tuft

Rézniczkujge funkeje (5.11) raz wzgledem o drugi raz wzgledem 8 i pod-
stawiajgc Pa = M, lub Pa = M, otrzymamy powierzchni¢ ugiecia pélpasma

: "

Y Il ' A 5

Mo i fow
[~ | 'ﬁr

il H { ; .&—Eyh— E

|

| & | i |
& | I &

EMX X: | = X }

e 7 e

PR a
Rys. 15 Rys. 16

swobodnie podpartego na calym obwodzie i obcigzonego momentami skupio-

nymi M, (rys. 15) lub M, (rys. 16). W przypadku przedstawionym na rys. 15
otrzymamy

620) wem et L AL [ a2 gy

47Dy #? A N
L[ ot 22650 L [ sy oy G L
*(n—8) 1(ﬂ+.8)
. L [ o 225 4ol
x(p+5
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Ugiecie plyty b_bciqionej w sposOb pokazany na rys. 16 wyraza si¢ funkeja
‘ M, . sn—F) 1+ L

a . .

621 W= %Lp[ [ o¢ o0+

An—B) Mn+8)

B, a3 a)do’].

Postepujgc podobnie z funkejg (5.17) znajdziemy ugiecie pélpasma utwier-
dzonego na brzegu poprzecznym przy dzialaniu momentu M, (rys. 17)

. M,a - i 1 0P(E, 0;50)
(5.22) w = W{Tﬂ(’gj’;) [O‘ }-('ﬂ ﬁ)]——ga——ﬁdﬂ’w
o 0D(E, o}
| ot 225D g5
“u{ig - B)
wtd (1 [ o0, 030) 4,
' An4-£2
oD
LA Y Sl L S by
“(??+15) .
2 [ f 2B, ¢ $B(E, o
+;:§;{ f [ff—(%nJrlﬁ)]——(“—gﬁ«) do+ f [G—(i'-nJr%ﬁ)m%f—i)da}], __
wiHAS -
i
o B e B e T T
i !
A ER ) I o SO B i AR
i ‘ o I o I { * o | I o ;
;Mx =l : Q,XI :Mx Qll_ | & ._{h
//./ A . G, -
g ' ] ' a ' a
Rys. 17 Rys. 18 ~ Rys. 19 Rys. 20
oraz przy dziataniu momentu M, (rys. 18)
} . M #(n-f) _i_j‘ oo '
5.23 w=____ﬂa___,_{ qj , do- - [ O(E, o3 a)d
(5:23) 4 Dy (22— 2%) Ainf & a) G+ —1 l(n:!.;?) (6,03 a)dot
+ f 915(5,r.:r;v:z)dor]H—r-i‘1 [A f O, 03 0)do+x f @(E,o’;a)do]}_
®(-- 3} _ # Hy+Ap Antnf
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Wykonujqc analogiczne rézniczkowania’ funkeji (5.19). zna_]dzwmy dIa. plyty
przedstawionej na rys. 19

Ma 1'°°

D T [a—‘z(n~ﬁ)] 9 039 5,

(5.24) w=—
i-(n 5]

00

Y P 2 a0

#n—f)

AL [t a5 Vi L [ o 26590
’ Mp+p xm+ﬁ)
2—r) W) [ [

g | )

wip-+-AR

s (zn+xﬁ)lwﬂ?ﬂ”;

a@(g,a a)d +

_ _ Aptup
oraz dla plyty z rys. 20
M w(n— )
(41
(5.25) w=— m{ f B(E, o; o) do—
Aln—f2 .

GG [ e mans ool

A48 175

n (xff‘:l;g(gg—_’:l))%[a fm D(E, 03 a) dot-x fm B, 03 a)dg]}.

naf R

6. Znacznie prostszg posta¢ przyjmujg funkcje powierzchni ugiecia w przy-
padku p = 1. Wéwezas réwnanie charakterystyczne (3.6) ma dwa pierwiastki

podwéjne

(6.1} Tigae = 12 &

a calka ogélna réwnania (3.5) przyjmuje postaé

(6.2) Y, (3) = A4, + B, apeye™™ -Ce =" 4D, a,eye” "n?.

Z warunku znikania ugigcia, gdy v -—+oo wynika, ze stale 4, = B, = 0.
Spelma]qc warunk1 (4.4) obhczymy dwie nastepne stale

Y sina,,u Pa®  sinmna
2Dya8® af ZnaDaésa md
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-

i wyrazamy ugiecie plyty obcigzonej sity skupiong (rys. 1} pojedynczym sze-
regiem

(6.3) W= ZazaD 832(1”[“”3”3’?)

lub korzystajac ze zwigzkéw (2 13) i (2 15), przy sile stojacej w punkcie
(u = aa, v= fa) (rys. 8), calkq

smmam sinmaf, #9>0

(6.4) - w :MTa;“_ f oP(&, oya)do.
st

Réimiczkujac funkeje (6.4) raz Wzglqdem a, drugi raz wzglqdem g i podsta-
wiajac Pa = M, lub Pa = M, otrzymamy powwrzchmg ugiecia pasma ply-
towego obcigZonego momentem M, (rys. 9) i momentem M, (rys. 10)

- O Ma [ oa)
(6-5) = BaDpe J o = s,
_ ey —f)

. u

(6.6) =g ()0l s —); ]

Postepujac w analogiczny sposéb jak w punkcie poprzednim znajdziemy po-
wierzchnie ugiecia polpasma plytowego o rozmaitych warunkach brzegowych.
I tak dia péipasma plytowego swobodnie podpartego na catym obwodzie i ob-
cigzonego kolejno silg skupiong P (rys. 11), momentem skupionym M, (rys. 15),
momentem M, (rys. 16) otrzymamy odpowiednio

s(n+4-5)
67 wem [ 0B, 050)do
T D ) TS D WD
s —F)
M &(n+8) 6@(5 : )
S @ (E, 0% a
68) = w= 8m Dy, e® ) ﬁ)d da do,
&(n—

69) =g A~ PLE, clr—B)s el AL el )il

W- przypadku plyty utwierdzonej na brzegu poprzecznym, obcigZonej
sita skupiong P (rys. 12), momentem M, (rys. 17) i momentem M, (rys. 18)
olrzymamy

&n-+5)

Pa? ‘
(6.10) w= W{( fﬁ o2E ) do—28 0, a(n+ﬁ),a1},
Ma [P 00,050 OLE,o(n--6)3]
; .'ra y 030 . & 77 @
(6.11) w= TDt® {[ 5)6 —oa do—2¢ ﬁ S }
el
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612) 0= o Vo) @1, olr— s 101, s+ ) -

LG
of
Wreszcie dla pélpasma o swobodnej krawgdm y =0 dla obc1qzen przedsta-
wionych na rys. 13, 19 i 20 otrzymamy

s{n4-8) o
Pg? © Bt
(6.13) w=m§«{ew!ﬂ o®(&,0; a)da+W fo'@(ff,o' a)do-_.
dg(er ) r |
Ty ) 6o ot i
(6.14)
b '.Ma‘€(ﬂ+3? 0@(50’ ) } 8 oo ((E )
- f 05 0t C 8t oy u
w= 8:1Da283{5m£ m"‘ a0 +(382+v1) (@—vy) ({ m" 5 40—
42 o [ 0B, 030)
. '(3824_?,1) (Ez_vl) é‘(n_i_ﬁ)smhﬂ) ,da d +
g2y acﬁ[\f,a(n—l—ﬁ) ]
+2 382+;1 & fn o }
S M,a
615) w= oot N o) (@lk. el F); b DLE, eloHF)i )
o Pty r v . OO[E, s(n-t+
— 4 (352—|~v)(3""-—v) («I;ﬁ,@(f,d a)da+2 P 2+; ﬁ [ 3((;; ﬁ) CE)}

Nie trudno zauwazyé, ze wzory dla plyty izotropowej podane w pracy [5]

otrzymuje sie z powyzszych ogélniejszych wzorbw po pedstawieniu &= 1.
7. Najwiecej trudnosci nastrgeza przypadek o << 1. Pierwiastki réwnania

charakterystycznego (3.6) stajg si¢ woéwezas liczbami zespolonymi:

(71) : Tigsa = Tou(ptin),
gdzie : '

#2 e

Catke ogélng réwnania rézniczkowego (3.3) dla dodatnich  przy uwzglednieniu

warunkéw brzegowych dla ¥ = 0, ¥ == @ i y — oo wyraza nastepujacy szereg:
[ee]

(73) L w= 2 (A, cosmmewn-|-By, smmnwn)e—""‘#‘” sin ek

m=1
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Korzystajac z warunkéw (4.4) znajdujemy wartodei stalych

. Pa? sin mmo B - Pa sinmma
T 28Tt uDy  omt " 2ttt ot) oDy o m?
Zatem ugigcie pasma plytowego przedstawionego na rys. 1 wyraza si¢ w tym
przypadku funkcjg

(7.4) A,

- Pat w1l

1 . e—map .
—|—?D—s1nmazwn po~c smmnasmm&, 7 >0,

lub na podstawie zaleznosci (2.27)

(7.6) w

Pa? 2 . ‘ . ‘
= 32% (2 -2?) Dy {};J‘ {o—un[P(E—wn, o; a)+P(E+on, ok a)] do+-

£ y
+L fm (o= P [P(E— oo 03— G(E-+om, 03] d }
wm ..‘W'? FY: 77y 0y 1G5

Sita skupiona P obcigzajaca plytg w punkcie (# = ag, v = fa) (rys. 8) wy-
woluje ugigeie wyrazone funkcjg

Pg? (2 [ .
1) v =i {ﬂ [ st @t—ota-proiatt
1 [ e D g
+@[E+w—p), o;al} dot— f [o—uln—B)P 5 (PE—0ln—F), 750]—
: mn=§)

— B[t 3-0(y—f), o a]}da};-

Chege znale#é powierzchnie ugiecia wywolanego momentem skupionym M,
(rys. 9) réziniczkujemy funkcje (7.7) wzgledem a i podstawiamy Pa— M,

M,a 1 d A eea
(7'8) w = 167:D22(,L62+w2) {?y(iﬂ) [“—M(ﬂ—ﬁ)] "ﬁ‘{@[g_w(n ﬁ)"’: 1+
BLEFaln—p), o; ]} do—
— L [ @t oo t-pl—01& oietalr—Ads):
#lg—p) Lo
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SkorzystaliSmy tu z nastepujgcej zaleznosei:

(7.9) %{@[&m@%% o3 a]—PE+o(r—f), c;aj} =

= 38 {2l 0; o—0(n—f]—P, o5 a-t-o(n—p)]) =

o
= aﬂg{gb[go- a—a{n—p)]—DP[E, a3 a+w(ﬂ ﬁ)]}

Aby unikngé klopothwego rézniczkowania funkeji (7.7) wzgledem ﬁ, wyrazimy
najpierw powierzchnie ugiecia plyty obcigZonej momentem M, (rys. 10) sze-
regiem pojedynczym. Poniewaz ugiecie wywolane silg skupion@ dzialajacy
w punkcie (aa, fa), zgodnie z (7.5) wyraza szereg

Pa?
(7.10)  w == 27Dy (1*1-0%) 2[ cos mze (n—f)+

1 . g—mﬂ.u(ﬂ-ﬁ) . .
—i—;}—sm maw(n—p) — g st sinmné, 5 -<j,

przeto réiniczlujac (7.10) wzgledem f i przyjmujge Pa = M, otrzymamy

- M,a 1 gmmEmnh
2n2D 5 peo m?

m=1

(7.11) w» = sinmmo(n—p) sinmra sinmné.
W oparciu o (2.26) moZemy wiec napisaé

oo

(12) w— 22 [ fopl )1 (Ol —p), o 0]
, 2 (-8

—®[E+w(n—p), 05)1} do
Ustawiajqc 'obciqzenie antysymetrycznie wzgledem osi n =0 otrzymujemy

ugiccie poipasma plytowego swobodnie podpartego na obwodzie. I tak w przy-
padku dzialania sily skupmne} (rys. 11) znajdziemy

Lo - P;z% 2 . |

(.15 w= m{ mfﬁ,{“ W= BYHTE —o () 73+
+0lotol—p).oaldo—2 [ [o—pn+HNBLE—a(HH) oial+
: ' #+-6)
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ot totr Dot L [ s PPt ol ~h il

p#ln-B)

(=2

_ofttol B osade -~ [ Lol th)P5p@E ol ol

#ln+8)
— O+ olr+B), 5301} da}-

Powierzchnie ugiecia pélpasma obcigzonego momentem M, (rys. 15) wyraza
funkcja '

M,
(14 w= i 12 mfﬂ,[" i~ D), 73l +

o0

0ol sy ds—s | la—utrkAy, @l esel+
pla+py

Lol B0} do—v [ (016 c3a—0(—f] -1 ot
’ #ln—F}

tob-—pdot~ [ (D16 00—l -0l oiatolr-+h)] da}-

- Byt T

Moment M, (rys. 16) wywotuje ugiccie

Ma | [ o, g
(715 w= W{m || o=ttt

(v

detaln poialdot | lo—ptrtp)]sp@E—olA) ol

wmatf)
—B[E-+w{n+-F), 03 al} da}_’.
Aby otrzymaé powierzchni¢ ugiecia poipasma o brzegu n =0 utwierdzonyrﬁ
(rys. 12), nalezy do funkcp Wyrazone_] wzorem (7.13) doda¢ funkeje (5.16)
po podstawieniu x,—= p +iw, 4= ,u iw. Przeksztalcajac w ten sposéb (5.16)
otrzymujemy

(7.16) w = Z gmmrt®) [cosman(y-+-B)—

2:'33D22 T
sin mma sinmmé

— cosmne(n—P)] P
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i dalej, zgodnie ze wzorami (2.27),

017) w=qeres [ lo—n NP0+ ool +
s(n+-8}

+OE—a(r+h), 0s o] —PlE+o(—F), 3 0] = PlE—aln—p), o5 al} dor

Powierzchnia ugigeia péipasma przedstawionego na rys. 12, przy e<Cl, jest
zatem suma funkcji okreslonych wzorami (7. 13) i (7.17).

W celu uzyskania funkcji Greena dla poipasma o brzegu =10 swobodnym
(rys. 13) podstawimy x = p--iw oraz 4 = p—iw w zwigzku (5.18) i doprowa-
dzimy go tg drogg do postaci

(7.18)
_ Pa? R o1 g ) .
¥ T 2D e 20F1 )6 — 2n, £F ] {4Mw(gs s ZJ sinmo(n -+
e map{in-+6}
--8) sinmma sinmmé — [(ee®—», P—e*(1—¢%)] 2 cosmme(n-+
) ] 2 g-maplith)
+ ) sinmma sinmml— [(0g®—».)2fe*(1—0%) 2 cos mmw(n-—

—f) sinmma sinmnﬁ-‘} .
Nastepnie na podstawie (2.27) otrzymamy

o3

Pa?

167D paico? [ (20 1) —2vy8>— 9% {2”‘”(952"”1)mf+ " [“"”(”Jff B

7.19) w=

AP (PLE— (45,73 €]~ PlEFolr+F), o3l o (O

oQ

—ei(t—eh) | fo—talr + B (BLE-F 0+ ), 03 a1 DL — 0B, 7300} do
st} IR
ler—myre-] | lo—pors AUGLEF0—H)

] p(at+6) ek

Powierzchnia ugiecia pélpasma o brzegu =0 swob' Sdns
sitg skupiong P, dzialajgcg w punkme (#, v) (rys. 13) przy
funkeji okreslonych wzorami (7.13) i (7.19). :



Literatura cytowana w tekscie

{11 A. NApa1, Uber die Spannungsverteilung in einer durch eine Einzelkraft belasteten rechteckzgen
Platze, Bauing, 1, 1921, .

[21 A. Napa1 Uber die Biegung der reckteckigen Platte durch Einzellasten, Bauing,, 11 (1921),
[3] W. Nowacxi, Pasmo plytowe ortotropowe, Arch. Mech. stos., 3-4, 3 (1951), s. 259.

{41 Z. Cywska i J. Mossaxowski, Powierzchnie wplywowe ortotropowego pélpasma Blyto-
wego, Arch. Mech. stos., 1, 6 (1954), s, 33,

[5] Z. Kaczrowski, Pewnc zemknigie postaci funkefi ugiecia pasma plytowego, Arch. Mech®
stos., 4, 5 (1953), s. 589.

[6] Z. Kaczrowskr i M. Zoérawsks, Tablice do obliczania powierzchni whlymowyeh dla pasma
Plytowego, Rozpr, infyn., 1, 7 (1959) s. 39..

[718. Timoscrengo, Uber die Biegung von Trigerrosten, ZANIM, 1933.

(81 W. Nowacki, Z sagadnies; teorii yusstdw plaskich (I), Arch. Mech. stos., 1, G (1954), s, 101,

[9]1 W. Nowacki, Statyka rusztéw plaskich, Rozpr. inzyn., 1 2 (1954).

[10] W. Nowack: i A. Kacnzr, Statecanofé rusztdw wemoenionych plytq, Arch. Inzyn, ladow,
1-2, {1955)

[11] W. NOWACKI The Stresses in a Thin Plate Due to a Nucleus of Thermoelastic Strain,
Arch, Mech; stos., 1, 9 (1957), s. 89.

{12] W, Nowacgr, Ustalone napregenia cieplne w plytach, Rozpr, inzyn,, 1,7 {1959).

{13] K. M. PookuK m V. C. TPARITENH, Tabatum uuntezpasos, cymm, padoe u npo-
ussedennii, Mocksa - Jlenmarpag 1951.

[14] C. T, JIBXHRIUKUYE, Auusomponnuse nigcmurn, sy, 2, Mockea 1957,

Peawme

IIPIMEHEHHE TABJIMYHBIX SVHKIIN ST MCUYUCIEHHUA ITPOTUEOB
- 1 CTATHYECKHX BEJIHUYIH B OPTOTPOIIHEIX TIOMOCAX
1 HOJYIIOJIOCAX IINIACTHHKAX

Paccmarpupaercst mojoca INACTHHEKA CBOGOMHO ONEPTAsS HA KpasxX H IONy-
mosoca — cBoGOHO OHEPTAS HA IBYX LPOTHBOIONOKHEIX GECKOHEUHO JUIHHHEBIX
KpasX, 4 HA HOTEPEYHOM KPAI0 Y/IOBIETBOPHIOMES OJHOMY H3 TPEX OCHOBHBIX
TUNOB KpaeBRIX yoroBmit: (5.8), (5.9) mmm (5.10). Ilmactmaka MarorosneHa ©3
OPTOTPOIHOTO MarepHaid, IVI2BHBIE HANPABNEHHT YIPYTOCTH KOTOPOIO COBHA-
JAI0T © HAYPABICHAAMH OCeH NMPHHITOH IPAMOYTONBHON KOOPHHHATHOR CHCTEMEBI
(pmc. 1). PaccMarpuparotcs TpH Ciyuas Harpysku: cOCpefIOTOMCHHAs cHia P
R cocpenoroucnusie momenrsl M, m M, .

IToBepxnocrr mporuGa M CTATHYCCKHE BEJIMYAHEI BBIPAMKAIOTCAS C TOMOIIBIO
ONMHAPHBIX TPHIOHOMETPHUIECKHX PSLIOB, KOTOPBIE [JIA KOIJION0 U3 TPeX BHOB
OPTOTPONHM MOYKHO HPEICTaBHTD iIpu TOMOUR . IITHAMATH cbyﬁmmn npo'raﬁy—
THpOBaHHLIX B pabore [6]. R I P
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Summary

APPLICATION OF TABULATED FUNCTIONS Td THE COMPUTATION OF
DEFLECTIONS AND MECHANICAL QUANTITIES OF ORTHOTROPIC PLATE
STRIPS AND SEMI-STRIPS

A plate strip simply supported on the edges and a semi-strip simply sup-
ported on the infinite edges, one of the three fundamental boundary condi-
tions (5.8), (5.9) or (5.10) being satisfied at the transverse edge, are considered.
The material of the plate is orthotropic, the principal directions of elasticity
coinciding with those of Cartesian coordinate axes (Fig. 1). Three types
of load are considered: a concentrated force P and two concentrated moments
M, and M,. .

The deflection surfaces and the mechanical quantities are expressed by simple
trigonometric series, which can be represented for each of the three types
of orthotropy by means of fifteen functions tabulated in Ref. [6].

ZARKELAD MECHANIKY OSRODKOW (JAGEYCH
PPT PAN
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