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f. W plytach $redniej grubosci przyjmuje sie liniowa w kierunku
osi x3 zmiennod¢ pola temperatury, {1}, [2],

(1.1) . T(xnxs:x")-ifo (g, 269) - Ty r:(mfu Tp).

Wielkos¢ a3 liczymy prostopadle do plaszezyzny Srodkowej piyty x3=0.
Wzér (1.1) spelnia jedynie w spos6b przyblizony réwnanie przewodmctwa
cieplnego — tym lepiej odpowiada rzeczywistodei, im mniejsza jest gru-
bosé¢ plyty h w stosunku do pozostalych liniowych wymiaréw plyty.
Pierwszy wyraz wzorn (1.1) jest niezalezny od w3 i nie wplywa na ugiecie
plyty. Jezeli plyta ma mozliwo§é swobodnego rozszerzenia sie w kierunky
%y 1 o, gdy brzegi jej nie sg skrepowane (o4, =0, g, =0 na brzegu p]iyty),
a ponadto gdy w obrebie plyty brak Zrédel ciepla, to pole temperatury 7z,
nie wywola naprezen. W dalszych rozwazaniach zalozymy, Ze powyzsze
warunki sg spelnione i zajmowaé sie bedziemy jedynie ostatnim wyrazem
wzoru (1.1), ktéry wplywa na odksztalcenia plyty.

Réwnanie powierzchni ugiecia plyty Wywolanego tstnieniem pola tem-
peratury .’,Uq‘l.'(.'fcl, o) ma poastaé, |11, ‘ o

(12) R [?fw(m;_?mg)‘lj(l‘i_'lj)at P2y, ey =0,

Litera 1w oznacza ugiecie plyty, » jest wspolezynnikiem Poisso_na,-‘
a a, wspolczynnikiem rozszerzalnoSci termicznej. Momenty zginajgce
i skrecajgce, wystepujace w plycie, okreflone sg zwigzkami

. _ .

(1.3) Mj= —N(@L—»)|5— s P w () are) 0| i =1,2)
dx; Ocx; —» '

W powyzszych wzorach N oznacza sztywnoSé zginania plyty, a &y jesf.

symbolem Kronneckera. Oznaczmy przez w* (xy, xo; &, &) funk(:]e
Greena réwnania (1.2). Speinia¢ ona powinna réwnania '

1.4) PR = 8 — )8t —£)

z takimi samymi warunkami brzegowym1 jak :Eunkcga w. FunkCJQ w““ uw
za¢ mozemy za ugiecle punktu (x, xy} plyty, wywolane dziataniem: sik
skupionej, umieszezonej w punkeie (£, £&). Symbol 3 ozna_;_c_za



Diraca. Rozwigzanie réwnania (1.2) korzystajac z funkcji Greena
przedstawi¢ mozemy w nastepujace]j postaci:

(1.5) WL, ) == -— N1+ ) o ff T (&, &)W (g, 235 &y, &) dE; dés.

[E8]
Wzor ten jest sluszny zaréwno dla ciaglego jak i dla nieciaglego pola tem-
peratury . W przypadku ciaglego pola temperatury przedstawi¢ mozemy
zwigzek (1.5) w nastgpujacej postaci, [3]:

(16)  wlxy, ) =—N(1+) an f w7 vl d§2+f (”” of;fz gl)ds]
() o {s) '

Latwo zauwazyd, ze w (xy, X») =0 dla kazdego punktu plyty, jesli w* =0,
Ow*/On =10 oraz F?z=0.Warunki te odpowiadajg plycie zupelnie utwier-
dzonej na brzegu o temperaturze 7 stalej lub zmieniajace]j 5113 w sposob
liniowy w obrebie plyty. W plycie wystapia momenty
' My =Myp=—N{1+7) arr, M,,=0.

Wracajac do rownania (1.2) zauwazmy, ze lozw1azan1e tego rownama
przedstawm mozna réwniez w postaci

(1.7 7 w ey, Xy) == [f (&, &g)w (.’L‘;,.‘Ez; £, &) dE dE,,

-

gdzie w** jest rozwigzaniem réwnania
(1 8) 7 t7“’]72w*“—l (1—]—aw)a_¢|726(:c1-—51)6(.::2——53)—0

spelnla;]qcego warunki identyczne z warunkami brzegowymi dla funk(:]l w,
Funkcje Greena w* trakiowaé mozemy jako ugiecie punkfu (xy, xs)
piyty, wywolane dzialaniem jednostkowego jadra termosprezystego od-
ksztalcenia (a,7dl’), um1e3scow1onego w nieskonczenie malym otoczeniu
punktu (Et H 52)

Miedzy funkcjami w® i w** zachodm zmazek

(1.9) - w” :—w—(l—}-w)ale?zw

Postaé (1.7) rozwigzania réwnania (1.2) bedzie nieraz dogodniejsza od po-
staci (1,5) zwlaszeza dla plyt nieograniczonych oraz plyt swobodnie pod-
partych na brzegu., W iych bowiem przypadkach poszukiwaé bedziemy
catki szezegdlnej réwnania (1.2). Catky taka bedzie rozwigzanie réwnanieg
Poissona N ' ‘
{1.10) , Vew+ (142 arr=0.

Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

(1.11) | o w= fftw**df‘
' . : (I



gdzie w** spelnia rownanie
(1.12) PP 4 (14 ») ar 8 (i, — &) 8 (i, — &,).

Z postac1 réownan (1.11) i (1.12) wynika, ze mamy tu analogle do przy-
padku ugiecia membrany.

Zastosowanie - przedstawionego wyzej sposobu wyznaczenia ugiecia
plyty objasnimy na kilku prostych przyktadach.

2. Rozpatrzmy na wstepie przypadek plyty nieograniczonei, w ktérej
na pewnym obszarze I' dana jest temperatura a3 ¢ (x1, 22), 8 poza tym

obszarem t==0»0.
Poniewaz catka szczegdlng réwnania {1.12) jest funkcja

(2.1) ™™ 3"““_—111 I/(-Tl"“fl) ‘f"(mz‘“‘“fz) +1I,

gdzie Ii; jest calkg rozbieing, niezaleZng od zmiennych xy, a3 Zatem

2.2) Wiz, zp) = — LD f f T (&, ) In Y @b+ (BB df, Ay H1,,
(r)
Niech 7—=—const na obszarze prostokata o bokach 2¢ i 2d.
Wykonujac rozniczkowanie pod znakiem calki i calkowanie po obsza-
rze prostokqta otrzymamy nastepujgce wzory:

Pw  (IDarf, L xtd, ,  xe—d
T o (‘”g P
gr®atd & —d
_ g x—c g x +cf’
: azw*-i. (142 azz _,ac3+d _g—d '
SRR e o e T
etg—t T8 e @ —d
cty z, ctg™ z )
Pw __Qdar, nn
ox, Oxy 20 T Ty

gdzie arctgy=tg~ly, arcctgg=cig~ly, 1},= (0, —c)*+ (,Fd)*, +i, =
= (- c)® 4 (x, G- d)®. Zwiazki (2.3) sa sluszne dla calego obszaru plyty.
Na brzegach prostokata xy==* d funkcja 0%w/dx] wykazuje nieciaglosé,
podobnie na brzegach x; = * ¢ funkeja 0°w/dx}, W narozach prostokata
pochodna przyjmuje nieskoticzenie wielkie wartosei.

Momenty zginajgce wyznaczymy ze wzorow (1.3). Korzystajac z row-
nania (1.10) otrzymamy

O w - -
(2.4) M,‘j:‘:-——-N(l—"p) [m —+- (l+?) iy ‘F&ij] (’l.,j‘—'w: 1,2}




oraz

| M15+M22—'{0_

1

NI —warr, jedli -—c<ta,<le, —d=<Ca, <Id;
jesli eI Xy TGy, —d>=>x, >d.

Tak ngc na bokach prostokgta x; = I d mamy nieciggloéé momentu Mll,
na bokach x; = * ¢ nieciaglos¢ momentu Myy. W narozach prostokata
otrzymamy nieskonczenie wielkie wartoscli momentéw skrecajacych.

Jesli na cobszarze kola o promieniu ¢ dana jest temperatura T—1x3 =,
Przy czym t==const, a poza tym obszarem z=—10, to otrzymamy

Low | Ctrlar jesli 0<r<a,
T 67' . ‘
f _a +;: ua'fm jedli  a<<r®<Zoco;
(2.5)
wo |- f_l._thz‘lf‘f T jesli 0<<r-<a,
) (e
(1 47%{%‘5{& , jedli a-=Tr<loo.
Momenty zginajgce wyznaczymy ze WZOrOW
10 0*
(2.6) M, :‘_‘N(l '—’J') ” ”a?;: MVQ’:——N{l - ?J)d.,::}’ M"g"mo'

Jest rzeczg widoczng, ze momenty zginajace dazg do zera dla r — co. Mo~
menty Mgy wykazuja nieciggloéé na linii » = a. Zauwazmy jeszcre, e

@) - Mye |- My — {—N(l—'v“) wmr, jefli 0<<r<Za,

jedli a<tr<Coo,

' ' Przedstawiony przypadek ma powaine znaczenie praktyczne.
Wycinamy z plyty prostokat plytowy i ogrzewamy go tak, aby na jego
obszarze bylo T ==wry7, gdzie v = consi, a nastepnie wstawiamy go w po-
przednie miejsce i laczymy z plyta w fen sposdb, aby na brzegach wyciecia
zachowana byla ciagloé¢ (wspoélne ugiecie i wspélna pochodna ugiecia
w kierunku normalnej na brzegu wyciecia). W calej plycie powstana na-
prezenia. Oczywiscie zakladamy, Ze stan termiczny jest tego rodzaju, ze
niezaleznie od czasu w obszarze prostokata rT==const, a poza tym 7—0.
W analogiczny sposob rozwigzuje sie zagadnienie naprezehn poczatkowych
w plycie. Jedli w wycigcie prostokatne w plycie wstawimy plyte tej samej
grubosci lekko zakrzywiong (ale znajdujgcs sie w stanie beznapreienio—
Wym) wedlug powierzchni kulistej, a wice taka, w ktérej &, =33, =x,¢°,
rp =const, to polaczenie obu czesci plyt w jedna calosé nastapié moze
jedynie przy uzyciu sily. W plycie powstana tzw. napreZenia montazowe.
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W spos6b bardzie] zlozony ksztaltuje sie analogiezne zagadnienie dla
plyt na brzegach swobodnie podpartych

Zajmijmy si¢ pasmem nieograniczonym, w ktérym na obszarze Ty = > 9,
0 < a; << mamy z—10, na obszarze x; << 0, 0 <z, < @ v const (rys. 1).
Z zagadnieniem tym spotykamy si¢ wtedy, gdy w przekroju xy— 0 laczy-
my podlpasmo stanowigece plyte idealnie
plaska z polpasmem, w ktdrym nastapite _ X

ugigcie wywolane mnieréwnomiernym ? P I’ - S
T

wzrostem temperatury. Réwnanie po-

wyzsze Toswiazemy w mnastepujacy spo- v L |
s6b. Wyznaczymy oajpierw funkcje l»

Greena dla rdwnania (1.10), mianowi- x1

cle rozwigzemy rownanie Rys. 1

(2.8) 72 (1) a8, — £)6 (T, — &) — 0,

a dalej wykonujgc catkowanie na obszarze II, uzjzskamy poszukiwane
ugiecie w. Rozwiazaniem rdownania (2.8) jest funkcja

=]

. cos S, _ nm o ‘
W e= d;— Z sin a, § sin a, x, f 21 p dg, Gn =" " A=(1+r}a,
] .
albo
_ 4 N1 et . .
_ [w = - sin . 2y sin o, £ dla x, >0,
l a = an
(2 %) ] :
R 7T 7t
Toch o xy—cos €y —
A T m—cos T (e —8)
|w == -In
T dn

7 7 '
ch—axy—cos - (x, + &)
a 41

Wykonujemy catkowanie po obszarze II; otrzymamy

a 1]

(2.10.1) wl_:-’f’ Z sinan, fs’inanf. dé, fe @y (vt QE, —

= .
Z i;——sm oy X, dla =, “:{]
18, “u .
Dla obszaru II uzyskanty
247 G 1 ' ,
(2.10.2) wp =" " o @ e s (2 < 0).
=13 .




‘Wyznaczymy momenty zginajace i skrecajace. Dla xy > 0 otrzymamy

21—y Na:t S e

M ==~ M= e Sin dn g =
n=1,8,.. "
(1= Nar sin A%,
(2.11) - - et i,
R tid —Gy Xe
Mtz — ?I}t(ugﬂ:i € COS dp Xy =
. Gn
=13, ..
(1 —»)Nasz I 1+ 2e*%cos A-’E1 + e I
T 2n 1—2e "% cos Az, +e 240’ a
Dla xy << 0 uzyskamy
. 0—)Nar . sindz,
My = LAt t8 ishix,t’

5 1 ~ sin iz
(212} Mngsz(l—*w') C[,_"E(l‘—‘* arc tgm}

[M N T_afz)_arc-ln 1 -+ 2e*:c08 dx, + g Ry
BT ey T I 2 et cos A, - e

Na rysunkach 2a-2¢ przedstawiono Wykresy momentow My, Mgy 1 Myy.

Zauwazmy, Ze

M]1+M22:{0, . J-e§h. Xy = 0
—N(l—+osz, jeSli @y <20,

Rozpatrzmy przypadek klina plytowego (rys. 3). Niech na obszarze I,
zawartym miedzy prostymi ¢==0, g¢==¢, oraz lukiem r==a bedzie
T =const, na pozostalym obszarze niech =—0.

Punktem wyiicia bedzie tu réwnanie (1.10). Rozwigzaniem tego réw-
nania jest catka '

(213) - wig)= | [ (o, p) W (r,9; 0, 9)AI,  dI'= odydp.
() i

Funkecja w™* spelnia réwnanie

‘ 3w - (14 ) ar 6 (r — Qj d(rg — o) = G,
(214 g 10, 10
ot "y or 0 dip®

7 warunkami brzegowymi w** {r, 0) =w**(r,p,) =10.
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Rozwigzanie réwnania (2.14) przedstawimy w postaci

(2.15) W = 2 sin nag f Anla) T {orYda, v=nx, =« :‘_;5_
n="1 0 a

Powyzsza funkcja spelnia warunki brzegowe dla ¢=—:0 oraz p=g¢,. Funk-
cje Diraca wyrazimy nastepujageym przedstawieniem sumowo-calkowym

(2.18) - d(r— ) 6 (rgp — py) — 2 Z sin nxg sin noey [ aJy {ap) Jo (ar) da.

Po =1 0
Wstawiajac (2.15) { (2.16) do réwnania (2.14) wyznaczymy wielkod$é A, {a) ,
dalej funkeje w**:
(2.17) Wi = — (1+;:iaf ;g :; sin e Sin weep g= |
gdzie n==r/p. Znak plus odnosi sie do przedzialu 0 <7<, znak minus
do przedzialu p <+ < co. Skorzystalismy tu ze zwiazku

1 /ry < a1s
- 2_11(_9_) ; jesli - 0<<r<<p,
’ a VT (ap) Jo(ar) da = '
d Lley jeshi <Ir=lco
21, b 1 ] Q o -

Funkcje w** mozna réwniez przedstawi¢ w postaci zamknietej, [4],

_ (i+9var. ch(zlng)—cosxlp-—y)

47 ch (% In 5) — cos # (p + )’

(2.18) W =

stusznej zardéwno dla obszaru I, jak i dla
chszary II.

Przy wyznaczaniu uglecia w ze wzoru
(2.13) nalezy rozrézmi¢ dwa przypadkis
r>aoraz T < a.

W plerwszym przypadiu otrzymamy

o a

wir, ) =1 | dy [ edowis (r,0; 0,p).
Rys. 3 0 0

Po wykonaniu odpewiednich calkowan uzyskamy

9 - LT sin nig ( a )”/ .
2.19 =204 2 3 sinmeg oo,
@19 wee) 7 (ot 9) e petgl () (24mx) V0 ) 7 GsT=-00

12




Dla r < a wyznaczymy w (7, ¢) Ze wzoru

(2.20)  wlr,g)==-—N1-+) a:’r[fdw ] odowiy (r, ¢} 0, p) -1

+ [ dp | 0wt (r, 95 0,0 dg].
0 r
Otrzymamy mianowicie
(2.21)  w(r, ¢)=
o He—2
_ 2__(1+q,)_anmg Z smnmp{ﬁ_}:.... ___1[14([) ]}
b

W13 (nx)® 24nx 2—nx X:¥,

Latwo zauwazy¢, ze dla r==0, g=¢, oraz p =0 ugiecie w jest réwne
zer, Dla r=a otrzymamy tak ze wzoru (2.19), jak i ze wzoru (2.21)

_2 : Y sinnug
w(a, p) = :m (14 9) ar txr ”__‘.i{; P @t

$ e

Ponadto ze wzoru (2.19) stwierdzimy, ze dla r — oo ugiecie plyty zmierza
do zera.

Momenty zginajace i skrecajgce, wywolane w plycie dzialaniem nie-
ciaglego pola temperatury, uzyskamy ze wzoréw

0% w 2
M/r—_N[dz+7(1 %w“l"(zdw)_f‘(l‘{”?’)alrla
1 dw 1 %w
(2.22) “ MWB:MN[T dT‘ + poc G(PE —‘ra d 5 -i— {(14-#) CI.;_"L'J,

MJgn:‘—'N(l—if)d (1 aw)

T do

W obszarze ¢ <1 <oco nalezy we wzorach (2.22) opudci¢ wyrazy, w kto-
rych wystepuje 7, gdyz w tym obszarze z— 0. W przypadku plyt prosto-
katnych, na brzegach swobodnie podpartych, jesli na obszarze I' jest dana
temperatura x37 (21, 2s), a poza tym obszarem 7==0, rowniez punktem
wyjscia bedzie réwnanie (1.10). Rozwiazaniem tego réwnania bedzie catka
(1.11). Wystepujaca w nim funkeja Greena w™ ma dla obszaru prosho-
katnego nastepujaca postaé:

4(1+ sin an €
(2’23) Lt ( b'V) as 2 11’1 Gn Dj:n ﬁrn '52  sin ay x, SH). ﬁm Ly,
n,
gdzie
T
Oy = f! ﬁm ) D= (a-" + ﬁ’")

13




Zatem zgodnie ze wzorem (1.11) mamy

(2.24)  wix, x)=

== {1+ ¥) o SIN @ $IN fin Xy j f 7 (&, &) Sin @, &, sin fm &, d€, dE, .

am Daum 1}

I tak w przypadku szczegélnym r==const na calym - obszarze plyly
uzyskamy

(2.25.1) wlxy, x,) =

16(14,—__1!)0:;1:75‘sino:,zarls:in;f?,,,:c2 (mm—1,3, .., 00)
] B B B

ab n,m % ﬁm (ai + ﬁ?n)
albo
b
3 , Ch [457] (mz—-.—)
(2.25.2)  wix,,xs) = 4(1+») ez Ny sin a, [1_ z ]
o n=-1,8 ... Oy anb
o ch 72”"

zgodnie z wynikiem S. Timoszenki, [5].
Dla b — 00, a wiec dla pélpasma plytowego, olrzymamy

oo

1+¢1}anz Z sm:sz,,ac1

e_“rzxe)_

(2.26) WL, Xy ==—

CA.

n=1,% u

Rozpatrzmy przypadek polpasma na brzegu x9=—0 zupelnie utwier-
dzonego. Ugiecie ptyty zlozymy z dwu czescei, z ugiecia wy odpowiadaja-
cego ugieciu polpasma na wszystkich brzegach swobodnie podpartego oraz
z ugiecia w,, kiére przedstawia wplyw momentéw utwierdzenia. Zatem

(2.27) w (2, Tp} = w (24, xz) -+ f M{ENG {2y, 255 &1, £3) d";:1 dé,.
0

Tutaj G (xy, x9;&,0) oznacza ugiecle punktu (x, ;) pélpasma na swych
brzegach swobodnie podpartego, wywolane dzialaniem momentu skupio-
nego jednostkowego M =¢(x, —§), umieszczonego w punkcie (¢,0)
brzegu plyty (rys. 4). Symbol M () oznacza funkcje momentu utwierdze=-
nia wzdluz brzegu xp==0. Funkcja G okreélona jest wzorem, [6],

— Gty X2

(2.28) G{x,®q; &,0) = aN 2 € sin a,lf sin an x4 .

On

7 warunku [0w,/0x,]x,~0=0 otrzymamy nastgpujgce rownanie ¢atkowe:

(2.29) B:’: J fM (&) Z ﬁlﬁﬁﬂifﬂgnac. dé, = 0.

n=1




Tuiaj zwazywszy na wzoér (2.26) mamy

dw, | 4 (149 ez = sinanx
(2:30) ] = Y
=0 N=1,3, ... "

Wyrazajac M(&,) szeregiem :
M) = Z Mesinar §,,
|
uzyskamy rozwiazanie réwnania (2.28) w postact

(@31 M) ——PEEAT N SGE(4)gen.

a B n=1.8,... Gn

Zatem

€@

wz(xuxz)"':fM(El)G(xnfxf'g;fUD) dé ==
LI}

414+ sz O ettt ‘
—_ S Dy 5 SN Gy Xy -
@ n=1,3,... Cn
_____ X x5 A Az
f . e T e L T T )
(6.0 Ny ‘
}; M=1 3 = @D ¥ (
% - s )
f—_—— T T T T | T=const
Xq . T
. Rys. 4 - - Rys. b

Ogstatecznie ugiecie plyty wyrazi sie wzorem

(232 wis,my=LEENET N SRGB (1, ) e,

a =14, .. C,tn -

Rozpatrzmy jeszcze przypadek przedstawiony na rys. 5. W polpasmie
plytowym I dana jest temperatura T=um37, W péipasmie piytowym IT
T = 0. Pélpasma te polgczone sa ze sobg w przekroju ;=0 i wzdiuz osi
x; podparte. Jako niewiadoma funkcje naszego zadania przyjmijmy mo-
ment M (z;) na odcinku AB plyty. Mamy tu do czynienia z niecigglymi
warunkami brzegowymi wzdluz osi, [7]. W przedziale (0,c¢) ma osi xy

mamy w,(x,,0)=0, wylx,,0)==0 oraz

O (o, 0
g,

_ Owy (xy,0)
d,

1 =0,

15



4 W przedziale B¢ mamy 1 (x, 0) =g oraz
— N d”"w[(_x” 0)
;]
Rowname ca}kowe tego zadania przyjmie postac

axg dx,
Tutaj
JG, (m,_‘LO £, 0) 1 v sina, ¢, sin  Sin gy x1 __nm
al‘.‘, QN_[ P Up ! == !
Gn(% ' O__§1_LQ — _L, 3 Slnﬁ”‘fl Smﬁﬂfl = %
Lo NH m=1 ﬁ”‘ ' " c
Wreszeje
Ouf (@, 0) 44varr  y sin e,
Oz, g = S .
zgodnie ze wzorem (2.30)
Wstawmy Powyizsze funkcje do réwnania (2.33). Rozlézmy Turikeje
M) na szereg o

{2.34) - -

Nastepnie pomnézmy réwnanie catkowe (2. 33) przez funkcje

0 ¢. W rezultacie otrzymamy nieskoriczony ukiad
rownan
o oa sin? &7
: ———— @
(2.35) p acos aﬂ.’ﬁ;l Mﬁﬂcosﬁﬂ:nﬁi n(n igzad) (nz 0“’/3‘2) +
(=) Sln —_JE
N, #* My, 4(149) a7 0
- == o Cos ¢ T
—i NEI 494 a o ! n)z:i.&.., nu{ hﬁ@éa )
a
(G! =1, 2, 00, o= E‘)
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Z rozwigzania ukladu réwnania ofrzymamy wielkoSci My, -a ze-zwinz-
ku (2.34) moment zgma;acy podporowy M(ej-‘l) W przypadku szczegolnym

go= ¢ olrzymamy . S

16 (1 ’.V) CE:TNINH

= oy NNy, o = h3emeo),
Zatem
i6 (1 +'V) oy TNINH c‘j‘ sin [4 779 i) N]'N]_": i
= — . —— =41 —_—,
M {x,) T A R {142} o e

3. Réwnanie rézniczkowe ugiecia  plyty na sprezystym podlozu, wy-
wolane dzialaniem pola temperatury T=uwx37 ma postaé

(3.1) PR (e, ) + cw o (1 + o) ae P27 =0,
Przedstawimy rozwigzanie tego réwnania calks

(3.2) w (i, 2p) = (jr )j T, £ (333 4, £) A, ds,
gdzie fuﬁkcje; w** spelnia réwnanie

(3.3) PEVtw™ 4 ew™ (14 9) o 0 (- £4) 8 {op — 52) == 0
Rozwigzanie réwnania (3.1) moZna tez przedstawié w -postam
(3.4)  w(ry,x)=—N{1 +v)(fm 7(&,8) PP w (:c;,:cg,&,ffg)dadég,

gdzie miedzy iunkcgann w* i w* zachodzi zwigzek
(3.5) C T Wl — (14 )« Nptw

Rowniez 1 dla plyty na sprezystym pedlozu na brzégach utwierdzo-
nych zupelnie i przy liniowej funkcji = jest w kazdymi punkeie 2ot Q
Takze i tu mamy

My, =My =N+ 9w, . My=0.

Latwo zauwaZyé, ze wspélezynnik podatnofei gruntu ¢ nie ma wplywu
na warto$¢ momentéw zginajacych w plycie na swym hrzegu zupelie
utwierdzonej. _ i

Niech kilka pxzykladow zﬂustru]e wyznaczeme uglm 1 momentow zgi-
najaeych i skrecajacych w plytach spoczywajacych na sprgzystym pod-/
tozu. Zajmijmy -sie nagplerw plyta nieograniczona, w ktore; iugiecie jest
funkcjg jednej tylko zmiennej x;. Rozpatrzmy przypadek p]:yty nieogra-
niczonej, w kidrej w obszarze — oo <y < 0 jest 7==const, a w obszarze
0<C ) <<oco jest 7-=:0 (rys. 6a i 6D).

Ro=zprawy Ingzynierskie — 2 1";



" Rownanie (3.1) przyjmie fu postaé
' d?

(3.6) ‘flt"+cw+(1+v)afdg 0.

R;)zwiazaniem tego réwnania jest catka |

@71 wla) =7 [ w* (e, £)dE),
o

Rys. 6

gdzie w** (1, £ 1) jest rozwigzaniem réwnania
d
(3.8) w _l_ wn,}_(]_—}-’u)af dr 35{$| &)=0.

ZWazywszZy ze
1 ~ b3 3
da, — &) == —g;fcos a, (i, — & day, w** ZfA (@) cos o, {(x; — &) da,
0 ]

uzyskamy z réwnania (3.8)

. mazcosa {x,— &) |
w*"=(1+v)aff ! ! 11 : deay, wh=c

4 F
at -
i iy

albo
. Q:E%)Ef- e~ [cos A (x,—& ) —sin A (x,—&,)], jesli a, > &;
@9 wid =111 4
B Eas Ephiv—4) [cos A {x; — &) +-sin A (2, — EJl, jedli oy < é;
H
A== 1/ 3
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Zgodnie ‘ze wzorem (3.7) otrzymamy dla —rozpatrywanego schegélnegc
przypadku :

0 I
f’wl (%;51) dé;, jesli :rl> {] o

(.‘.E])—— 0 i o .
f wi (@, )+ [ ul (e, 8) 06 Jeli = <0,

Po wykonaniu odpowiednich calkowaﬁ .ﬁzyskamy-

(e | ' o

YT e~ Migindx,, jesH x, =0

(1+v)af'c

{(3.10) w{xy, &) = . . .
¥ ettgin dx,, jesli =, <0.

a v
; i w |
F X4
TR 7 e
|~y
b =
a1 :
5
TS T NN SR TS B A L i M RO S T T
“§ -5 ~d -3 -2 -4 12 3.4 § E g
;T\../
Rys. 7

Znajac powierzchnie ugigéia wyznaczymdé mOZemy mofnenty zginajace:

My _——N(gtf-l'(1+’P)ar1:)=—-N(1+v)an(1—~%e*’*lcos;’tml .
' ' | 7'3eé‘.11 ——oo<a:'] '3
My =— g 5 = N(l—f—v)—-e—“lcosﬂazl, jesli- 0 <931<oo 7
T _ : -
_ 3w _ P
pa=—N|¥ 0 1+¢)a;1: ;. Jesll _-eoorc'(:_cl\\\,O;.
My = — Nvd , dedli 0 <{x, < oo
. I .
MIEEO'

19



Zauwazmy, ze. dla xy —~—00 ugiecie w zmierza do. zera, a- mommenty
“wginajace My do wartosel —N(1+v)a,z. Wykres momentéw zgindjaeych

. My przedstawiono na rys. 6b.

Rozpatrzmy dalej przypadek ptzedstawmny na rys. Ta i 7b. W obsza-
rze 0<Caxy; <loo plyty ==1,==const, na obszarze —oo < x; <0 .niech
T = 1, == const. P0W1erzchn1a ugiecia plyty ma tu postaé antysyme-
tryczng wzgledem prostej x; =10. W przekroju x =0 ‘mamy w({0)=20
oraz My (0) ==0. Dla obszaru x; > 0 przypadek ten jest identyczny =z ugie-
ciem poélplaszezyzny p].’ytowe] w przekroju x; =0 swobodhie podpartéj.
Wyrazajac funkeje z(xy) i w (xy) za pomoca calki Fouriera

7(x,) = uznﬂ _~._Sf.r_1ag1_w_} day, w () = fB {o)sina, 2, da,,
o

uzyskamy z réwnania (3.6) warto$é

B(a])=-25,tﬂ(1+w) ata“}ixl}@ﬁ’ i, 2__?_2__
Zatem
B.11)  w(,) = 2% (1: ») s f ""I:;ii“;fi da,— | jesli @, 0;
1 i ﬂi;%i" ¢*: sin Az,
jesli @, < 0.

Momenty zginajace i skrecajace dla xy == 0 ofrzymamy ze wzoréw

My =—NQ14v) arzy(l — e cos Aq:’_)? N - o
M= — N(UE) a5y (1 —secos 2z), Myg=0.

Na rysunku 7b przedstawiono wykres momentdw zgingjacych My -

Niech dana bedzie polplaszczyzna plytowa swobodna w przekroju
21 =0 (rys. 8a). Na calym obszarze plyty niech bedzie 7 ==7,= const.
Zauwazmy, ze dla plyty nieograniczonej przy =z =—-7,==const.na calym jej
obszarze (rys. 8b) w kazdym punkcie plaszezyzny sSrodkowej wye==90,
a w kazdym przekroju ;== const, M$=—N (1+») a7, Ugigcie plyty
przedstawionej na rys. 8¢ zlozyé mozemy zatem z dwu ugieé, z ugigcia
wy =10 odpowiadajgcego przypadkowi przedstawionemu mna rys. 8b oraz
z ugiecia wy (y) pdlnieskoticzonej plyty (w ktérej z==0), - obcigzonej
w przekroju x; = 0 momentem zewnetrznym My=—My =N (1+ ») a7,
(rys. 8c).
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Poniewaz, [8],

M .
wy () == 21\”39 1 (sin Ax; —cos dx,) dla @, >0,
zatem
(3.12)  wilwy)=w,(x) + w;(w)= S
Ot

OV e AN (sm 2.1:1 — cos Az}, x>0,

Znajac pow1erzchme; ucf1ec1a pl’yty wyznaczymy momenty zgma]ace
i skrecajace dla x; = 0 ze wzoréw

My 7= N {149} s 7, [1 — =% (sin Az, + cosdx,)],

g2 L e e
M22=— { dt:'{_(l f‘i’)at‘m]’ S Myy=0p e S LT

Na rysunku 8d przedstawmno wykres momentow My,

- Rozpairzmy wreszeie plyte
meogramczonq, s_popzywa]acs_; T a S {
na sprezystym podiozu, w kto- 5 :
tej mamy do czynienia z mnie- i G T
ciaglym, ale osiowo symetrycz- b '
nym polem temperatury. ‘

Réwnanie powierzchni ug1e- L ;
cia piyty ma tu postaé

(3.13) V§V§w+,u w -
' + {1+ apic=0,

2

J

T dr’

Wyznaczmy najpierw ugie-
cie dla jednostkowego jadra
termosprezystego odksztalcenia
umieszezonego w poczatku ukla- -
du wspotrzednych blegunowych
Rozwigzaé malezy réwnanie

(3.14) T ~i—(1—|—v)a ;72( “j) —0.

ZWazywszy Ze ey Ty s U e e D T
6(1‘ 1 )
'231'3 2— f oo {ar) U

2



 oraz wyrazajac ugiecie w** (r) za pomoca calki Hankela,
: w'l.'* (’f) J— f A (a) Jo (a?’) d'ﬂ,
o

uzyskamy rozwigzanie réwnania (3.14) w ‘postaci_ :

1+
Aoy == o ker, (ur),

. my o (1) [Ty ()
(3.15) W) =" affa“r‘u‘l
, . o
gdzie . .
Ker, (1) = [Kolom V D)+ Ko (pr /=]

Symbol Ky oznacza funkcje Bessela trzeciego rodzaju.
PrzesufAmy jadno termosprezysbe-
. Blry) _ go odksztalcenia z poczatlku ukla-
du wspblrzednych do punkiu
A(p,®) i wyznaczamy ugiecie ply-
ty w punkeie B{r, ¢) (rys. 9). Ugie-
cle plyty w punkcie B wyraZa

0 WwzOT
* 14 ,
w *(B) = 2-9—; ar kery {ur'), -
gdzie - !
Rys. 9 == [r? + o — 27p cos (g — )],
Ale
(3.16) ker, (') = Z en Ju (1p) kery (ur) cos n (g — 0) (o <)

=0

Tutaj e, przyjmuje wartosé 1 dla n=0, dla pozostalych = wartosé
réwna 2. J, jest funkcja Bessela plerwszego rodzaju i n-rzedu. Dla
g > nalezy we wzorze (3.16) przestawi¢ wielkos¢ ¢ i r. Oznaczmy przez
w(r,e) ugigcie wywolane jednostkowym jadrem termosprezystym réw-
nomierhie rozloZonym na okregu kola o promieniu g. Tutaj mamy

o 2 ’ .
810 w0 =152 [ 3 aysatue) ke ) cosm (9| ea
B J i}

r=0
Po wykonaniu odpowiednich calkowan otrzymamy

(L-+#) aig Jo(uo) ker, (ur), jedli o <7< 00

(3.18) m(r,g)m{ eTo 4Ty |
(149 ar o Jo(ur) kery(up), jesli 0 <Ir<Tp.
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Tunkecja w(r,p) przedstawia funkcje wplywows ugigcia plyty. Przy jej
pomocy wyzhaczy¢é mozna ugigeie plyty wywolane dowolnym osiowo-
symetrycznym i nieciagglym polem 7z(r).

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny t==7,— consi na obsza1ze kola
o promieniu g. Otrzymamy tu :

w {r) == (14 ) as 7o ker, (ur) J oJq (po)do =
0

{3.19) { =(H“'P)atfokero(m)%d’l(ﬂa) dla a<{r<<oo;

w(r) = (14-»)arz, [kero (ur) Df oJy (pe) do+J u(w‘)f ¢ kerg (po) de] ==

=({1+rar, { ker, (urhJ, (ur) + [Kl {ar ]/ i) K1(‘WL;)] N
1/ t }/ —i

o [K (YD) KAyal/“—‘E)]} |
24“[ ]/1 + ]/ji dla 0<<r<ad.

Momenty zginajace wyznaczymy ze Wzorow

0* 0 :
l M,.,_mm(a—:;’+%a—1:+(1+v)am),
}
(3.20} IMW:—-N( +l %+(1+?)at10);
| My =0.

Wzory te sg sluszne dla 0=Cr <a. Dla a<Cr << oo nalezy w powyzszych
wzorach pomingé wyraz (1+9)a,7,.

W praktyce wystepuja czesto plyty kolowe o brzegach swobodnych.
Jesli 7==const w obrchie plyty, to rozwiazanie w (r) zbudowaé mozemy
z dwu powierzchni ugiecia, z powierzchni wq (r) odpowiadajacej plycie
nieograniczonej, znajdujacej si¢ w polu temperatury == const, oraz z po-
wierzchni wy (r) tak dobranej, aby spelnione zostaly wszelkie warunki
brzegowe na obwodzie plyly dla r=ua. Funkcja wy(r) jest réwna zeru
w kazdym punkcie plyty. W plycie powstang momenty M, = Myp =
=—N(1+9q;7; Mrp==0. Funkcja w, (r) odpowiada ugieciu plyty w sta-
nie =20, swobodnej na brzegu r—a i obcigzonej jednostajnie rozlo-
. zonymi momentami [— M| == N(1+9%) a7, dzialajagcymi na brzegu
plyty.

r=u
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PeswMme

CTAD]MOHAPHBIE TEPMH‘E[ECKME HFAIIPAXEHNA B IAACTHUHEAX

PaccmaTpyuBaeTcd METOJ ONPEAENCHNUS HAPDAKERNH B IIIaCTMHKe Cpef-
1edl TOMILMHEL, HAXOMAMEHCH B TOMIePaTYPHOM HOJE, IPH MCII0TE30BAHMN
dJyHKLtMM Tpuua paa puddepeHnMalbHOTO YPABHEHMA pPaccMaTpHRae-
MOM 3amaumd,

Jng psapa TPOCTRIX THMIIOB TIAACTHHOE, KAK Hamp. ANa becwonedsoi
ILTACTHHEY, ILIACTHHEATON HOJOCHI, TUIACTHHYATOTO KAMHA ONPEelaioTcs
MaTHbaroIye M KPYTAIUME MOMEHTEl IJiA- HEIPEPBIBHOTO M IIPePHLIBHOID
TEMIIEPATYPHOTG IONAA. B 3akimodeHme pacCMATPUBAIOTCH TEPMUIECKHE
HAUPAMEHUA AMA HOCKONDEMX CHYHAeR INIACTMHOK Ha YOPYTOM OCHO-
BaHNH, :

Summary
S e -STEADY-STATE THERMAL STRESSES IN' PLATES

A proposed method for determining the stresses in a plate of moderate
thickness in a’ temperature field, using the Green’s function of the
d1fferent1a1 equation of the problem. For a number of simple cases such
as that of“infinite plate, plate strip, plate Wedge ete,, bending moments
and’ torques are determined for a continuous and discontinuous tempe-
tature field. Finally, thermal stresses are discussed for.a few cases 0£
blates resting-on .an elastic foundatlon

‘Prace zostale éIoZona w Redakcejt dnig 6 listopade 1958 r.






