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W literaturze krajowej i obeej dosé obszernie opracowano zagadnienie
stateczno$el dynamicznej pretow pryzmatycznych. W pracach dotychcza-
sowych na ten temat przyimowano hipoteze plaskich przekrojow, w wy-
niku ktorej nie uwzgledniano odksztalcenn postaciowych elementow belki.
Odstepstwo od wspomnianej wyzej hipotezy prowadzi do koniecznoéci
uwzglednienia sil poprzecznych w przekrojach belki.

Wplyw sil poprzecznych na czestosé drgan wlasnych belek jest szcze-
goéinie duzy przy drganiach wyzszych rzedéw (wyzszych harmonicznych).
W pracy niniejszej analizowano jedynie ruch belki odpowiadajacy drga-
niom podstawowym, ale czyniono to z uwagi na stosowanie wynikow do
srubowych sprezyn walcowych, gdzie odksztalcenia wywolane sily po-
przeczna odgrywaja pewng role juz przy drganiach podstawowych. Pomi-
nicto wplyw thumienia, ktére w odniesieniu do sprezyn nie ma wigkszego
zZnaczenia.

Seisle rozwazenie zagadnienia statecznoéel dynamicznej pretow zakrzy-
wionych przestrzennie, jakim jest niewatpliwie sprezyna, przedstawia po-
wazne trudnocl. W przypadku sprezyn o matym kacie nachylenia zwojow
(od 5° do. 8°) mozna w sposéh ‘przyblizony rozwazyé powyzsze zagadnienie
przez stworzenie modelu zastépczego w postaci pryzmatycznego preta. Dla
takiego preta zastepczego podaje sie odpowiednie zastepcze parametry.
W pracy ograniczono sig do stanu sprezystego i przyjeto jedynie nielinio-
wosé¢ geometryczng.

Literatura omawiajaca drgania sprezyn jest dodc¢ obszerna, [7]. Trak-
{uje ona przewaznie o drganiach wlasnych tak podtuznych jak 1 poprzecz-
nych., Nie zauwazono w znanej literaturze sformutowanego i rozwigzanego
zagadnienia statecznosci dynamicznej takich elementéw bedacych pod
dziataniem sily zmiennej okresowo w czasie i dzialajace] osiowo. Taki ro-
dzaj obcigzenia ma istotnie miejsce w przypadku sprezyn osiowo Sciska-
nych i rozcigganych. Istotnym elementem rozwazanego ukladu drgajacego
jest masa skupiona na przesuwnym konicu sprezyny. Na podstawie kon-
kretnego przykladu stwierdzono mozliwose wystapienia dwu obszaréw re-
zonansowych dla realnie mozliwych czestosci katowych sity wyrmuszajacej.
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{. Roézniczkowe rownapia ruchu

Réwnania rézniczkowe ruchu belki z uwzglednieniem sily wymusza-
jacej, dzialajacej osiowo, wyprowadzimy z zasady Hamiltona

1
(1.1) f (E-— U} dt = extremum,
i,

gdzie E oznacza energie kinetyczna, za$ U energle potencjalng ukladu
drgajgcego. _

Wpylerw wyznaczymy energie potencjalng. Rozwazmy belke o diu-
gosci 11 polu powierzchni przekroju poprzecznego F. Ogolna postaé energil
potencjalnej wynosl [u (0,t) = 0]

I3
(1.2) U —_ _;" fff lO‘x 8x+ (1 -I"' “'g_—'];) Txy ‘yr’y}dde‘—l“ u(l, t) P,
Q0 F ’

gdzie w(x,t) oznacza przemieszczenie oslowe punktéw lezacych na osi

belki, zaé P (t} jest Sciskajaca sila osiowa. Stata! k jest parametrem cha-

rakteryzujgcym ksztatt przekroju belki, zaé G oznacza modul na gcinanie.
Oznaczmy DpPrzez &x odksztalcenie w dowolnym miejscu przekroju

prostopadiego do osi x belki. Mamy wtedy

(1.3) g, = ef;” + &,

gdzie ’ 5
du 1 [ow\? 3
) o= 22 L S 2 — >
& Tox T 2 (dx) ' & T ox”

Funkeje w (x,t) oraz & {(x, 4, 1) przedstawiaja odpowiednio przemieszeze-
nie calkowite punktéw lezacych na osi belki w kierunku y prostopadiym
do osi belki oraz dodatkowe przemieszczenie osiowe punkiow o wspol-
rzednych x i y spowodowane obrotem przekroju i odksztalceniem posta-
clowym.

Zgodnie z rozwazaniami prowadzonymi ‘w pracy [6] mamy
ow

{1.4) ' Eru—a:cy—kw(w,t)f(y)-

W powyzszym zwiazku v (x, t) f () okresla znieksztalcenie plaszczyzny
przekroju poprzecznego. Funkcje f (y) charakteryzujaca postaé znieksztal-
cenia plaszezyzny przekroju dobiera sle w oparciu o elemenfarng teorig
zginania. Spelnia ona miedzy innymi zwigzki

15 f=—i(—y), [fwydF=ki,  [f@dr=F,
g F
gdzie J jest momentem bezwiadnosci pola przekroju.

1 W pracy i3] podanc wartosci k dla réznych ksztaltdw przekrojow belek.
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Pomijajac wplyw miaprezen normalnych do osi belki mozemy - hapisaé
(1.8) JJC:EB)(, Txyszxy,
gdzie ) 5 ' ‘
0 0w
Wprowadzimy nows zmienng

(1.7) 6 (x, 1) — Ky,

_ow
T Ox

ktorg mozna interpretowac jako $rednia wartosé kata obrotu przekroju
belki.
Uwzgledniajac powyzsze w (1.2) po wykonaniu obliczen mamy
: .

E 1 2 .
{1.8) Uzz—le(ux—l-‘zwi) —{—Jﬂﬁl dx +
g

{
F kP\ G s
+ufl,t) P+ k(l + 'G?)E‘f (w,r—_—-@) dx.
0
Wykorzystano przy tym zaleznodei (1.5) oraz

(1.9) [par—ne,  [frdF=kF.
F

F
1.1 . - -
Energia kinetyczna E wyrazi si¢ wzorem

{
(1.10) E=y f f p [ + (i + &Pl dPdz 5 M1E0, 1,
0 F .

gdzie y jest gestosScia na jednostke objetodci, za§ M przedstawia mase przy-
twierdzong do belki na jej koncu. Po wykonaniu obliczeri i wykorzystaniu
(1.5), (1.7y i (1.9) mamy

1
(1.11) E:-T%fy{F(lizﬂ—iu?)—l—Jéﬂ dm—l—é—-M[ﬁ(l, Nk
)]

(kropki oznaczajg rézniczkowanie wzgledem czasu).
Stosujac zasade Hamiltona (1.1) otrzymamy uklad réwnan:

( E%[ux—l--g—wi]—yﬁ:(),
‘ F{. kP -
(1.12) ;\ Gi“—(l—i-(ﬁ;)(wx——e)—}—EJ(‘)Xx-—yJG——O,
a1 { ., 1 ,\1.GF[,  kP\ . .
EF'M{wx(ux’]"wa)]‘i‘—kﬁ(l‘i‘GﬂF)(wxx_"ex)—'VFw—o'
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Pierwszemu z nich przyporzadkujemy warunki brzegowe

(1.13) w(0, t) =0, EF[ux—l— %—wi] = —P— Mii{l, ),
x=1I

za§ dwom réwnaniom pozostalym w przypadku koneow podpartych (je-
den koniec utwierdzony przegubowo, a drugi przegubowo-przesuwnie)
ao
ox
a w przypadku koncow utwierdzonych zupeinie (jeden z nich réwniez
przesuwnie)

(1.15) w= 0, =0, Jedli x=0 oraz x=L

(1.14) - w=10, =0, jesli x=0 oraz x=1,

Jedli pominiemy mase na kodcu belki (M =0) i pominiemy bezwlad-
no$é w kierunku podiuznym (i = 0), to uklad réwnan (1.12) wraz z wa-
runkiem (1.13) daje zwigzki wyprowadzone w pracy [9] (przy czym na-
lezy przyja¢ P ze znakiem ujemnym).

Uklad réwnan {1.12) zastapimy innym wyrazajac 6 za pomocyg v przez
zwiazek (1.7). W przypadku tym mamy

!
{1.16} v=L1{lr u,,+~1~uw2 2+J(a,omwk:wx)2 dx +
2 2
Q i

+FG(

1+ ) {wgdx+u(1,t)P
0

oraz
{
(1.17) E= ;fy[F(ti2+1l?2)+J(tbx—k¢)2] dm+---—§—M[ﬁ{l, t)]*.

Zastosowana obecnie zasada Hamiltona daje uklad rownan

d 1, .
Eax(uﬁ— wa)—ruyu:{],

1) | k[FG (14 §F) o B e T 13 )| =0,

+ EJ (Wyyxx— k’!,’)xxx) == ),
Warunki brzegowe sa nastepujace: dla pierwszego réwnania pozostaja bez
zmiany warunki (1.13), dla dwu pozostalych w przypadku przegubowego
utwierdzenia mamy

119) weo, L¥_ Oy
ox

=), = jesli x:O oraz x =1,
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a w przypadku zupelnego uiwierdzenia koncoéw

(1.20) w=0, 5= =0, p =0, jesli ©—=90 oraz x~=1.

¢
Inne warunki brzegowe sa rowniez mozhwe

7 uktadu (1. 18) mozna ofrzymac przypadkl szezeghlne., Jesli w roéw-
naniu drugim pominiemy drgania poprzeczne (w == 0), to otrzymamy drga-
nia przy czystym Scinaniu. Przyjmijmy w réwnaniu (1.18) k=0, co od-
powiada w oparciu o warunki (1.4} i (1.9) przyjeciu hipotezy plaskich prze-
krojow; olrzymamy uklad rownan

d

1 “
E ﬁ(u‘\f_}_ -Z“Wi) —pU == 0,

(1.21)

—EF a% [wr (u\» + %HJE)] + ')!F'LT) - J'}}T:bxx‘i‘ EJWyygx =0,
ktéry, z wyjatkiem dodatkowego wyrazu Jy by, przedstawiajacego bez-
wladnoéé przy obrocie przekroju, pokrywa sie z ukladem rozwazanym
w pracy [2].

Przy k=0, pomijajac bezwtadnos¢ podiuing (ypi = () oraz mase¢ na
konicu belki (M==0) i site osiowg P (P==0), otrzymamy z (1.18) znane
réwnanie Timoszenki, [6], (k= 1/k):

ky ,
(1.22) yFio +Jy W (Jy+EJk )wxx+Ewaxxx:0.

Ukladom rownan (1.12) lub (1.18) mozna przypisaé oprocz wspomnianych
wyzej warunkow-brzegowych jeszcze pewne warunki poezgtkowe.

2. Sprowadzenie réwnah rachu do ukladn réwnah rézniczkowych zwyezajnych

Uktad réwnan rézniczkowych (1.18) jest ukladem nieliniowym, przy
czym kazda z funkeji nieznanych zalezy od dwu zmiennych niezaleZnych:
przestrzennej x 1 czasu {. W dalszym ciggu uklad ten (k = 0) zastagpimy
ukladem réwnan zwyczajnych ograniczajgc sie tylko do analizy postact
drgan podstawowych. Oprzemy sie rowniez na =zalozeniu Kirch-
hoffa, [2], na podstawie ktdrego uwaza sie, ze odksztalcenie osi preta
nie zalezy od zmiennej przesirzennej x, a jest tylko funkcjg czasu. Przy
tym zalozeniu dla sily podluznej S w precie mamy

, J
(2.01)  S{t)—EF [u(l, t)+ % fwi dm] — EFl (ur + % wx)
i
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skad funkcja ;
2.0.2 Cwet b wr= 1 u 4 5 [wida
( RN ) X 2 x I H 2 X

) 0

!

jest tylko funkcja czasu. Przy wyprowadzeniu powyzszego zwigzku wy-
korzystano plerwszy warunek (1.13). ) '

W pracy [2] zwigzek (2.0.1) wykorzystano wprost w ukladzie réwnan
rézniczkowych, Obecnie postapimy nieco inaczej. W wyrazeniu na energie
potencjalng (1.16) pierwszy wyraz w pierwszej calce przeksztalcimy na
podstawie zwiazku (2.0.2), za$é w wyrazeniu na energie kinetyczna (1.17)
pod znakiem calki przyjmiemy i (x, t) = 0. To ostatnie zaloZenie mozna
uezyni¢ w przypadku, gdy masa preta jest bardzo mata w poréwnaniu
7z masa M na koncu. Taka modyfikacja mefody pozwoli rozwigzaé¢ zagad-
nienie przy innych warunkach brzegowych anizeli tylko przegubowego
utwierdzenia. Nalezy zauwazy¢, ze w pracach dotychczasowych dotycza-
eych podobnych zagadnien zajmowano sie wylacznie pretami utwierdzo-
nymi przegubowo.

2.4, Belka z warunkami brzegowymi wolnego podparcia. Zajmiemy sie
wpierw wyznaczeniem obszaréw rezonansowych 1 amplitud drgaft po-
przecznych w przypadku, gdy belka jest na jednym koficu utwierdzona
przegubowo, za$ na drugim z masg M przegubowo-przesuwnie.

Opraniczajac sie do postaci drgan podstawowyeh spelnimy warunki
brzegowe (1.19) przez funkcje

' { w (e, t) = wm g, (t) sin g—v-;",

(2.1) ‘ p{x, t) = ym qs(t) COSE;?,

| w0 =unq, @),

gdzié W, ¥m i um pizedstawiaja maksymalne przemieszczenie, zas ¢; (t)
(=1, 2, 3) s nieznanymi bezwymiarowymi funkcjami czasu. Przez taki
dobér funkcji i zalozen podanych we wstepie niniejszego paragrafu pierw-
sze rownanie (1.18) jest spelnione tozsamosciowo, zas jako irzecle row-
nanie wystapi drugi warunek brzegowy (1.13). :

Za pomoca zwigzkéw (2.1) i wykorzystania powyzszych zaloZzen wy-
razimy energie kinetyczng (1.17) i potencjalna (1.16). Potencjal kinetyczny

(2-2)‘ W (qa, Qs Qa1 G1» G (g, t) = E(dy, dgr ds)— U1, g2y Gss t)

zalezy wyraznie od czasu, gdyz energia potencjalna zalezy wyraznie od
czasu, Sily uogdlnione sa pochodnymi potencjatu, tj.

oU

(2.3) Q=—3%g (j=1,2,3)

LS
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Réwnania rézniczkowe ruchu otrzymamy z drug1e3 postaci rownan La~
grange’a

: d (OW\ oW ‘ , con
Dla j=1 mamy
oo 9 o 4 3 g 1 w?n: 3
(25) Wiy ad, q‘a"l— wgyata, QQ+;{” 7 l Ch Q3+ at F qy— 0,
gdzie
o P 9 1*m, 2 e 'J)-'Ldf

am=— ki W, =y (1+ ) Hy ==
(2.6) )

2,2:?2, J =i, tmy == pFl,

) przedstawia smukloéé preta, i ramie bezwladnodci pola poprzecznego
przekroju preta, my mase calej belki. '
Dia j==2 mamy

. - AG
(2'7) %3 Uy qi’_ %i qi - ﬂ;4 qi + ng Lin q2 + FE-_ w’ Ay oy — Or
gdzie
E kP
(2.8) %ixﬂ'xg, PerJ 2 A:E(-iJrGF)’

a pozostale oznaczenia przyjeto jak w przypadku wzoru (2.6).
- Dla j==3 mamy -

9 w Uy 2 a* w%n 9 2 P

(2.9) "s“m%‘FTl Qa—l‘z"@ﬁ%Jrﬂ jg,;:(),
;gdzie

*M
(2.10) =11
Z réwnan (2.5) 1 (2.7) mamy

o . 1 'LU?’
(2.11) «’ qi*}‘“"“ 7* am g + A _1' Qs q3+ 4 izl q;==0,
Przy czym 7
298

(2.12) P = ?LI.Ei
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Mnozac rownanie (2.7) przez %2, zas réwnanie (2.5) przez »; 1 dodajac

stronami tak otrzymane zwigzki mamy

" AG
2.13) xa,d,—a" %" g+ o’ % a, g+ —En‘* % o, gy

2o .glm 1
—i—ﬁznzxiT(L q3+~In4 xi?j gf= 0.

Otrzymali$my wige do dyskusji ukiad réwnan (2.9), (2.11) 1 (2.13) przy
dowolnych warunkach poczatkowych.

25, Belka obustronnie utwierdzona. Obecnie zajmiemy sig zagadnieniem
przy warunkach brzegowych (1.20), oraz, jak poprzednio, (1.13). Powyzsze
warunki brzegowe beda speinione przez nastepujace funkcje okreslajace
drgania symetryczne:

[ W("L'; t) = W g, () (1”(!05 2—9{&:—),

|
(2.1 ! () =m0 50 T

w (1, t} = Um g5 (1)
Przyjeta posta¢ funkeji o (x, t) jest uzasadniona tym, ze dla x==1/2 po-
winno byé: w (1/2, 1) ==0.

Podobnie jak w. 2.1 za pomocs zwigzkéw (2.14) wyrazimy potencjal
kinetyczny (2.2), skad przy uzyciu réwnatt Lagrange’ a (2.4) otrzy—
mamy poszukiwany uklad réwnan.

Dla §=—1 mamy

- - 0 u.’ﬂ
(2.15) Ki§,—kie, q,+ = 22 7 . qs + 7"

2
wnz

.y
-

¢+ 4ntq +2ata, g=0,

gdzie
212 PA 2

PNt P A oyl g

2.16) K=y (1+ 4ﬁ2), ="r ekt
Dla j==
“ 1 o 3 1 AG
(217 k|—kid, + - Ka, d—a' g+ T @t 5 Ty @ am ) =0,
e 4 2 8 PI:' .
gdzie
2t

9. a_ Y
(2.18) ky iT

symbole Py i A maja znaczenie poprzednie.
Dia j =23 otrzymujemy

u 2 P

—= — g+ 13;30,

(2.19) Kiu, Gyt )

2'2 qs + n‘.’ it
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gdzie

- 1*M

I 2__ "

(2:20) k2 BT
Mnozac réwnanie (2.15) przez 1/4 1 dodajge stronami {2.17) (k3£ 0) mamy

mn 1

. 1 U nd W AG
(2.21) k% q1 —I-— I JIE 12 _'I"' g, 4y + Z T: q? + “'8_ P—E :’53 Am s = 0!

gdzie
(2.22} Je =

Mnozae nastepnie réwnanie (2.15) przez k%, za$§ réwnanie (2.17) przez Kk}
i dodajac je stronami otrzymamy

i

" 1., AG
(2.23) kikia qz——n4kgq1+27ﬂ3k§amq2+-éfkﬁp—Eﬂsamq2+
2 7% 2um 4 7.2 E" 3
+ =%l k4—-l-—qiq3—|—aa: k4~—i2— =0,
gdzie

322Dy
2. g
(2.24) ki P

Otrzymali$my wige do dyskusji uklad réwnan (2.21), (2.23) i (2.19). To
ostatnie réwnanie rozni sie od (2.9) tylko czynnikiem stalym przy gj, co
jest spowodowane innymi warunkami brzegowymi dla funkeji w (x, t).

W dalszym ciagu bedziemy przyjmowali nastepujaca postaé¢ sily dzia-
lajacej oslowo: :

(2.25) . _ P(1) =P, + P, cos ot.

3. Okreélenie podstawowych obszaréw rezonansowych przy warunkach
brzegowych wolnego podparcia

W celu wyznaczenia obszaréw rezonansowych pomijamy w ukladzie
réwnan (2.9), (2.11) i (2.13) wyrazy nieliniowe przyjmujac (w,,,/i)2=0.

Po tym uproszezeniu réwnanie (2.9) mozna fatwo scalkowad, przy czym
ograniczymy sie do drgan ustalonych pomijajac drgania wlasne. Latwo
sprawdzi¢, ze

1 & .
(3.1) Wi Gy (t) :Iz(—l_—m747 cos t——pﬂ),
\ 5
gdzie
P P, 12 lw?
— 2*9-' == 24: g:—fsi
(3-2) Po 7 PE 3 7T PE Hg JE

jest rozwigzaniem powyZszego rownania, Przyjeto rowniez zmiane zmien-
nej niezalezne] przyjmujac ot=r7.

1565




Pozostate dwa rownania (2.11) 1 (2.13) mozna napisa¢ w postaci wek-
torowo-macierzowe]

L 1 :
(3 3} m—l-,ﬁ (Py+ Py cos 7) =0,
gdme
PR ol oY %
3-4 = ' | = o ,
R U a1k @
przy CZyI
. oot o
o Lwty, Ara
PH= S T sk T R ( = )]
nzp
(3 5) pg——_yl?’ Ana E,
. P = — nE (1 P
12 ’}'12 P /12 H
) ﬂEajn +
B P 2k(1 + ) )F ’
7zl
(3.6) pua—_(1+ ’2)’ P = 2 o
' o @E 1 w_ @B, 1

P = pea—10 P e a1

Z rdwnania (3.3) otrzymujemy warunek na obcigZenie kryiyczne (sta-
tyczne) w postaci |Py| == 0, co z warunkiem (3.5) 1 przy oznaczeniu (3.2)
daje rownanie

k

(3.7) Po‘i“Pdﬁ

-~ Pg=0.
Przy k=10 mamy Py, = Pp.

W zwiazkach powyzszych przy znacznym odksztalceniu osiowym nalezy
uwzglednié skrocenie belki. Jesli bowiem przez | oznaczymy dlugosé belki
przy ob01qzen1u statyeznym Py, a przez L dlugos¢ belki w stanie nie obcig-
zonym statycznie (Pg==0}, to 1 = L—1p, gdzie

l i P
3.8 o 0 __ -9
(38) L—1, 1 EF’
co otrzymamy wprost ze zwigzku (3.1).
Czestos¢ drgan wlasnych obllczymy rowniez z (3.3), w ktorym nalezy

przyje¢ =1, e=10:
(3.9 F 4 Pyx ==0.
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Rozwiazania powyzszego rownania poszukujemy w postaci

o= Aert  (i=}—1),

gdzie A jest nieznana macierzg. Po wstawieniu do (3.9) otrzymamy row-
nanie na wyznaczenie czestocl drgan wlasnych p:

(3.10) Py —p" I,/ =0,

gdzie I, jest macierza jedndstkowa drugiego rzedu oraz gdzie kreski pio-
" nowe w tym wzorze i nastepnych oznaczaja wyznacznik.

W celu wyznaczenia obszaréw rezonansowych zastosujemy metode
przedstawiona w pracy [4]. Ograniczajgc sig do przyblizonego przedsta-
wienia granic tychze obszaréw wykorzystamy podane w [4] warunki (.20}
i (5.21), co w naszym przypadku daje

2

(3.11) Py— T Py =0,

Rownanie powyzsze przedstawia w ukladzie wspblrzednych np. & o
krzywe, przy czym obszary Tezonansowe s§ zawarie miedzy liniami, ktore
dla &=10 wychodza z jednego punktu (tlumienie pomijamy). Przyjmujac
w (3.11) e=0 otrzymamy réwnanie dla wyznaczenia wartosci w?, W sa-
siedztwie ktérych wystapi rezonans parametryczny (dla matych wartosci ).
Ma ona postac :

(3.12) p,—Z

Pordownujac (3.10) i.(3.12) widzimy, ze rezonans parametryczny wystapi
~w otoczeniu ‘

(3.13) o=2p,

gdzie p jest czestoscia drgan wiasnych belki. Na ogdl tyle jest podstawo-
wych obszaréw rezonansowych, ile podstawowych czestos’;cid drgan wlas-
nych ma uklad drgajgcy. W naszym przypadku pozostaja jeszeze do roz-
wazenia drgania pedtuzne preta. Ot6éz réwnanie (3.11) mozna zapisaé takze
w postaci :

(3.14) =0,

2 ’ o~
(2 —1) (Po““;Ig)i%Pi

gdzie macierz ﬁl posiada elementy powstale przez pomnozenie wyrazen
(3.6) przez (xf—1). Teraz wida¢, ze przy =10 réwnanie (3.14) bedzie
réwniez spetione, jeSli #2—1=0, czyli gdy

__EF

. 2
{3.15) _ ) R

o




tzn. gdy sita wymuszajaca jest w rezonansie z drganiami podiuznymi. Dla
malych wartoSei ¢ rezonans parametryczny jest wige mozliwy dla war-
todci czestosei sily wymuszajacej bliskich wartosciom podanym przez (3.13)

oraz (3.15),
Rozwiniemy wyznaczmk (3.14). Wprowadmmy oznaczenia
M
1=ty e—gp
oraz
E n® n*E
pu:;j';fg(l‘i‘ ?); Pm:m;}'ié:
{3.16)
. 7k ~ TE
pzl_ylg 3‘2 Ciny p22_y12 lz'
Postaé réwnania (3.14) jest nastepujaca:
(3.17) ot etA+ !B+ C=0,
gdzie

1
A:_4(P(1"1’+P‘z°%+ 4o TPuU)

B =100t — 8P+ 0+ ) +
{3.18)
19 (pn p( | — Doy 'Pw)) + (pn pgz)] ’

16
C =2 (o oy — 1 ) -1 (pyy DY — i, 1+
+ P8 Doy — PR 1) + 07 (01 Py — Doy Pr) |-

W powyzszych zwigzkach p{) okreflone sa przez (3.5).

Wykresy krzywych gramcznych obszarow rezonansowych mozna otrzy-
ma¢ z rownania (3.17) w sposob przyblizony. Przyjmijmy bowiem w (3.17)
(0/E) 1?4 =2, w wyniku czego réwnanie to bedzie trzeciego stopnia
o odpowiednic zmienionych wspotczynnikach, ktore sz cigglymi funk-
cjami n,~tzn. . Niech 4;, B; i C;(i—0, 1,2, ..) beda wartoSciami (3.18)
dla & —=e¢;, przy czym A4,, B, i C, odpowiadaja e==0, oraz niech T
{k==1,2,3) oznacza k-ty pierwiastek réwnania przy wspdlczynnikach
Ay, By 1 C; {zaktadamy znajomosé xf). Jedll oznaczymy Aipi= A;(1+a),
Bip1=Bi(148), Ciy1=Ci(1-tys), przy czym a; f: 1 9; przyimuja war-
toSci male dla malych As;=&;41-—s;, to odpowiedni k-ty pierwiastek
rownania (3.17) mozna napisaé w postaci

(3.19) Tl = ZM (1+ o) (i=1,2,3.),
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gdzie liczby & dia malych As; przyjmuja wartosel male w stosunku do
jednodci, tak Ze ich kwadraty i trzecie potegi moina pominaé. Przy po-
wyzszych zalozeniach z réwnania (3.17) otrzymamy

_ C;
) o B =y
A;xf a; + B, B el Vs (i=0,1,2,..,

3@ +2 A, o+ B;,, k=1,2,3)

(3.20) — glfl =

W oparciu o zwigzki (3.19) i (3.20) dla ustalonego k i ustalonego znaku e
mozna latwo wyznaczyé krzywa graniczng obszaru rezonansowego, Do-
kladnos¢ bedzie tym wieksza, im mniejsze beda przyrosty As:.

W zastosowaniach czes¢ zmienna sily wy- 2 1
muszgcej moze np. pochodzié od wirujacych
ruchem jednostajnym niewywazonych mas.
Cheac w tym przypadku okresli¢ czestosci kry-
tyczne nalezy przyja¢ zaleznoS¢ s==sw® co
w uktadzie e, w® oznacza prosta przechodzacy
przez poczgtek uktadu. Obecnie zmiennym para-
metrem jest & (2 jest funkeja mimoérodu ma-
sy wirujgce]j). Zmieniajgc ten parametr otrzy-
mamy pek prostych. Punkiy przeciecia prostej 0 €
w® ==¢fe z poprzednio otrzymanymi krzywymi Rys. 1
wyznaczg zakres krytycznych czestosci kato-
wych, odpowiadajgcych danemu ¢ (rys. 1). Z rysunku tego widaé, ze ze
wzrostem mimo$rodu maleje kat nachylenia prostej 1 zakres czestoscl
krytycznych wzrasta.

Analogiczne zwigzkl mozna otrzymaé¢ przy innych warunkach brze-

goyvych.

4. Amplffudy drgan ustalonych

Obecnie zajmiemy sie wyznaczeniem amplifudy ustalonych drgan po-
przecznych w zalezno$ci od czestofei katowe]j sily wymuszajacej i innych
paramefréw ukladu drgajacego. _

Wykorzystamy w tym celu uklad réwnan (2.9), (2.11) i (2.13) przy wa-
runkach brzegowych wolnego podparcia, a przy koficach utwierdzonych
uklad réwnan (2.19), (2.21) i (2.23). W przypadku drgan ustalonych dla .
obydwu rodzajow utwierdzenia mozna przyja¢ rozwiazania w postaci na-
stepujacei:
wt

. ot
] ql—asm?-i—bcos?,

! wt

{4.1) qzzcsinw?t-l—dcosf'.

s =g+h cos wt,

Rozprawy Inzynierskle — 2 159




“gdzie a, b, ¢, d,eih sa nieznanymi wspélczynnikami, ktore nalezy wyzna-

cezyé. -

yDla belki o koncach walno podpartych réwnanie (2.9) po wstawieniu
- (4.1) i przyréwnaniu do zera wyrazi stalego (wolnego) i wspolczynnika
przy cos ot Wyznaczymy stale g oraz h. Gdy wspélezynnik przy sin wt
rowna sic zeru, wowezas ab =0, tzn. albo a=20, b =0, lub a =0, b =0,
Amplitude drgan e lub b wyznaczymy 2z ukladu (2.11) i (2.13) po wsta-
wieniu tam (4.1) oraz otrzymanych uprzednio g i k. Przyréwnanie do zera
wspolezynnikéw przy sin wt/2 i cos wt/2 prowadzi do dwu ukladéw po
dwa jednorodne rownania kazdy, gdyz przypadkowi =0, b = odpo-
wiada c¢=0, d=£0, a przypadkowl b==0, a0 odpowiada d—0,
¢ 0. Uklady te roznig si¢ od siebie tylko znakiem przy & Z warunku
igtnienia rozwiazan niezerowych otrzymamy réwnanie zaleznoscl ampli-
tudy drgan poprzecznych od pozostatych parametrow ukladu:

w? n®

FG  poy & I Sl T
N e Eo | LSRR S w| =[5 +a)ax

332

1—4 LA, o' MFG | pa 8\
+15 Annz( 4n5)+(1+ﬂg)(kpﬁ+n2i2nz)]_0.

W réwnaniu powyZszym

7m? w?

(4.3) A2:§~§52, jeslig=—0; A*=

2
—Ma?,  jedlib =09,

ml ar.\:"

przy czym znak plus przy e odpowiada ¢ =0, znak minus odpowiada-.
b =20, za$

(4.4) d=1— "5

a pozostale oznaczenia odpowiadaja przyietym uprzednio w paragrafach
2 i 3. Krzywe rezonansowe sa stateczne przy ruchu okreslonym rowna-
niem g =asin (wt/2) (b=0).

Ze zwigzku (4.2), ktéry mozna uwazaé za uniwersalny, otrzymamy
pewne przypadki szczegéne. : .

1. Dla A%=—0 réwnanie to okreSla granice obszaréw rezonansowych
w ukladzie e, o

2. Gdy dodatkowo e==0, to otrzymujemy wartosci o, W otoczeniu
ktorych ma miejsce rezonans parametryczny._Przyjmujac nastepnie o ==up
dostajemy réwnanie, z ktorego mozna wyznaczyé czestosci drgan wias-
nych p. . '

3. Jesli przyjmiemy &=—0, A2=—0 oraz ® =0, to rOwnanie powyzsze
daje zwiazek (3.7), z ktorego mozna wyznaczyé statycene obcigzenie kry-
tyczne,
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4, Jegli réwnanie (4.2) pomnozymy przez k i nastepnie przyjmiemy
k>0, to otrzymamy rownanie dla amplitudy drgait przy pominieciu
wplywu deformacji postaciowej,

o A (1 et P e
(4.5) B AT T T AT e 0
dyz
gay 2t 7t
— —1 +?.

Ten ostatni zwiazek jest dokiadnie faki, jak podany w ksigzce [1], a kiory
otrzymano na innej drodze.

5. Z postaci (4.2) wynika, ze gdy A =0, tj. gdy czestosé silty wymu-
szajgcej odpowiada czesto$ci rezonansowej drgan podiuznych, to zawsze
PP
=
co odpowiada przypadkow! a-£0 (b==0) 1 amplituda drgan nie zalezy
od k (wspélczynnika charakteryzujgcege deformacje postaciows).

Rozwazmy jeszcze jednsg szczegéinq wartosé¢ sily wymuszajacej w.
Oté6z przyimijmy w drugim réwnaniu ukiadu (1.18) chwilowo » =0, co
oZnacza nalozenie wiezoéw uniemozliwiajaeych zniekszialcenie plaszezyzn
poprzecznych przekrojéw belki. Otrzymamy réwnanie

(4.6) A?

E b — yi5 =10,

gdzie ﬁ#wx oznacza kat obrotu plaszezyzny poprzecznego przekroju
belki. Réwnaniu powyzszemu odpowiada 2 (2.7) réwnanie

. | : w G, + g, = 0.
Jesli przez », oznaczymy czéstoé.é drgann wiasnych w iak pomyslanym
ruchu, to

Pomijamy obecnie uezynione wyZej zalozenie odnosnie p; niech w réw-
naniu {4.2)

(4.7)  o=2.
Dla k== 0 przy spelnionym warunku (4.7) réwnanie (4.2) daje
(4.8) Gep) a1,

Zajmiemy - si¢ warunkiem k=40 przy warunkuy (4.7&. W ukladzie
wspolrzednych w?, A® funkcja (4.2) posiada asymptote prostopadia do
o3t w® ~ Odpowiada to «dodatkowemu rezonansowi», dla ktérego znaj-
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dziemy warto$ci czestoscl katowej obliczajac z (4.2) A? i przyrownujac
mianownik do zera. Amplituda wiec jest nieokreélona. Ma to miejsce dla~

2,2
w™ %,

FG e
..... —1+ 7 LB
4 78 kP :

L 2
e T 2w

(4.9)

Ten «rezonans dodatkowy» wystepuje wskutek uwzglednienia deformac]i
postaciowe]j, a wige péwnego rodzaju wiezi sprezystej w stosunku do po-
przecznych drgan belki. Polozenie asymptoty zalezy od e. O «rezonansach
dodatkowych» jest mowa w pracy [1]. Przy spelnionym zwiazku (4.7)
amplituda drgan nie jest okreglona. Z uwagi bowiem na to, ze w? 14wt =%
réwnanie (4.2) przyjmuje postac

' FG Py, & ' & 1—4
(4.10) 1p, T st )[(12+p0)ﬁi2—1—

2

7 2 n®

Ae] —o,

gdzie obecnie
/ 21—4:71:2—-1—14*'(0,
My
a nieokre§lonosé amplitudy wynika ze zwiazkéw (4.7) 1 (4.9).

Zaleznosé A? od @? podano na rys. 2. Na rysunku tym &= e® 10~
Krzywa ciggla odpowiada rozwigzaniu statecznemu (b=0), za§ krzywa
424 przerywana odpowiada rozwig-
zaniu niestatecznemu (a=0).
Widaé rowniez, ze «zaciaganie»
amplitudy drgan ma miejsce
w strone malejgcych czestosci
katowych @ przy rezonansie
- _ odpowiadajacym drganiom po-
¢ dluznym, za$ w kierunku rosna~

cych czestodel katowych dla ob-.

szaru rezonansowego odpowia-

Rys. 2 _ dajgeego drganiom poprzecznyin

Trzeci ohszar rezonansowy (po

prawej stronie asymptot) wypada dla bardzo duzych czestosci katowych w
i nie przedstawia znaczenia praktycznego.

Przy warunkach brzegowych utwierdzenia zupelnego odpowiednikiem
roéwnania (4.2) jest réwnanie

n® 2wt
o' : EETACT
'—[( +Po)AiL2—+2(1'—A)A 4 4— 9

nﬂ
3 A\(GF | poy &\
'_I—(l'+ 4 ﬂz)(PEk+$’E2j:2:’!:2)]

(4.11) (%er—u —3—) [(3}12+'p\,)zii s +z(1—-A)A2]—
E

+
0.'
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W zwigzku powyzszym symbole majg znaczenie jak w (4.2) i w p. 2.2.
Jesli réwnanie (4.11) pomnoZymy przez k, a nastepnie przyjmiemy k-> 0,
to przechodzi ono w zwigzek

:  p P k2wl
{4.12 . DR A Rty Y
) 4% P~ PpA 22 #* A 4 0,
gdzie
4 4
(4.13) 92=%, Po=4P,.

Roéwnanie (4.11) jest dla warunkéw brzegowych utwierdzenia zupeinego
rownaniem uniwersalnym i podobnie jak dla zwigzku (4.2) mozna otrzy- .
maé¢ tam przypadki szczegdlne.

5. Drgania érubowych spreiyn walcowych

Podang uprzednio teori¢ wyprowadzong dla belki drgajacej zastosuje-
my obecnie do srubowych sprezyn walcowych.

Jak wspomniano na poczatku niniejszej pracy, sprezyny o malym ka-
cie nachylenia zwojow (¢ =5°-8°) mozna w przyblizeniu uwazaé¢ za belke
o odpowiednio dobranych parametrach.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia odnoszace si¢ do sprezyn:
Yo clezar wiaSciwy materialu,
F, powierzchnia poprzecznego przekroju drutu,
D srednica nawiniecia sprezyny,
n ilo§é zwojéw roboczych,
g przyipieszenie sily ciezkosci,
C, sztywnosé na skrecanie’ przekroju drutu,
B. sztywno$é na zginanie brzekr-oju drutu wzgledem .osi prostokginej
do osi sprezyny, o
By sztywnod¢ na zginanie przekroju drutu wzgledem osi réwnolegiej
do osi sprezyny.
W sposéb analogiczny do podanego w pracy [5] uzyte w poprzednich pa-
ragrafach wielkosci dla belki zastepczej wyraza sie nastepujaco:

yF == ﬂf“ ™ masa na jednostke dtugosci belki,
3
pd = @gﬁ?- natezenie momentu bezwladnodci belki
zastepezei,
2
12=% kwadrat ramienia bezwladnosci,
GTFE 8;?; sztywnoi¢ na Scinanie przekroju preta,
T
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2t GCoBn

o ﬂ:Dn Co+Bﬂ
. CyBa

k(l * ‘.V) o By (Co+Bn)

EJ

g 18BCBr
T @*D*n? Fo(Co + Br)
=20
Ty
9 8
l=L—1,, I'oziﬂjﬁ“ P,
Cy

sztywnoéé na zginanie przekroju preta,

zwigzek wspolczynnika Poissona 2z para-
metrem charakieryzujgcym ksztalt prze-
kroju,

zastepezy modul Younga,

gestosé belki zastepeze],

skrocenie statyczne belki.

Obliczone stad pozostate wielkofci sg nastepujace:

—t s
A= D ¥ 8
My :%FonDn == yF,nDn

PE 23‘6C0 B,

|
171

=

xR

A

RN

Z -

= DIn(Cy+ Ba)

smuklosé preta,
masa calej belki,

umowna sila ki’ytyczna.

Pt

Rys. 4

7 pomocy powyzszych zwigzkéw mozna wyrazi¢ np. réwnanie (4.2)
lub (4.11), skad, jak powiedziano w p. 4, mozna znalez¢ krytyczne cze-
stoSci katowe sily wymuszajacej, wyznaczyC obszary rezonansowe itp.
Przy obliczaniu wartogei krytycznej sily osiowej nalezy mie¢ na uwadze,

se 1 zalezy od P,
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Rysunki 3 i 4 podajg zastepcze modele sprezyn dla dwu przypadkow
zamocowania koicéw z masg na jednym z nich.
Szezegotowy przyklad bedzie obliczony w publikacji nastepnej w zwiaz-
ku z doSwiadczeniem modelowym, kiére zosianle przeprowadzone.
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Peswme

OIVMHAMUWYECKAA YCTOMYHUBOCTE NPUSMATHYECKOTO CTEPXKHA

Paccmarpueaercda BOLPOC AMHAMMUECKON yCTOMYMMBOCTH HPAMOTO, TPH-
BMATHUTIECKON0 CTEPKHA ¢ Maccoil Ha KOHIE, YIOBIETBODAIISH ABOAKOIC
pPoZa KPaeBbLIM yCAOBMAM: INaApHUPHOE 3AIEMIEHNe M IKECTKOe 3aileMie-
HHE KOHIDB C BOSMONKHOCTHIO TEPENBUKEHMHA OJHOTO KOHIFA ¢ MACCOM.
Npamvaores BO- BHMMAHME IIOUepedible CMiIbl B CEYUSHMAX Oajikw,
a’ TaxbKe TeOMETPIICCKYI0 HedirHelHocTh, Vcmomssyerca rumoTesa K p-
X o¢ra OTHOCHMTEIHHO IIPOAOJIBHON CHJILI B BHIPAKEHMM LIS ITOTEH-
IIMaJIbHOI SHEPTMM, YTO AAeT BOSMONKHOCTD PEIllNTh 33JaMy TAKIKE B CIy-
Yac IRUIeMICHHLIX KOHNoB. Orpasiumsadchk opMOH OCHOBHLIX RoJeba-
HMI, KOHCTATMPYETCH BOIMONKHOCTE IIOABNEHMIA TPeX PESUHIHCHEBIX 30H
¥ TAaK HA3BIBAGMOTO «MO0aBOMEHOTe PE30HAHCAY, KOTOPBII BHIZBAH yUETOM
MONEPEYHBIX CHJL JIMIA yCTEHOBIEHHLIX KOMeOamii OmperemsmoTes aMIin-
TyObl DonepewHabIx Konebamol, mpueogs gud oDoMX BIIOB KPAaeBBIX yCII0-
BMiT yHMBepCcalbHbIe ypaBHenus (4.2) u (4.11), RoTOpBIe MOPKHO MHTEpIIpe-
THPOBATE KIK YPABRHCHMH MNOBEPXHOCTM B CHCTeMe KoOpawmHar of, & A%
B nociaexnem naparpadpe FAaiOTCA SKBMBAJIOHTHBIC ISpaMerphl Hiad BMH-
TOBBIX NPYyxRWH. BROAA BENIEYRASaHHLIE SKBMBRJISHTHLIE NapaMeTpbl —
BaBMCHMOCTH, TPHMBENOHERIC B ITPeBLYINNX naparpadax, faerca penienmue
Zajauy SMHAMMHeCKod yCToHYMBOCTH IPYIKIH ¢ MACCOH HA KoHue. B Ha-
cTosIei paboTe He yUWTHIBACTCA HApPy:RHOe ¥ BHyTpeHHee ZeMIMpo-
BaHMeE.
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Sdmmary

A PROBLEM OF DYNAMIC STABILITY OF A PRISMATIC BAR WITH
A MASS ATTACHED TO ITS END

The problem is considered of dynamic stability of straight prismate
bar with a mass attached to the end and two types of boundary conditions:
hinged support and clamping with the possibility of moving the end with
sttached mass. Shear forces and geometrical non-linearity are taken into
consideration. It is assumed that the mass at the end is considerably greafer
than that of the beam itself. The Kirchhoff hypothesis concerning
the longitudinal force is used in the expression for the potential energy,
which also makes possible the solution in the cases of clamped ends.
Confining ourselves to the fundamental vibration mode, the possibility is
demonstrated of the appearance of three resonance images and the
so-called, additional resonance due to the shear forces. For steady vibration,
the transversal amplitudes are found, giving for both types of boundary
conditions the general equations (4.2} and (4.11) which may be interpreted
as equations of a surface in the coordinates {w?® &, A?).

In the last paragraph substitute parameters are given for coil springs.
Assuming these parameters, the equations of the preceding paragraphs
give a solution of the problem of dynamic stability of springs with mass
attached to the end. Internal and external damping is disregarded.

ZAEEAD BADANIA DRGAN
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Praca zostala ztozona w Redakcji dnic 15 czerweca 1958 7.





