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1. Wstep

Zagadnienie ksztaltowania wytrzymalosciowego powstaje szczegdlnie
czesto w budownictwie mostowym i przemyslowym oraz odgrywa duza
role w konstrukejach o duzych rozpietosciach i duzych ciezarach wlas-
nych. Gdy ciezar wiasny elementu jest kilkakrotnie wickszy od obcig~
zenia uzytkowego, wladciwe rozlozenie materiatu jest spraws wazng. Jako
podstawe ksztaltowania takiej konstrukeji mozna przyja¢ ogdlne twier-
dzenie ksztaltowania, [1], zawierajgce miedzy innymi tzw. warunki wy-
rownania naprezen. Latwo sie przekonaé, ze przy duzych, z géry danych
rozpietosciach oraz z géry zalozonych wymiarach poprzecznych i przy
okveslonym fypie obciaZenia nie mozna w calym przedziale rozpietoei
speié¢ zadanych warunkdw wyréwnania. .

W pracy przedstawiamy niektore wnioski dotyczgce ograniczenia roz-
pietosci belek uksztaltowanych na podstawie warunkéw wyrdwnania
skrajnych wartoscl naprezen.

2, Siormuiowanie zagadnienia

Rozpatramy belke wspornikows, skrzynkows, wykonana z materialy
. izotropowego i jednorodnego. Zaldzmy najpierw, Ze przekrd] poptrzeczny
belki sklada sie tylko z dwéch symetrycznie wzgledem $rodka polozonych
‘pélek o zmiennej! grubosci c==e¢ (x). Oznaczmy kolejno stalg wysokosé
i szerokosc¢ belki przez ay i by. Przyjmijmy wreszcie, ze belka poddana
jest dziataniu obcigzenia uzytkowego réwnomiernie roziozonego p oraz
ciezaru wlasnego y. ‘

Poszukujemy zmiennej grubosci podki ¢=c (x) z nastepujgcego wa-
runku wyrdwnania naprgien na goérnej (dolnej) krawedzi belki 2:

(2.1) M@ ae,—26,I{x)==0,
gdzie .
(2.2) M (2) =3 pa® + 2ybofc(s) (o —&dE

(i

! Zagadnienie zmiennej wysckosci belki wspornikowej bylo rozpatrzone
W pracy [2].
2 Warunek (2.1) nie uwzglédnia naprezed styeznych w zginanej belce.
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jest momentem zginajacym od ciezaru wlasnego i obciazenia uzytkowego,
788

e deffre]

jest momentem bezwladnoéci przekroju. Symbole ¢, 1 — 0y oznaczaja
naprezenia normalne odpowiednio na gérnej i dolnej krawedzl belki.
Tunkcja ¢ == ¢ (x) powinna ponadto spelnia¢ warunek

(2.4) ogc(x)ag%, jesli 0 x <l

gdzie 1 jest rozpietoscia- belki.

il
o)

;,
ofx)

cfx}

Rys. 1

W tak sformulowanym zadaniu pominigto srodniki belki skrzynkowej.
Obecnodé grodnikoéw rozwazamy w dalszej czefei pracy, gdzie wprowa-
dzamy dodatkowo staly, dodatni moment zginajacy My, dezialajacy na
swobodnym korcu belki i pozwalajacy na spelnienie warunku (2.1) na
calej rozpietosci belki.

3, Rozwiazanie

Warunek wyrownania (2.1) prowadzi do nastepujgcego nieliniowego

réwnania catkowego:
X

3 3 .
(3.1) [c (:c)—%"] 4 (izo) _% iagowz_szy;)ufc(,s) (x — &) dE = 0.
0

Wprowadzajae funkeje pomocnicza

Gy

(3.2) a(x) = [c (x)— azf’]a—l- (5)3

wnioskujemy, e jedynj}m, rzeczywistym rozwigzaniem c (x) rownania (3.2)
jest funkcja ' - SR
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Zatem réwnania (3.2) oraz (3.3) dla rzeqzywis'tych"par funkeji a(x), ¢(x)
53 roéwnowazne. ' o
Podstawiajac funkeje (3.3) do (3.1 otrzymamy réwnanie palkowé' na

pomocniczg funkcje e=a (x):
X

(3.4) a(x)—fé%iilmz——ifj?bf[ff%—]//a(ﬂrf-F%)\(x——&)d£;=0“_
: o - _ :

Dwukrotne rézniczkowanie réwnania (3.4) daje

‘(35) a”(:x:} —— My, My %/Ct {x) — (ﬂ;)%:: 0.

PrzyjeliSmy pznaczenia
: __ Sy L3P '
™M= 00, momfia()‘bg—'_ya”'
Jezeli funkcja o ==alx) posiéda funkcje odwrotnég W przedziale (0,1},
to rozwiazaniem réwnania (3.5) jest funkeja

1 . 3 t, N /T dq 3y—t2
l(3'6) €T + A:}:i—"ﬁf{A1+moa+Eﬂo[a—— (—2) ]Vﬂ——- (i) } da,

gdzie A, i 4, oznaczaja dowolne stale.
Korzystajac z rownania (3.3) mozemy napisa¢ wzor na funkcje

x=uxle, A, A5):
(c f%)zdc
2 .

(3] +%:i?if,1:%ﬂ¥_ .
TR el e

2

Stale Ay oraz A, Wyznaczamy z nastepujgcych warunkow réwnowaznoscl
réwnania calkowego (3.1) oraz réwnania rézniczkowego (3.5):

43.8) c(0)=0,  c(0)=0.
Z tych warunkow otrzymamy
3 (%)
A, == i Ty ( 2) .
7atem ostateczna postaé funkeji x=ua (c, Ay) jest nastepujaca:

%)
‘ c——'| de
3 _ 2 |

| V2 )il = el le-5T+ ]
: g o) 2/ 1™ e T2
W ten sposéb ofrzymalismy rozwiazanie rownania (3.1) w postaci calki
eliptycznej. Rozwiagzanie powyzsze moze postuzyé do numerycznego wy-
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sraczenia zmiennej gruboéci polki przez wykonanie catkowania w sposob
przyblizony.

Rozwiagzanie numeryczne wykona¢ mozna metodg Rungego-
Kutta.

Sposréd dwoch galezi rozwigzania (3.9) przyjmujemy te, ktéra odpo-
wiada warunkom fizycznym zadania. Przyjmujac zwigkszenie sig¢ grubosci
polki zgodnie z dodatnim zwrotem osi x nalezy po prawej stronie wzoru
(3.9) odrzucié znak minus i pozostawié plus.

Zauwazmy, ze poszukiwana funkeja ¢—c (x) jest symetryczna wzgle—~
dem osi x =0 i przechodzi przez poczatek ukladu (x=0, ¢==0).

&fx)
Hys., 2

Jezeli 0<Cc<Tay/2, to mozna réwniez wykazaé, Ze ¢'(x) =0 oraz
e’(x) =0 przy x=>=0. Zatem poszukiwana funkeja c==c(x) jest przy
x>= 0 sci$le rosnaca oraz skierowana wypukloscig ku gorze (rys. 2), po-
nadto przy x — 0 osiaga minimum nieujemne. Z ciagloci funkeji c==c (x}
oraz ze znakéw pochodnych téj funkeji przy x == 0 wynika, Ze istnieje taka
rozpietodé belki ay==1>>0, e w przedziale 0 w1 krzywa c=c (x)
okreéla przydatny technicznie ksztalt belki dla dowolnych parametréow
p=>0, o>>0, bg> 0, p>>01i ;> 0. Oznacza to, ze w tym przedziale
rozwigzanie jest w ogélnych zarysach zgodne z intuicyjnym doborem
ksztaltu belek wspornikowych. Jako gorng granice rozpigtosei xy przy do-
wolnym cobiorze wspomnianych parametréw mozna przyjaé takie x,, ze

' . dax
¢ (x,)=o0c lub, ze [E‘T]\;x“: 0,

gdzie dx/de bierzemy ze wzoru (3.9).

Latwo sprawdzi¢, ze taka rozpieto$é jest osiagnieta przy c= ay/2,
a wiec przy tej odciete] xp, przy ktérej polki spotykaja sie w srodku wy-
sokosei belki. Przy wspomniane] rozpietosel xy nie traci sensu mianownik
calki (3.9), gdyz wyrazenie podpierwiastkowe jest dodatnie i réwne '
3 (p + i ?au),

4 o5y \0,




Jako rzeczywista rozpieto$é belki I, mozna przyjac dlugosc dowolnego
podprzedzialu zawartego w przedziale 0 <Tx <Tx, : R

Jezeli okreflamy z géry rozpieiodc belki I, to wspomniane rozw1azame‘
moze nie by¢ przydatne technicznie dla dowolnych parametrow, przy
czym moze ono byé przydatne przy szczegélnych wartodeiach tych para-
metréw.

Funkcja x=x (c) pozostaje w okreslonym zwigzku z Ilukiem pewnej
elipsy. W wyrazeniu podpierwiastkowym catki eliptycznej (3.9) wyste-
puje czwarta potega rzednej funkeji ¢ (x) w odrdéznieniu od analogiczne]
calki eliptycznej, [2], okreSlajgce] zmienng wysckosd belki f(x), gdzie
w wyrazeniu podpierwiastkowym wystepuje trzecia potega funkeji f(x).

Z poréwnania wzoréw na zmienng wysokosé belki 3

(0, f—2P)df.

/
W 6[}/ Wn]ﬁ pGO#yP)f“—i-2pr+c

oraz wzoru (3.9) wynika, Ze poszukiwane funkcje okreslajace ksztalt
wspornika nalezg do podobnej rodziny krzywych. Odnoinie wzoru (3.10)
mozna sformwtowaé analogiczne wnioski dolyczace rozpieto$ei belki
uksztaltowanej z warunkéw wyrdwnania naprezef.

Jezeli zalozymy, ze wysokod¢ belki f(x)=7F okreflona wzorem (3.10)
wzrasta ku przekrojowi utwierdzenia, nalezy ograniczyé rozpieto$é belki
xp w taki sposob, aby jednoczesnie byly spelnione nastgpujace warunki:

w(m)g[f{m}_2ap]<0, jesli  x < x,
— 2y, [ (x) ]'*—3(p00+2yP)[qo(a:)] + e =0, jeSli x<x,.

0
w powyiszych wzorach P oznacza sile wewnetrzng dzialajaca wezdluz osi
belki, a ¢, ¢,c* s pewnymi stalymi okre\sionyrm przez warunek obcigZenia
swobodnego kofica wspornika.

O

(3.10)  x=

4, Uwzglednienie érodnika

Zauwazmy, ze postac¢ rozwigzania dla belki wspornikowe] z uwzgled-
nieniem $rodnikéw o state] szerokoscl by jest taka sama, jak (3.8). Zakia-
dajac bowiem, ze moment zginajacy '

41). M () — M, + M (x),

$ Wzdr (3.10) odnosi sie de pelnego przekroju prostokatnege belki, gdy wyrdw-
nane zostaly naprezenia tylko na gornej krawedzi belki, Ponadfo w tym przypadku
istnieje dodatkowy moment zginajacy wywolany sila pozioms P, dzialajgcs na zmien-
nym mimoérodzie, zaleznym od zmieniajacei sig wysokosci,
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gdzie M (x) bierzemy ze wzoru (2.2) i stalg p nalezy teraz zamienié¢ na
p=p+2ya,b, za§ My>0 oraz ze moment bezwiadnosci wyraza sig
wzorem

@2 I (@ =T(@) +2- b,

otrzymamy dla zmiennej grubosci pélki rozwigzanie

. % .
w wrimy [ Vol 3= (] emlle- 51 (5]

;3 '
mu:ﬂ(§+7}a).
]

4 g,
Stala A, wyznaczamy z warunku

c(0)=2(1—2),

Z_l/l |_2 bo bo"o)

Warunek 0=I2 <1 okreflajacy spelnienie warunku (2.4) wymaga ogra— .
niczenia; '

gdzie

5 .r 1 £
wl—ajblaO\{Mngéagbloo + —alb, g,

3 6

Rozwazania dotyczace rozpigtosei belek uksztaltowanych zgodnie z funk-
cja (4.3) sa analogiczne jak w poprzednich przypadkach.
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PeamowMme
HPOJIE?IEI KOHCOJRPHOWM BAJIKH, LOPMA KOTOPOW NOMMETOBAHA
YCIOBHMSAMM BEIPABHEHWA HAIIPAZKEHMM

B pafiore paccMatpmeaioTes BO3MOKILIC TIPOJETHI KOHCOJBHBIX BRIilOK,
thopma KOTOPEIX 0OBYyCHOBIEHA YCAOBUAMM BBIPABHEHWA HaHpH}KelHM/I Ha
KpAax DaJkm.

Ha ocmorammyu GopMys, 3aKJAI0YA0INMX  SJIAWTTHYECKME METETPAIET
M OTPEfeSIONMX  H3MeHeHMe CedYeHMs BACNIE OcK DalKM [eNaioTes
HEKOTOPBIC BHEIBOMIL], KacamwliMecd HPUTOLHCCTY OIMCAHHBIX BBINIe DajoK.
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Summary

THE SPAN OF CANTILEVER BEAMS DESIGNED WITH THE CONDITION
OF EQUALIZED STRESSES

The problem under consideration is that of spans of cantilever beams
designed with the condition of equalized edge stresses.

Using elliptic integrals determining the variability of the cross- sect1on
along the axis of the beam, certain conclusions are drawn concerning the
practical applicability of beams designed with such conditions.

ZAKEAD MECHANIKI QSRODKOW CIAGEYCH
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