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Wstep

Celem pracy jest wyznaczenie stanu napreZenia i przemieszczenia
w grubej plycie kolowe] o grubosci 2k 1 Srednicy 2b, wywolanego dzia-
laniem nieustalonego, osiowo-symetrycznego pola temperatury. Ekspo-
zycja ciepla okreflona jest przez rozklad temperatury, ktora jest funkcja.
czasu i miejsca. Rozpatrywane sg ftrzy przypadki ekspozycji ciepla.
W pilerwszym przypadku pole temperatury jest symetryczne wzgledem
plaszezyzny z=—0. W .drugim przypadku pole temperatury okreslone jest
antysymetrycznymi warunkami brzegowymi wzgledem plaszezyzny z=0. .
W trzecim przypadku obszar ekspozyeji ciepla znajduje sie tylko na po—
wierzchni z=h. R

Do wyznaczenia skladowych stanu napreZenia postuzymy sig ogolme
stosowang funkcjg potencjalu termo-sprezystego przemieszczenia.

Dazy¢ bedziemy do tego, aby w plaszezyznach z= + h spelnié¢ w spo-.
sob Scisty wszelkie mechaniczne warunki brzegowe, zadowalajac sig spet-
nieniem tych warunkéw w sposob calkowy na powierzchni »=—b.

1, Pole temperatury
“ Przypadek la. Pole temperatury okreslone Jest rownaniem rozmczko—l
wym :

2 & )
L.1) oT (az‘ 19T chy_

ot oty dr+dz‘3

warunkiem poczatkowym

(1.2) "~ - S L T,z 0)=0

i warunkami brzegowyri _
Tﬁ;khﬂz{ﬂﬂﬁ&L ﬁﬂi 0<<t<tz, dla 0<Ir<lq;

Folr), - jedli t=a,
TRt =0, jeslt a=rlb,
T (b,2,1)=0. -

We wzorach fych 2a oznacza’ srédmce kola, ktore®jést obszarem ekspozycji
rClepZa

(13) -
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Do rozwigzania réwnania (1.1) postuzymy sie transformacjg La-
place’a. Transformatg temperatury okre$la sie calks, [9],

T = ( Te Pl dt.
9

Symbol p oznacza zmienng zespolong, ktérej czes¢ rzeczywisty oznaczymy
przez y. Funkcja T musi byé¢ taka, aby zapewniona byla zbieinosc calki

“T]e”?!dt<oo.
; .

Po przetransformowaniu réwnanie {1.1) przyjmie postac’

L Lo
(1.4) LR S VA VRS q“—_]/P.
»

or? r  Or - Oz

Rozwigzanie tego réwnania musi spelnia¢ przetransformowane warunki
brzegowe (1.3). Celem uproszczenia podanych wzoréw przyjmiemy funk-
cje f(t) w nastepujgcej postaci

(1.5) fo=-—.

Posta¢ {funkeji f(t) ograniczona jest Jedynie warunkiem zbieZnoSci
calki

f|f(t}|e"”dt<oo.

Transformaty warunku brzegowego (1.3) po uwzglednieniu (1.5) przyj-
mujg postaé

TL(T,ih,p)zl—e};gl—pﬂ f.(r), jesli O<r<ta.
(1.8) | Tr(r,+h,p)=0, je§li a<<r<Ib,

T, (br z;P) =0.

Rozwigzanie rownania (1.4) mozna przyja¢ w postaci szeregu Fou-
riera-Bessela

Ti(r,z,p) — Z AnL Ch(jz)) Jo(an"r),

gdzie A, jest wspolczynmklem rozkladu na szereg Fouriera- B es~
8 elafunkeji Tp (r, + h, p), tj. '

TL (Ti ih, p) == 2 AnLJo(anT).
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Liczby e, wyznaczyé trzeba z réwnania
.7 : Jolazb) =10,
a liczby 2 okre$li¢ z rownania

(1.8) | ¢t = (ian) + 72 =L

Jak wiadomo transformacja odwrotna okreflona jest calka
v
_ 7t
(1.9 T(r,z,t) ppe f Ti(r,z, p)e’ dp.
, y—ies
W naszym przypadku funkeja podcalkowa jest jednoznaeczng funkeja
zmiennej p. Mianownik tej funkeji ma miejsca zerowe w punktach p=10

oraz ps=—ux (a2 4-p%). Punkty te sy biegunami pierwszego rodzaju funk-
cji podcalkowej. Liczby fm sa pierwiastkami rownania
(1.10) cos (fmh) =10.

Po prostych przeksztalceniach rozwigzanie rédwnania (1.1} mozna na-
pisaé w postaci

h " -
s Z zh(a ;) Jo((bﬂ')‘*‘ 2 A {EXp {%%(ai 4+ ﬁ’zn) t] _

#,m=1 )
T(r, 2,1} = ' — 1} cos{fm2) Jolanr), jeSli 0<<t<17,
= ch{anz) P ——- m ,
Z [:'1,, mjo(an?‘) + Z Anm qQ) lexp [—x (a2 +

A= n,m=1
P cos (B Jolowr),  jelli t> 7.

gdzie

2 [ 7£,0)Js(anr) dr

A=)

— 2ﬁm —_1ym+1
Aﬂ.’?l — AH %(aﬁ‘—l_ ﬁ?ﬂ)z hr'i,' ( 1) L

Qo = 1 —exp [wlo -+ f5) 7]
Gdy fi(r)=T,, otrzymamy takze wzdér dwuczesciowy. Zmienig sie je-
dynie wspdlezynniki, ktére tutaj przyjma wartodei nastepujgce:
i (1'11) A(ll 2T aJ (ana)

" 2, b? J {asb)

26 . . m
{1.12) Al = ASP%(T—}—E’?}ZM(_D t,
¢ m




Jezeli w dalszym ciggu przyjmiemy, ze 7—0, to otrzymamy przy-
padek naglego ogrzania na obszarze ekspozycji ciepla do temperatury Tp.
Przy tym przejsciu granicznym pierwsza cze$é wzoru odpada, a druga
czesé przyjmuje wartosc

h (ax
(1,21 :Z ap LD 5 ) —

- 2 AE,L E‘(p ¥ (a + 6?”) ] Co3 (.BmZ) JD (anr) .

#, m=1

Ulegt tutaj zmianie tylko wspdlezynnik A4, i wyraZza sie wzZorem

. 2., .
(1.13) A.fm_ Wﬁéjﬁ)—(“l)m-‘—l'

Przypadek 2a. Pole temperatury okreslone jest réwnaniem (1.1), wa-
runkiem poczatkowym (1.2) 1 warunkami brzegowymi

T(r, L h,t) = {-f(t).fl (r), jedli 0<r<r,
filr), jeSli t>1x dla 0O<r<a;
(114} 2 T(r, +h,)=0, T e,
T{b,zt)=20

Podobnie jak w preypadku la do rozwigzania réwnania (1.1} zastosu-
jemy transformacje L aplace’ a. Transformata spelniajgca warunki brze-
gowe (1.14) ma postad:

T(r,ih,p)zil'_e};gj_m], jesli  0<r<a,
(115 ) Tir, &h,p)=0, jesli  a<<r<b,

T zp=0.

W tym przypadku rozwigzanie réwnania (1.4) przyimiemy w postaci
nastepujacego szeregu Fouriera-Bessela:

-

h (2
Ti{r,z,p) = Z Bur 5 (f{z)) Jolon 1),

gdzie liczby an sa plerwiastkami réwnania (1.7), a liczby A pierwiastkami
rownania (1.8), za§ B,; sg wspélezynnikami rozkladu na szereg

Trlr, b, p) = 3 BuJo(an?).

=1
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Transformacja odwrotna okreslona jest wzorem (1.9). Mianownik. funk-
cji podcalkowej posiada .miejsca zerowe -w punktach - p==0 .oraz
p=-—un{a2+y%). Liczby ym sa pierwiastkami réwnania

{1.16) - sin(ynh)=0.

Poszukiwane rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci

=]

t sh{a nz)
S a0 s S metenl ot

n=1 n,m=1

117 Tlrzt)={ —}—ym)ti—1}sin(ymz)Jo(ccnr),_jeéli 0<It<1,

- sh {an 2) z) ,
JIZ:Q Br Sh {an h) a" T + n%‘_ian q"m {eXp [_?‘G(O: -{—-

bRyt dsin(ym 2} o (e ),  JeSli i,

gdzie
| zf"rfl(r {opr)dr
( B = )
- anmﬂ ‘ W (— 1,

Coe (an I—Tm)ahr ’
quz = 1 —exp [% (Cl2 + ym) } .
Podobnie jak .poprzednio moina podac rozwigzania w przypadkach

szezegolnych., Gdy i (r)=T, we wzorze (1.17) ulegng zmianie tylko
wspolczynmkl i przyjma postac -

Bm Am_ 2Tt (an @)
anbJ3{anb) '
- {1.18) ;o an I3l
: Bm — g 2w FE 1)m+1_

: r1m ] n‘\ ( n _£_ ym}ahr
Jegli ©—0, to otrzymme sie przypadek naglego ogrzania do tempe—
ratury T na obszarze ekspozycji ciepla na powierzchni z="h i naglego
oziebienia do temperatury —Ty na powierzchni z==—h. Wzér ma postaé

h ” e
{1.19) T(r,z1t Z B :h z }zl)) (an'r) +

+ 2 B(2} exp [— = (ai —+ yﬁa) t] sin {ym 2) Jy (atr 1),

. [ n, m=1
gdzie
(.20 . e =B“'%§(—-— 1ymet,
- “n

nm

a wspdlezynnik B!Y nie ulegl zmianie,




. Przypadek 3a. Ten przypadek okreslony jest réwnaniem (1.1), warun-
kiem poezatkowym (1.2) i warunkami brzegowymi

Tmh,t):{f(t)'fl(r); jesli 0<Ct<<z, dla O<wr<a,
fi (1), jesli  t>z,
(1.21) T, —h,t)==0, jedli O<Cr<Cgq,

Tir,+h,t) =0, jesi  a<<r<b,

T{b,z,1)=0.

Rozpatrywany przypadek jest superpozycjs obu | poprzednich przypad-
kéw. Rozwigzanie moZna latwo napisac:

1{t & chanz) shia,2)
?{?Z A”[ch(a,, + sh(an h)]JO (anr) +

n=1

(1.22) + 2 [Apm | e:qo(—;ac(oz,;—l-b’2 t) — 1] cos (Bm2)
T (r,z,t)= m=1
+ Bun [exp (— x (a2 + 92) t] — 1] sin (ym2)} J, (aur)} ,

jesli -+ 0<<t<1,

1 ch (o 2) sh (an 2)-
E-{ZAﬂ[ch {anh) Sh {arh ):]Jg(a,, r)

+ Z {Ann ¢if}, exp [ —x (a2 + B2) €] cos (Bu2) -+

r,m=1

+ Bon 0 [ — (a2 1l s () 1y ) |,

jesli t<Z7.

Dia fi (r}=T, otrzyma sie wzér zlozony z dwu czesci, w ktorym

wspolezynniki beda okreglone wzorami (1.11) i (1.12) oraz (1.18) i (1.19).

Jesli w dalszym ciagu przyja¢ t -0, otrzyma sic przypadek naglego
ogrzania na obszarze ekspozycji ciepla na powierzehni z=—h:

my RN ES ‘ch{anz) |, sh(anz)
Tlr21)= 2 {Z Ag}lch(anh) + sh (ap h)]JO(a“T) +

n=1

+ 2 {A2 exp [— (a2 +52) t] cos (fmz) +

n, m=1
+ Bl exp [ (6] + 52t in ) S,

gdzie A% oraz B®  okreslone sy wzorami (1.13) i (1.20).

Z kazdego z powyzgzych przypadkéw moina wyprowadzié przypadek
graniczny b oo, Trzeba wtedy ostatni z warunkéw brzegowych (1.3),
(1.15) i (1.21) zastapi¢ warunkiem T (b, z, t)—> 0, gdy b — o0,
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Taka posta¢ warunku brzegowego pozwala na zastosowanie do réw-

nania . (1.4) transformacji catlkowej Hankela, [9],

TL]-?’:f Trrdolagr)dr
L ’
Przypadek 1b. Po zastosowaniu transformacji Hankela do réwna-
nia (1.4) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne

AT
dz*

(1.23) == (q® + o) Tum,

ktérege rozwiazanie musi spelniac¢ przetransformowany warunek brze-
gowy (1.6)

T, ) =+ E P ),

gdzie

(1.24) Afa) = f f1) vy (ar) dr .
i

Jak wynika z warunku (1.23), rozwigzanie réwnania (1.22) musi byé
parzyste wzgledem zmiennej z. Przyjmiemy wiec

_ ] PR
1 exg[ pt] ch (]/q. +i z) Alw).
P ch (Yt + a® h)
Transformacja odwrotna okre§lona jest catka podwdjng

yetioo =3

T(T}Z,‘p)t% f eP’dprmaJﬂ(ar)da

Tl B
y—zco ¢

Wymk ca]ikowama da sie przedstawi¢ w nastepujqce] postaci:

"‘“f Ch (GEZ O!JQ(O:T) da 4 = - Z (_1 m+1 ﬁn

=1
exp [—x (a2 42} t] —1

X Cos (,Bmz)f Al > 5 ad,(ar)da,
(1.25)  Tir,z )= : Rl B

Tiufa, z,p)=

jesli  O0<<t<I7,

oa

h (az) 2 v m+
[ a0 G- adolar et 31

H n=.

S 2 2
X cos ﬁmz)fA(a S,’!’ )xp[( zj_ﬁ_[_ﬁ t}a-fu(m’)dar

jesli t=>r1.
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W tym wzorze f,, 53 pierwiastkami rownania {1.10),
g (a) =1 — exp [x(a®-+£}) 7].
Gdy f (r) =T, otrzymamy wzor analogiczny do (1.25) z tym zastrze-

zeniem, ze wspolezynniki A(e) przyjmuja obecnie postaé

AlMa) =T, % Ji(oa),

a wiec

so

" eh (a2) | 2 .
I' Toa{ f&;@f}"’ {aa}J, da —h“z —1) Jriﬁ X

n=1

LH
jp— 231 '
¥ cos ( ﬁmz)f exp | ﬁ;(?_;ﬁ ) I= Jl(aa) J, (ar) da},

(1.26) T{r,z,t})=
jesli O<t<CT,

Tya { f %E—EZ;; Js (‘aa) JOFQT) da + % Z (— 1)+ B

o exp [— (a6 ] |
W ) ot , .
% 05 {fm2) f a0 e ) ufar) da},
o ‘
jesli. t>w.
Gdy 7 — 0 ze wzoru (1.26) otrzymujér_ny

ea

T(r,z1)== Tﬂa{ f —(é_l}w(zz) Ji (aa) J, (ar) da —

0

(P52
- 2 (— 1yt ﬁm cos ﬁ,nz) [ oy - = x+ ﬁjﬁm) tl J, (aa) J (ar) da}.

=1

P*rzypadek 2b W tym przypadku rozxmazame réwnania (1. 22) musi
spelmac przetransformowane warunki brzegowe (1.15)

(1.27) Tyin{a, =+ h, p)——jjjA(a)i-—%L,
gdzie A(a) jest okreflone calka (1.24). Z uwagi na warunek (1.27) przyj-
miemy rozwigzanie

Timla, 2, p) = L =X [—pr] sh e+ & Z)A(a).

Pt sh (Y g+ o h)
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-, Po Wykonaniu transformacji odwrotnej otrzymamy
f Sh az) Ju (a_r dO’. + 2 ‘_lm-}—i .
—1 .

exp [— x({a®+92) t] —1

X 8in (}’mz) f 2 23 aJO (Olr) da,
T(r, z, t) = ‘ xlo®+yol T
. ‘ jesli  O0<tt<lv,
- sh (az) 2N qymea
fA (0‘.) S.h (ah) C"J[) (QT) da + h Z ( 1) '}’m bt
b
- ex p!—%(a +y5) ]
X si Ala) ¢ (@) —— 55— ay(er) da,
sin{ymz) f () ¢ (a) PR ST olor) da
o
jedli  t=1,
gdzie

a5 (a)=1—exp [x (a* 4 »}) 7],
a ym okreélone jest réwnaniem (1.16).

Podobnie. jak poprzednio mozemy napisaé rozwigzanie dla przypadku
F1 =Ty

-) h 2 5 |
Toa{:-.[ SSh((a]i;J (e} Jy {ar) da—{—ﬁg (—1)m a3
0

— (e y2) 1
% sin ( ymz)fexp[ %2(:_?},)'” ! J, (aa)Jﬂ(a'r)da},

{128) T(rzt) =

jesli 0 =<Ct<I=,

{f Jl(aa Vo (ar) de + > " 2 (—1) ””“'y X
o

n=1

: F o exp [—wlatyE) ]
X sin (ymz)fqﬁ)(a) W : Ji(aa) Jo(ar) day,
; ’
jefli  t .
Dla 7->0 ze wzoru (1.28) wynika
o o sh (az)

T (r,2,t)="T, a{f sh (u h)Ji(aa)J o lar) da

2 % . " exp [— (o™ )] :
T h rg (_1)m+1 Y SN ('ym 2) .{ s 7 ™ Js (O!Ci.) Jy (a‘l") da

0
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Przypadek 3b. Ten przypadek jest superpozycja dwu poprzednich {por.
przypadek 3a). Rozwigzanie mozna napisac tatwo

oa

1]t ch (ez) | sh(az}
) { b fA {(a) Lh (oh) -+ E(h‘l af, {or) da +
g

yn- g Exp [_% (a2+ﬁ§z)t]_
(1.99) + ,; +1 0] (a) {ﬁm cos (fmz) ” (ag+ﬁ?’l)2 .

1) e . ) exp | —x (a®+y2)t]—1
T (T’ Zs ) -+ Vo 81N (}’m Z) " {(12 +7,2,1)B z aJ(} (aT) da r

jedli  0<Ct<<r,

oo

i{f ch(az) , sh(az .
E{[ A(a ){Cil(afl)+sh( h)] (ar)da+- = Z —1)ynttn
b

rlkl

o —x(a® 20t
< [ 4@ e @ gacosiima exp{(a L
0 it

+ qg?z) (C!) Ym sin ('})m Z) " (az +V2 )2 T - C’-J() ((1?‘) du o

jedli £t 1.
Dla f{ (r) =T, ctrzymuje sie

=53

Teajt ch(az) sh(az_)_]
__{ f{ch( R -+ sh (ah) Jy{aa} J, (ar) da -+

-

2 ; exp[—wla*+p2) 1] —1
#2 S [fpasosin "R

(1.30) T(r,z,t) = ex; [—e(a®+y%) t] —1

+ v sin (ym 2) pYpERI e }.L (aa) J, {ar) da} ,

jesli  D<Ct<w,

[

Sh ctz)
{” ah) ;;)'}Jx( @) J, (ar) da +

3 1 exp{—la*+52)1
= (_WIJ {qs")(ammcosm GTE N T

exp [— (P +92) ]
+ Qﬁ) (@)ym sin {ym 2) (@2 ) ¢ Iy (oa) Jofar) day,

iedli .




Gdy * — 0 wzor (1.29) upraszeza sie do pt:)si:aci::.-:= : : |

Tya c'ﬂ’ch(az) sh (az) . L
9 {J lchfzt_ﬁj+Sh(ah)]JJ(aa)J°(ar}dq7—_. o e

T(r, z,t) =

oa

2 exp |‘—x(a2:+'32')£j '
3 —1met f{ m ( m m
20 [ meos ) =2

=

exp {—x (a® 492 )t
+ Ym sin (ym 2) — Xp{ ; 4 ]}Jﬁaa)Ju(aT)da}-

Waszystkie rozpatrzone przypadki zawieraja rozwiazanie odpowiadajgce
ustalonemu polu temperatury, okre§lonemu przez taki sam obszar ekspo-
zycji ciepla ze Zrodlem danym w postaci funkeji temperatury f (r) lub
temperatury Ty. W przypadku pola ustalonego obojetny jest poczatkowy
sposéb ogrzania. Aby otrzymaé pole ustalone nalezy rozpatrzyé te cze-
$ci wzorow, ktore odpowiadaja przedzialowi czasu £ > r 1 wykonaé przej-
fcie t— oo, Pozostang tylko plerwsze wyrazy wzorow. W ten sposéb
zZnajdziemy: :

w przypadku la

- ch {a, 2) )
Z A e (a0

n=1

w przypadku 2a

oo

sh (an Z) .,
2 By—— sh{an b (anr),

. w przypadku 3a

_ 1 = ch(anz}) | shla,z) )
=D A”[ch anh) T shi anh)]J“(a"T)’

n=

w przypadku 1b

oa

f ag} Jolar) ada ;

oa

sh{ az) ]
fA( }Sh( m 7o Jolar) ada;

w przypadku 2b

w przypadku 3b

oo

Tir, 2) = fﬂ(ﬁ{ﬂh_‘ﬂiu sh(az)]JO(ar) "
5 .

2 {ch(eh) ' sh{ah)

Powyzsze wyniki odpowiadajgce ustalonym polom temperatury po-
krywaija sie z wynikami uzyskanymi w pracach [5] i [6].
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2. Potencjal termo-spre¢iystego przemieszezenia -

Naprezenia i przemieszczenia _bedziéfny wyzracza¢ za pomocg ogdlnie
stosowanej funkcji potencjalu termo-sprezystego przemieszezenia. Funkecje:
te okresla sig¢ wzorami

— J0 S 0P

(2-1) . . U= a oraz W ==

gdzie_(ﬁ oznacza funkeje potencjalu, a u 1 W przemieszezenia radialne
i w kierunku osi z. '

Po uwzgle;dnieniu tych wzoréw trzy rownania przemieszezeniowe téorii.
sprezystosel, [7], sprowadzajg sie do jednego réwnania o

S 0?9 1 00 00 ,
@2 gty g e =

w ktorym & = [(1+9)/(1--9)]d;; » oznacza liczbe Poissona, a, liniowy
wspolezynnik rozszerzalnoéei cieplnej. '

Poszukiwaé bedziemy takich rozwiazan szezegédlnych réwnania (2.2),
aby bylo ®-==0 w plaszczyznich z == ¥ h oraz na powierzchni r==b.

W celu uproszczenia zapiééw bedziemy wyznaczaé¢ potencjal w dwoch
czesciach. Plerwsza czeSé oznaczona indeksem 1 odpowiadaé bedzie 'tej
czeScl wzoru na temperature, ktora Jjest funkejg miejsca lub zalezy od
czasu liniowo: S

_ . a.i.Ti(r,gz),,: jesii L 0=tz
(2.3) SR e
9T (r, ), jedli Tt
Druga czesé odpowmda te; CZQSCi Wzoru na temperature, ktora zalezy
od miejsca i czasu: = . .
(2.4) ;72@2:{’9112(7"2’”’ jedli  O0<<t<CzT,
0T, (r, 2z, t) gesh t 1.

Calke szczegding drug1e3 czesel potenc;alu mozna latwo znalez¢. Wia—
domo, Ze, [1] i [8], SR

O oo o OTi o -
‘ 0 ( @ ) ?9 a ?9%;7 Tl e i bl (3 I 2: 3) »
a stad :
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Przypadek la. Pierwsza cze$¢ funkeji. potencjalu przyjmiemy w 'p'o-'-‘
staci, [6]:

Z,; >
{ Z‘ A,, (2) J (aﬂr 2 Anm Zm (2) T o(an 1«)] ,
n,mki ) .
(2.6) @, (r,z,t)= ' Jesh 0<t=<Iw,
'8 Z A Z”(z h) (an 1") 1 E ;]eéh V t>=>1.
=t

Po poedstawieniu do réwnania (2.3) znajdujemy, korzystajac z warunku
znikania funkecji potencjalu na powierzchniach z— 1:h, 7e potencjal wy-
raza sie wzorem

=

4 [ 2 ﬂg‘: An aich(a,h) JO(.a"r) +

@7 ez )=,  + Y f_lm,,cos-(ﬁmz)Jﬂ_(anr)],’ cojeSlit 0<tt<Tw,
. n,m=1 Sl T e .
Z,l[ R roorya

2 Z Aﬂ ) Jolant), .o Jesli teT,
gdzie | o
28 . Zu2)=anzsha, Z)Tan‘?i’tg h{anh)ch(as?), R
A . o B - i A b !7‘ R T
(29) it i I_.';.Anm,:7ﬁ<|'—";; ‘ ;‘

Druga, cze;sc funkcji potenc;]alu, ktora spetnia ‘réwnanie. (2 4), znajdu-
3emy tatwo’ korzystajac ze! Wzoru (2 5) ' o

2 Anmexp{ (a7 1] eos (ﬁ,,; 2)dola, ),
LA ‘ AT :

(2.10) @,fr,2, t :{ ]esh 0'<:t<‘::r-;

I Z i 4 sznexp[—xwﬁ,,, 1 c0s 5, 2)n(e,),

b e et pin e e . G G 3esh g4
Przypadek 2a Postepujac tak samo jak w przypadku la zna]dugemy \
‘ . t o Sn (Z) = .
CET I l%z B ah (a, e F D Bann !
@:l (T: z:t): ; ) . ) ) P jeéli 0 < t<lt y
Cenl e a3 ;lgwc}é Lo §n!(z) RS E AR TG o
e ~2—Z B;;F21 sh(a, 1) Jolant), je§li  t>T,
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Podobnie

—8 ) Bunexp [ x (@ -+ y2) t] sin ym 2) Iy (ant),
(2-12) n, me=l . :

Dyir,z,t) =1~ jesli - 0=t q,

o1 - . K
—3d Z Bun qi3), exp [—w (a2 + v2)t] sin {pn 2) J, (0 7),

a, m=1

jedli  t1.

Przypadek 3a. Jak wiadomo z rozdzialu pierwszego, ten przypadek jest
superpozycja dwu poprzednich i tak: '

9t ¥ A Zu(® Sa (2) ]
2 {’2?; r [ch(a,, R) T Sh(a,my |70 @+
{2.13) = _
@, (r,2,1) + Z [Anm cos (ﬁm 2) + Bumsin (',Vm Z)] Jo (mn T)],
1Whestl)= : 1, m=1
jesi 0 <t 1,
9 N Au| Zu@) &m)] s
Z rg ai [Ch (au h) + sh (an h) J[) (a.’l T)p 19511 > T,

gdzie Z, (2), S, (2), Aum i B,y okreslone s wzorami (2.8), (2.9), (2.11) i (2.12)
oraz

%_2'9_ 2 {Zm-,,exp =2 (a2 + %) t] cos (B 2) -I-

a, m=1
@149 + Bam exp [— (a2 + 92) t] sin (ym 2)} 7, (an r
D, (r,z,1) = : .
jesi 0<wt< o,
— o Y (A alt exp [— (e + £2) 1] cos (Bnz) +
r, m=1

+ Bum ¢, exp [-—x (a2 -+ 72) t] sin (ym2)} J, (aur),

jesli t>q.




Przypadek 1b. Podobnie jak w przypadku la plerwsza cze$é funkeji
potencjalu moze byé przyjeta jak nastepuje:

o

£ Z{a, Z)
ﬁ[‘UJ.A()_M(_hS o (ar} do—

253

“%ZJ (—1 m+1ﬁmfzm(a z)A(a)ML da],
b

@, (r,z,t) = (a* B2V~
jesi  0<Ct<Cg,
Z(a,z2) -
ﬂfA( )EH( h)J(,(aT)da, jesli  t> .
By

Po podstawieniu do rownania (2.3) znajdujemy, korzystajac {podobnie
jak w przypadku 1a) z warunku znikania funkcji potencjalu na powierzch-
miach z== Th, pierwszy cze$¢ potencjalu:

t d Z(a,2)
0{§£JA(a) b (ah )Jn(ar)(la+

=]

E 3 ___1ym+1 aJ Cﬂ") -
;(215) @, (I‘, 2, t) _ + h 2:;( 1) ﬁm cOoS {ﬁmzf 2+ﬁi;) Ty da ]

jesli O<<Ct<Cr,

Mfﬂ() ch( h Jo(af)da, jesli t>=,
gdzie '
Z(a z)—azah (az)—ah tgh (ah) ch (az) .

Drugg czes¢ potencjatu, kidra spelnia réwnanie (2.4), znajdziemy —
podobnie jak w przypadku la — korzystajac ze wzoru {2.5):

20 <4 .
- ﬁ (_ 1)m+1 .Bm COos (ﬁm Z) [ A (Ct) X
m=1 . .
0
exp [-—x e +f)4] o .
a{216) @2 (')‘,Z, t) — x(a"‘+ﬁz )31_ ad, (ar) da, ]ESll 0-<t<<t,

20 —
—_ F Z ( )m_!_lﬁm Cos (ﬁm Z) { le} Ct) X

=1
exp [— x (a®+ %) t]
@R <

aly (ar) de, jegli t>«,
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Przypadek 2b. Postepujac tak samo jak w przypadku 1b znajdujemy

2 o sh (ah)
(217 5 &2 — o, (ar)

= — 1y e sin (v 2 A — 0 d ’

@1 (T, 2, t) —_ ' + h mZJ: ( ) yms (7” ) f (a) % (a:a_l_,},?n)s T U-]

- 0
. jedli 0<tt<tv,
%f ik?lf ‘ID (GT) da s . jE§1l ) t>1,
gdzie

S (a, #) = az ch (ez) — ah ctg {ah) sh (az) .

Podobnie znajdziemy

=3

29 .
e i (_‘ 1)m+1 Y SHL ('}Jm_Z) f A (a) =
(2.18) " e ryt) 4] ’
, _ exp | — # (a® 47, C o
D, (r,2,1)== @ T aJ, (ar) da, jesli O<Ct<Irt,
2?9 - TN . (2)
J— H?{ (—‘ 1) Ym 51 ('}"m z) A (a) q.’ﬂ X

[

HI= 0

exp [—# a1y 1]

= al,y (ar) d jedli 1> 1.
(@ +?’m) o (ar) da, jesli T

Przypadek 3b. Jak wiadomo, ten przypadek jest superpozyeja dwu po-
przednich, a wiec poszukiwanie calki szczegdlne potencjalu maja postac

djt { Ala}iZ(a2) S(q: z)]
{21 f 7 [ch (ah) " sh{ah) Jo lar} da +
- 2 T yme " A () [fm <08 (B 2)
(.19 ‘ +FZ A { @y
@ (r, z,t) == ;
n ( m v e B
+7 ii_r}l_;;" ] olar) da}, C jesli 0<Ct<<t,
9 Z(a, a 2) o
T Lh(ah) ] (ar) da, jedli t=>1,
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Oraz

co

f? Z 1)""‘3‘}- f 4 (Ta) {ﬁm CoS (ﬁnz Z) M+ﬁz ) ﬂ +
i}

= ( 2+ﬁz )3
. 2
(2-20) + Y sin (ym 2) - P l (a.:ilfa J;_M} adq (ar) da y
Dy (1, 2,1) = jesli 0 <t-T«,
J 2 1)ym+s A (a) g - *p | 't
(— 2 (t) Box c0S (B 2) Wgrﬁ +
xp [_ “ (a2+y12,”)t]

S
+ qE?,’ (&) Yor SIN (e 2) }aJu (ar) de,

(a:!_l_y?;l):ﬁ
jesli t>=.

3. Stan naprcienia

Stan napreZenia okreslony potencjalem oznaczymy jedng kresks oy .-
Skladowe stanu naprezenia wyrazaja sie zwigzkiem, I7]:

(3.1) == 2G (3% - <D5u) (4i=n,z},

gdzie G oznacza modul odksztalcenia postacmwego a dy symbol Kro-
neckera, :

Stan naprezenia okreélony potencjalem nie spelnia warunkow brzego-
wych na powierzchniach z = *h:

(3.2) Gz (1, = h, )0 oraz o (r,h,t)=0.

W celu spelnienia tych warunkéw dodamy stan naprezenia aij, ktéry
bedzie okreslony za pomocg funkcji Love'a ¢ spelniajacej jak wiadomo
rownanie biharmoniczne

(3.3) P* V”_qa:[).
Skladowe stanu hapf(géenia wyrazone przez te funkcje okreélone sa
zwigzkami, [7]:

G A, &g - 2G 3 ., 1 dp
4 1—21102('7 ~ %) =1 g3V )

H

al!

|

dz
G 0f. . &
Trz 01‘ |:(1_"P)[7 “‘*‘dzg‘J

[

I
(3.4) {5,
-
5

1— 27




Skladowe stanu naprezenia otrzymane za pomocg potencjatu i funkeji
Love a spelniaja warunki na powlerzchniach z== + h; oznaczymy je
olj==oy+oy. W cell uproszezenia zapisu podobnie jak w przypadku po-
potencjalu wyznacza¢ bedziemy oddzielnie skladniki odpowiadajace po-
dzialowi funkcji potencjalu wedlug wzorow (2.3) i (2.4).

Do spelnienia pozostaje jeszcze warunek na brzegu r=—»>

I3

(3.5) orr (b, 2, ) =0.

Ten warunek spelnimy w sposéb calkowy, a nowy stan naprezenia,
ktory trzeba dodaé, aby spelnié warunek (3.5), oznaczymy (o).

Tak wiec, stan napreZenia spelniajacy warunki na powierzchniach
2=+ h w sposOb dokladny, a na powierzchni r==b w sposéb przybli-
Zony, wyraza sie suma

(01) = (o%y) + (o7)).

Przypadek 1e. Korzystajac ze wzoru (3.1) oraz (2.7 znajdujemy

: t A s 1
_ZGﬁ{Eﬂ:Z:m{Zn(z){Jo(ar:r)‘_a'zTJj(fInT)}”i”

o

+2ch(an2) Jy {ttn r)} + Z c0s (Bm 2) {Zm,, y [Ja (an7) —

(36) Err, — #,m=1
. Jl {Oln 7')] — Anm (an T)}} y JEéh 0<-t<t,
tn T
_Gﬁj_—AL- zli (Z) J (an T) —_L J (duT) +
=1 Ch (C[n h‘) i 0 [£77) T ! .
+ 2 Ch (an) JO (an T)}, ]eéli t>1:,

a na podstawie wzoru (2.10) mozemy napisac

I 2G40 Z exp [—' ® (mﬁ*&*ﬁi;) t] cos (ﬁm 2) {Efmt Cl?x {Jo (O-'rt T) -
: n,m=1
l ! -
(3.7) Err,g = i - ﬁ' J1 (an 1")] - Amrz JQ (an ‘T)} , ]eéh 0<<t<l7t ’
‘ oo

2G93 gl exp [— (o -+fn) t] cos (B z){zﬂ,,, i [JQ (s ) —

7, m=—1

1
— Jy (an 'r}] — Apm J (an 'r)} , jesli t>-.

Cn




Korzystaige z tych samych wzoréw otrzymamy napreie'nia cbwodowe

—2G19{ ZA,I chlan?) ;) —

ch (ax h)
(3.8) qugp‘ 1 —_ - Z Anm, Ccos (ﬂm_ Z) Jﬂ (an T)l ) jES'li 0 < t < T 3
n, m=1 i
_0go 3 A, B a"z)J (0 7) iesli ¢
rg: nch(" o \CGn 7 1esu T
Oraz

oo

—2GY 2 Apm exp [— # (ay -+ t] cos (B 2} To (ant),
H, m==1

(3.9) 'aggg: 5= ’ _ Jeéli 0 < t < T,

—2G9 Z Anm qﬂ}n eXp [“’” A (G?:‘Fﬁ?u) t] Cos (ﬁ"l Z) Jo (aﬂ T) )
r, m=1

jesli t>>=.

Podobnie naprezenia normalne

fJ a T b4 )
2G4 --i"—"_z 2) —- 2an ch (an 2)] +
.{21‘ - anch(an h) (2 “ (a2)]

=23

(3 .:10) oz == + 2 cos (ﬁm z) [Aﬂm — ﬁm Amn] Jo (an T)} o jesli 0<Ct<C7,

=1
’ = Andy (@nT) 50 2 .
Go N R 17, (2)— 2anchian 2, efli i1
,,; ach{a,h) 120 ) rch {an 2)] 3 .
oraz
—2GD N exp|—n(di+Fu)t] cos (Bn2) | Aun— i Aunl Jo (an ),
#, m=1 s
(3.11) azz0= jesli O0<<t-<I17,

— 2G9 Z qs;l,)m exp [— b4 (U.i‘f‘ ﬁ;zn} t] cos (ﬁm Z) [Amn T
n, el

—“5-'211 Enmj JU (an T) y Jes’h i>=t.

Wiadomo, ze

(3.12) Erg;,IZErgo,g: g.

211




Pozostaje do wyznaczenia jedynie haprezenie styczne

t 2;1 (2)
2GY [2 Z Ay anch (U-'u h) J] (Uu 'I‘) -

— 2 an an B Sin (B 2) Iy (an T)j 1 jesli O <Zt<w,

1, m=]
e NI /1 C) B - _
.,1_2_'1‘ Aﬂ Oy ch (an h) JI (a" ?) ' 3ESh b="t<Z7
oraz ’
— 2G292 Auzmz exp {_ x (G?I—I_ﬁ?.’t) t} Un ,Bm Sjn (ﬁm Z) Jy (Cin 'T') s
(3.14) Fip— e - i jedli Dty

-—2GH Z Zﬂm q.(r}rzr exXp [’_ " (a?z ‘%‘53;) ﬂ dn 6;}1 sin (ﬁm-Z) Jq (ﬂri T‘) ;
=t jedli 07,

Stan naprezenia (oy) nie spelnia wszystkich warunkéw brzegowych
(3.2). Na powierzchniach z=— L h naprezenia 6., ; s4 rozne od zera i przyj-
mujg wartosci

— T
—+ 2G19 {2_17”2/: Ar: {0'.;: h+ [1 — Gz h tgh ((In h)j tgh (Cl,v; h)} b4

Grz.1 {r,+h, t) = XTI (enr) ““Zjﬂm tn B I {etn 7')} , jeshh O0<lt<<w,

n, m=1

:F Gﬂz Au {au h+ {1 — dp h tgh (ail h)J tgh (afi h)} JJ (aﬂ T) ?

n=1 jesli t=>r
oraz
+2G9 Z Ann exp [“_“ *® (ai +-8’2”) tJ & i J1 (an ),
- , ;1 ' - AR —
Gra,a (1, Ry ) — o g
-+ ZGﬂZ Zi‘lm Qi!rlfar EXp [w x (Gi*}‘ﬁiz) t] Un ﬁ”i Jy (a” T) ’
0, =1 jedi i1,
gdzie

Anm = Anm ('_ 1)’”"-1 3

co wynika z réwnania (1.10).
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Funkcje Liove'a przy]mu]emy w nastepujgce] postac1

2‘ An My (Z JO Up T) — Z Anm Nom (Z) J {an T)

nw =1 n, m=1

(3.15) @, = jedli 0<Ct<C7,

1 & .

?Z:An M (2 Jy (an 7) ' jesli t> 7
= .

oraz

Zjﬂ"l exp l*‘_ ® (C!?z +,801?n) t] Noum (Z) J,(} (art 'r) 3

(3.16) p,=— ¢ . jeSli O0<<t<Tx,
ZZIUH q}:)n exp [— ”® (ai+ﬁf,l) t]‘ Num (z) Jo (ﬂu 7-) ,

#, =21

jesli t>17.
Spelniajge réwnanie (3.3} znajdziemy postacie funkeji M, (2) oraz

Nom (2): s
M.’l (Z) = Slil sh (Cl'-r: Z) _f— C.(qzj Oy & ch (an Z) ,

Nam ( } = DSE:L sh (an z) -+ D»Ei)n anzch (Gn z).
State CU, C2 DU oraz D2

n am n

z—* h (3 2) Otrzymarmy
' 91— 29) [(1 — 20} — a, htgh (a, h)]

wyznaczymy z warunkow brzegowych dla

) __
G’ = b ch {an h) ’
o) U ¢ LzL)
G a,; ch (aﬂ h)
oo 9 (1 — 29) Bm {(1 — 2¥) —az high (an h)]
e (anh - [1— anh tgh (ax 1)) tgh (an b)) ch (@ f)
o 9 (1 — 29) Bim

" {anhA[1 — anh tgh (ex b)) tgh (as h)) ch (2, h)|
Dodajac do siebie skladowe stanu naprezenia oy oraz o, okredlone
wzorami (3.4), etrzymamy skladowe stanu naprezenia:

@

_zaiﬁ{léw)i N A, chlonz) Jylonr)
n=1

ch (au h) Gn T

a Z {Ctu IZA’”” Nﬂm(Z) - UAmu cos (Bm Z)} [Jo(an:") - I (ﬂn 7)] -+

1, m=—=1 Uat

(3.17) O';r,l = A 7 irs 2 g
o + ;)_’"21 (Nmn ( ) an Nim (z))+79Am” HEl {Bm z) Jo {a” T) !
jesli 0<t<C7,
{a: 2) Jy {an 7)

U,n h) an 7 ’

—2Gz9 1——W)Z'A,,

n=1

jedli t>r
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2G 2 exp !r_ ” (ai + ﬁfn) t] { " [lAn‘;’ Nnm(z) + ﬁAnm cos (fm z)] X -

H,m=1

[J(] (an T

J_] UnT ?’Anm N
anT J I]- — 2 m" (2) Nmn( )) -

— 9 Apm cos(fm z)] Jolan 'r)} , jesi 0<Ct<Ct,

2G 2 q!zipin eXp ['—- x (au + ﬁm} ]

n,m=1

Jl(anﬁ)_]
Gn?T +

A - .
>< {O:n I:_ "’ﬂ Nn"t (Z) “!“ '0‘94.4.;;"; (801 (ﬁ[n Z} [Jo(au T) I

1

Aﬂfﬂ e
- [lv— (N.'mz( ) — Nmu( )) VAum COS (ﬂmz)] Jolant),

jedli  tx.

Naprezenia obwodowe

(3.19) ¢

oraz

(3.20) o —

ep,2

gl

__2G[z9(1—v)—2 4, 502 e [J (™) M]m

au T

A " I .
- § { I’Ti’iz; (Nnm( ) a2 ani‘! (Z)) + ﬁAnm Cos (ﬁm z)] X
o m=14 1.

Ay (cn T)+ 1{% N;Jm (2) _E,:EE'.JI (0.';1 T)} ] ; jesli 0<Ct<T7 r

_ N 4 chlen?) G,
2Go(1 ”)g Ay ch (a h) [Jo (anr)— (In')"] .

jesli t><

26 ) expl—r (4 £ U] |72 0010 — o)

1 — 29 ( 12
1, m=—1

i ﬁAnm COS (,8}” ] J(’l (au 'r) A”L N.:I-'Il (z) a::l J (CErl 7')
_ 1 — 2v ¥

jesli O0<t-=Z7,

VE 1 rer
2G 2 q}}!’?l exp — ( ll + ﬁﬁi’ ] {l r;v ( Rﬂl( )az Nﬂﬂl( )) —
n,m=1
7 g;lﬂl
—— ﬂArun COS8 (ﬁm Z) JO (an ')‘) + D N’“”(z T (Gn T)

jesli t>r1.



Naprezenia normalne charakteryzujy sie tym, ze znikajg w mch wy-
razy przedstawione szeregami pojedynczymi:

Anm . .
2G Z 1{’9 (Apm— ﬁm Anm) cos (Bmz)+ F— [(1—) Num (2)—
n, =

(3.21) e 1™ — (2 1’) N o Z)]} (ant), jedli 0<<t<"e,
0, jesli t=>=

oraz
-2 Z EXp [_% '1Lﬁm ti { (Anm i ﬂ?" Emn) cos (ﬁm z) I

n, =1
| ' Anm -
(3.22) o, ,= — 1 [(1— N (2) —(2— ) 2N, (2)] } To(anr),
jesi O0<<t<Ct,

—2G 2 qn m EEP Iﬂ”(afl“;‘ ﬁf") t] X

n,m=1

A A:l.’ﬂ o
X {19 (Anm — ﬁ?” Anm) €08 (B 2} — - (1 — ) N”m(Z) -

1—2p
— (2 - ‘.U) 2 Nu.'n (2)]} Jn (O:"l T) »
jesi t>rw.

Taka samg wlasnosé majg naprezenia styczne .

oo

9 i A.' n "
ZGH; 1(!:1 {ﬁAnm B sin (B 2) -+ #]ia [erzm (z) +
{3.23) U;r,i =) .. “}- (1-_; Wai N, (2}] } T (), jeli 0t
0, jesdi t=«
oraz | .
2G ks 2 I Anm "
2 oy EXP Ii ?ﬂ(a + ﬁm) J l - 21! [’UNH.';:(Z) +
N
. \ B |
(3'24) U;z, 2 + (1 ’V) Qn N”m(z)] - ?9A;:m ﬁm 5in (ﬁm 2)} J] {ay ?") ¥
jeéh 0<t<1T ,

2 2 fLnm '
2G,, ,,,E a, g\l exp | — % (al+ 42 ) 1] { T % [?JNM (2)-+

) 6 N, )] 04,50 B (5,7

jesH  t>1.
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Jak sie nalezy spodziewad
(3.25) ojw:a’@,g:o.

Naprezenia orr,1 oraz orr2, bedgce na brzegu r=—=b Jedyme funkcjg =
i odpowiednic zmiennych z i ¢, tworzg wypadkowe >

(Ciﬂ b)
aZb

b 4G’ {19(1';1') 2; ZA” tgh (C[n h) J1 -

=1

o = 1
%ém[ﬁ Dl

. I,I J— e — ——— g (a” }l)]vj] (Ci,'zb)},
(3.26) N, :l I s dZ] T O .
—h Ar=b jesli 0-=It=I7,
Yy S Ji{and
—2Go(1— a))E Ay tgh (as h) T2

=l
jesli t>v
oraz

—4G Y expl— (a2 )1 Lo

u, m=1
i1 .
[ﬁi) i LL sh(a, h)] T (a,b),
" 1—2 S

) -
(3.27) N.,:{ J oy, 5 A2
ook : jesli QO <t<Z1,

(lemn
4G 3 gt exp [~ (a1 5) He

w, =1

Y] DL‘,’,,
[ﬁ + sh (ctn h)J Jilanh),
1443

jedli  tz.

Naprezenia af—m Oraz or.» dajg na brzegu r—=—"» wypadkows réwng
zeru.

Dodajmy do stanu naprezenia (o7} stan naprezenia (of/) rownowazny
réwnomiernemu rozcigganiu w kierunku promienia r. Ostateczne WyTa-
zenia na skladowe naprezenia, oznaczone (o) wynoszg, [4], [10]:

Y { o N'
Grr == Opr— ;2}1, ’ Tpp = Coprp=— 2h:
r ’
Crzg == O;z7 ¥ Crz = Orz, O'r;o = D

7 powyzszych wzoréw na naprezenia mozna fatwo otrzymacd kllka przy-
padkow szezegblnych. Charakterystyczne cechy przejsé granicznych i pod-
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stawienia oméwione sa przy wyznaczaniu pola temperatury (p. 1, przy-
padek 1a). Ze wzgledu na miejsce wzoréw odpowiadajgcych’ przypadkom
szczegélnym nie bedziemy tutaj przytaczaé.

Przypadek 2a. Skladowe naprezenia okreslone potencjalem mozna na-
pisa¢ bezposrednio na podstawie wzoréw wystgpujacych w przypadku la.
Budowa wzoréw w obu przypadkach jest taka sama. Aby. ze wzoréw
(3.6)-(3.14) otrzymaé wzory odpowiadajace przypadkowi 2a, trzeba wWy-
. konaé podstaw1en1a

zamiast podstawic

Ch (an Z) > Sh (afl z) ]
ch (o b} <> sh{a,h},

Z(2) +> 5(2) [por. (2.11)],
(3.28) Anmy Awm +— Bum, Bam [por. (2.12)],
B >y [por. (1.16)] ,

sin (ﬁnz Z) <=+ CQOS (?’Im Z) ]

cos (61}1 Z) <= sin (Ym 2) 5

q;'im A qs:)» [POI‘- (1'18)] s

Podobnie jak w przypadku la, stan (o) nie spelnia wszystkich wa-
runkéw brzegowych. Na powierzchniach z== +h naprezenia o, nie sa
réwne zeru i przyimujg wartosei:

—_— 2Gi9 { Z An 1 Gn h+ [1 - Oy h Ctgh (aﬂ h)] Ctg (au )

H=

u, m=1 j

s

|
Orz,1 (1, 2 h,t) — ‘! i lanr) _f,zg’z”‘ tn Yo Jy (0n 7)1 s jedli - 0Tt 7,
i

—Go 2 Ap{anh—+[1—ashctgh (a, h)| ctgh {an h)} J, (enr),
n=1 . Cjedli t> 1
oraz

=

I 2G?9 Z én,ﬁn eXp [‘“‘ A {a?l+y;%'l) tl aﬂ ?m Jl (aﬂ ’r) y

. ' 1 1
Grz2(r, - h, t) = { o jesli O-=t=lr,

— 2G7Y 2 qgf,}'t §nm exp [* % (CL':QI +?m} t] an Y dy (O.'n.'i"),
=t jesli t>z,
gdzie
1_311”: - Bum (—'“ 1)m+1 1

co wynika z roéwnania (1.16).
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Funkeje Lovea ¢, podobnie jak w przypadku 1a, przyjmiemy w po-
staci:

! gTZWAn P,‘ (Z) .JTU (O!n T) “‘—2 Eﬂm Qnm (Z) J() (alt T) 3
(329) P =

"= e jesh 0<t< 7,
‘ { —;—j AnPu(2) Jy (anr), jesH t>>«¢
n=1
oraz
jﬁﬂm exp [—x (a!zt +?12H} t] Qum (2) Ty (on),
o=t jesli 0<<it<+,

{3.30) P =

et g . e e,

2 -Emrz q}?r,n exp {- * ((1;21"!‘}'?11) ﬂ Cam (2:) Jy (an T) s

1 m=t jes t=> ¢
Spelnienie réwnan (3.3) wymaga, aby funkcje P, (=) oraz Q. (z) mialy
y
postaé
(3-31) PR (Z) == E,g) ch (an 2)+E£12) an zsh (an z) +
V (3-32) @ (Z) = F.r(:lzgz ch (an Z)*,‘Fr(ﬁgz au 2 sh (aq 2,’) .

Stale EJ), E®), Fit) = Fo) Wyznaczymy z warunku brzegowego (3.2) dla

Zz=1= h. Maja one nastepujgce wartoscei:
B o (L= 20} (1~ 2) —anhotgh (. h)]
! o} sh (az h)
@ {1 —2y)
e T ——
f @) sh (e h)

¥

i D — 20y |(1 —20) — au ke ctgh (a, h)]
& fanh+ [1— auhctgh (an ) | etgh (an h)} sh (ay h)

Fm —_ ___'_____* 4 (1 - 21’) Vm
' oy {an b+ [1 — auh ctgh (aq B)] ctgh (a, h) } sh (aq h)

Na podstawie wzorew (3.29)-(3.32) mozna stwierdzié, Zze na to, aby
wzary- (3.17)-(3.25) opisywaly przypadek 2a, trzeba -— oprécz podstawien
(3.28) — dokonac zamiany: )

(3.33) na miejsce  Num (2) podstawié  Qup(z), [por. (3.32)].
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Na brzegu r—>b napreZenia op,1 oraz o2 sa jedynie funkcjami
zimiennej z i odpowiednio z i £. Ich wypadkowa réwna sig zeru, ale ich
dzialanie réwnowazne jest momentowi

, o
—4G {0 (1 _”)EZ Aulanh etgh (an h)—1] X

n=1

J1 (a" b) + Z BHJH [ gm-_ + 9ﬂh

h V a” A, m=| Y
(3.34) M, :[ fam1zdz] = (b
\ —h A=t 1_3'1_)} jedli 0<<t<l7,

—2GO(1—» Y Ao h ctgh (an h)— 1] %

n=1

% M%b—), jesli t=>r
Un b
oraz
—4G2mexp [— (192 t] B H”m —
i n " R 22}

n, m=1

—

M]JI.M, jesli 0tz

i
(3.35) Mg':{ fUrr’QZdZ] 7!1: Vi ] b

—h

— 4GZ qur)n exp [_ % (a?z—}"y?u) t-l E'nm X
7, m=1

: H,u anh J1 (an b)

RO P LI s

>< [l - 27’ ¢ 'y;n ] b !

o L A P — i,

jefli t>w
gdzie
Hrzm - (Fn.'n‘i‘Fn.'n) 1051; hch (Ct,q h) —sh (CJ;; h)] + nm an h sh (a,, h)

Stan naprezenia wywolany momentem -—M oznaczymy (oi). Poszcze-
gdélne skladowe wyrazaja sie wzorami, [4], [10]

v o 3 Mz o
O'rr'——agpg:_‘_'*zf “hs, O, z“—o'rz——G'rcp—— Q.

Przypadek 3a. Podobnie jak przy wyznaczaniu pola temperatury na-
prezenia wyznaczymy dokonujac superpozycji obu poprzednich przypad-
kéw. Poniewaz odpowiednie wzory mozna napisaé¢ bardzo latwo, to nie
bedziemy ich tutaj przytaczac.
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Przypadek Ib. Napresenia dane za
ne sa wzorem (3.1). Korzystajae ze wi
no skladowe stanu naprezenia:

naprezenia radialne

pofrednictwem potencjatu okreslo—
oru (2.13) i (2.14) wyplszerny kolej-

oo

—2G9 {é[fﬁ%‘% {E’ (a,2) [JO {ar) — iim‘)—]#—Z ch (az)J, (ar)} da-+
8

(336) + s 2(_ l)m+I ﬁ cos (ﬁm 2) f ’ aA (Q) {JO (a?‘)+

22 1. g2 ya 2
Hiz=1 +ﬁ
Trr, 1=

+ T-f-_ﬂz [JO (ar) — ik (ar)”da}, jesH 0<tt<g,

—G f fh%;)) {za,2 *[J =2 2o 02, () da,

. jeSli t>-¢
oraz ‘

~ad (a s (Rl g2
_—ﬁ_%Z(_‘“ 1) Hﬁm €os (ﬁm z)f ( )EXp[ ( +€n1) tj

= ACRY AL
(3.37)

# J, (ar o
rryp = X{Jo (C‘T)Jr;zri*@ [“To (w)«—ﬁf—ﬂ} da,  jeSli 0<t<ce,

_¥2(~1)’”“ﬁ‘ 05 (fn 2) [ (l‘im’i“_)szo [—n(e+p2)1]

N T — X
2 2
m==1 a+l6m)
= 0

{JO {ar)+— 2+ﬁ2 [Jo (a'f')—l}-f]—a(f‘—)” de, ' jesli t<<q;

naprezenia obwodowe

‘2Gﬁl f (a );il((a;)a.fo(ar)da—

(3.38)

A
Ty, 1 == — '_‘,g: (—1)mit fm cos (ﬁm z)f t:_]_ g;t))‘, Jo {ar) da]

_ jeSli O<Ct<q,

{ 40¢h(@2)

H2GﬂfA( )Ch( h)aJ olar) da,
i

Jjesli t— g
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oraz

oa

4G m a) exp [—x (0" 1 4] ) 1|
__h_z _1 +1ﬁ C0S ﬁm z} f x(a 'f—ﬁ",)

(3.39) E m=1
- x Jy (ar) da, jesli 0 <<t<rt,
T, 2 i
| 4G O [ ud(a) gl (o) exp [— x{a*-+42,) 1]
—_— - 1 ’"-l‘l COS Fii Z
- ;( )"+ B cos (b 2) | preRw
® Jg{ar) da , jesli t=1;

naprezenia normalne

oo

2G40 {2TIAM [2” (a,z)~2a2 ch (az)} da—!—

ach (ah)
(3.40) o o’ Ale)J (ar)
o Z(H_l + 1ﬁm cos {Bm 2) f (o +-8§1)} dat,
zz,1 m p
jesli 0<Ct<lw,
3 ( )J(] (a‘r) Tt _a T
Gﬁj‘ “wch (ah) [Z'" {a,2) — 2a® ch{az})| da, jesli t>>71
g
oraz
4G9 o® A (o) exp [—x (a 162 1
I R 2( 1"+ B, cos (B z)] (e 1Bz LRy
(3.41) I ni== PR m
Uzz2=’i _ | » Jylar)da, jesli @0<Ct<TrT,
“ I | 4GT Aot Ala) q,,,’ (ayexpf—u{a a+|6m) t]
— = A (— 1" B cos (fm 2) !
h mzzll " t 0 a +ﬁm
W Jplar)da, jesli to=1t3
naprezenia styezne
o t [ Afa) Z (a,2)
2G4 [2: f “eh(ah) Jy (or) dee —,
a
(3.42) o
G — ___2__ 5 _1\m¥1 02 o a® {G}J (GT) \ e P
Grz 1 = h ;( 1)+ g2 sin (B 2) ";4{ 2+ﬁnzj da 7 jesli O=Ct<7,
pos Y
._G'?fA(a)z( hc; z) J]_ (a,r) da , ) jEé].i t > T‘

221




- P 2 0
_AGNS g @ Ala) exp [—x (*+ ) 1]
AU fsinip, PICaT A
{3.43) = b
Trz,2 :{ ® I (or) da, jesli O<Ct<Z7,

4G9 & ' ~at A () ¢! (o) exp [—x (a2+f3ﬁz) t]
i_TZ (— 1)+ g2 sin (B, z)f (@ Y 7 - ®
b

—r

==

X Jy (ar) da, jesi t=>+,
Jak wiadomo

3

UFP,1:UIQD,2:0'

Stan napreZenia (o) nie spelnia drugiego z warunkéw (3.2), poniewas
naprezenia styczne na powierzchniach z %k sg rézne od zera i przyjmuja

‘wartosci
+2G7 {22_ [A (@) {oh--[1+ah tgh (ah)] tgh (ah)} ad, (ar)de —
it _
_ p R - a* J, (ar) L
Tzt (R, rt) =] .7 2 Bt b § =
Trz,1 (R, 7, 1) hﬂz’:ﬁmfA(a)%(az‘*‘ﬁi)dea}, jeSli 0<Ct=<,
=9
TG [ Ala) {ah4-[1+ak tgh (k)] tgh (ah)} o, o) de,
0 .
jesli t<<z
oraz
4G G, (@Al exp [— (ot 4-p2) 1]
{ _‘_T?‘g:ﬁm .[ 2 ((12"5_!3,?”)3 I J, (CI?‘) da,
- 0
Trzp(h, v, t) =] jesi 0<t<<g,
Y {
x

h w(a®+ 520 T <

4Go 2‘” . f o® A(a) gf) (o) exp [ (-2 ¢]
= mo
‘ ®J, (a?‘l) da, jesi t>r.

Tak jak to zrobiliSmy w przypadku la, w celu spelnienia warunkow
(3.2) znajdziemy stan naprezenia (o), ktory okreflony jest przez fﬁnkcje

222




Love'a ¢[wzory (3.4)] przyjety w postaci sumy ¢==p,+g;, ktorej pierw-
szy skladnik réwna sie

‘t_. _ Nm (I Z) .
|I2TfA(a)M(a ,2) Jylar) da hZI = _I_ﬁ?n 'Jo(a'.v)da,
0
(3.44) qv]:i jesli 0=t~z
l% A (o) M (a,z)J, (ar) da , jesli t===,
b
a drugi:
[Ejfa(a)exm_”(a O (o e
I h m=1 Ct +61u) v o a’
(3.45)  go—| 0 jesli 0<<t=<Iw,
12 = xXp [— (®+£2) 1] )
L X [ a@ao™ G e e s,

jesli t>>v.
Funkecja ¢ musi spelnia¢ réwnanie (3.3). Spelnienie tego rownania osia-
ga sig przez przyjecie:
M (a, 2) == C'H (@) sh {az)+ C®? (u) az ch (u2),
N, (a,2) = DM (a) sh (ez)+ D@ (a) az ch (0z) .

i e

Wspdtezynniki CW{a), C®(a), D!V (a) oraz D®(a) wyznaczymy z warunku

m 111

brzegowego (3.2). Wyrazaja - sie one wzorami:

9 (1 — 2p) [(1 —2») — ah tgh {(ch)]

C {a)= Foh(ah) ,
O~
araz
D #(1—29) [(1 — 2») —ahtgh (ah)] B},
w (8= a {ah - |1 ah tgh (ah)] tgh (ah)] ch (ah)’
H{1 — 2
D (a) = (1 Zo)ﬁm

o {ah+[1— ah igh (ah)] tgh (ah)] ch (uht)

Dodajac do siebie skladowe stanu naprezenia (o) oraz (gy) okreslone
wzorami (3.4), otrzymamy skladowe stanu (o), ktére sg poszukiwanym
rozwigzaniem. Wypiszemy obecnie kolejno sktadowe stanu (o) :
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skladowe radialne

]
,.__2, . ?_M "t
| Nin' (o, 2)— a® Ny, {a, ]
(3.46) Orr g = y —— ¥ 1 __2:”} (a2+ﬁ2;£ ZJ]JU (a?") [J()(G[T)_'ﬁ(E:Q,X
(__ l)m 11 3 -
K[ —T"f—ﬁ?ﬁ cos ﬁm Z) + i E j ;(11) m ]} da}
jeSli 0<zt<cq
‘——2Ga9(1—ﬁy)fA( )Chgas))- Ji(ﬁ;f‘i) a, jesli ¢«
Oraz
_AG S [ A@exp | — ()]
R
pd {[(—‘1)m+1?9'aﬁmcos (Bmz)— 1\11122”0; iv_}'f/(;; 2] J() ((,[?) L
' J, HI mrlges g ‘
(347) Ore g =—; + (JO{GTJ_—'—Q(_TG,_T ] [( al +ﬂlza_,8n COs. (ﬂm 2) +
a® N, (ft 2) ‘s
LGS AW ) qy (@) exp [— s (242 ) ¢]

L

P& PICar I ra—

m=1 - e

g {[(_“ l)m i 39Ctﬁm COSs (ﬁ-’ﬂ Z) Nm( 1(12)2;(& 2:\?2(6; Z)J e

o (w) * (JO (ar)— JI_CE?L)} [ (_ )Z[—J:ﬁi:a_ﬁm cos (ﬁm z)+

o N (a, 2} o
(1 2g){ ?«_Hr;z J}d jesi t=q;




skladowe obwodowe

Y . '
—ZG{ﬁ(l—v)T Ala ;gz—fg[Jo(ar)~%?]da%
. & -

(a)z )2z {[(_ 1yn+1 Dafimcos (fn z) —

mn

2 oo
h Z % (a®
m==1 o

(3.48) oy, = _ Nw'(0,2) —a* Nia, 2
¥ (1ﬁ2v)({1"+ﬁm) on( )

jesli t>1,

—2Gd(1 "Hv)fA {a} ch (‘fz) [JD (aT)——J"((ﬂn)] da ,

ch («h) ar
Q
jesli t>=
oraz
f‘A a)exp ——,o(a +-p2) t]
m= 1 E—I_ﬁ?”)
N (a2 — a"N’n (@,2)
A (* ) 1 Jaf m COS( m.z}‘I“ :
(349 Ogpy = -a Nm zy J
YT (ar) 42 5 +(i?fn) 1(E:T)}da jesli 0-<t-<z,

4G 3 A @ exp[wx(a%m)t]
h 2 f (@ P 8

Ny (a,2) = @ Njy (0, 2)
(1—20) (- F2) ]

43 N;)z (OZ 2) Jj (Cl'r) d
ALf, } "

d
3
RN

e [(—k 1"+ 9aBy, cos (fmz)

X Jo{ar) 4 jesli  t>1;

skladowe normalne

IG5 (AW
T

11— 1--2v %

{3.50) 022!1: ! +

jesli 0<Ct<It,

0, jesli t=1,
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oraz’

__ﬁq- o2 Ala) exp [——x(a"—l—ﬁ ]
- f Cw(@ Py X

{(_k 1)er+l gy B oS (B, 2)+

3.51). . (2——1) a® N (e, 2) — (1 — YN
(3.51).  0uzy __%_1_1‘)_2,)( L— ) i/ (4, 2) }Jo(ar}da
jesli 0<"t<g,
j f (a) ‘L‘i’(a ) exp T*% (a®+62) 1]
.
et ACET A
{(H l)m+l Jo? ﬁm Cos (ﬁm 2) +-
(2—_1’)55 N 2)— {1 -——y N;:’z, P
_“R(al%zyi LR CE )}Jo (ar) de,
skiadowe styczne 3651.1 =1

eaq

4G [ a ' |
_?L_rg: f (a(a)—gﬁgc;’:) {(__ I)r.-t-i-i ﬁGQﬁit sin (’31:1 Z) +
(3-52) Tzl = (2

) N 1— N
+h7f£?,g@_§) ((l_y_)z,,)a z)}da, jesli 0=ty
¢, jesli t>7
oraz
3G 3 [A(a)exp] —x(a (o ) 4]
h Zf #{a? +ﬁ,2n)* S
J(_ﬁ l)m—rl,& 2 (_2:—_"’) aNm(Cl Z)
(3~53) Grz, 2= “ ﬁ Sin (ﬁmz)

1—23y
(l——v)a No(a, z)

I }J (ar)da,  jefli (<cters,

[A(a) g5 (a) exp [__,,( + B2 ) t]

n

xRy, X

IIJ.

=17 00 sin 5, - 2D a2 N

1— 3y

1— N s ]
HERE e an
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Charakterystyczne we wzorach powyzszych jest to, ze w napreze_..

niach 6.1 oraz o,.,» 2nikajq skladniki wyrazone calkami.

Przypadek 2b. Po wykonaniu wszystkich dzialai — podobnie jak
w przypadku 2a — mozna sie przekonad, ze wszystkie wzory majg taks
samg budowe, jak w przypadku 1b. Aby wzory (3.46) - (3.53) przypadku 1b
okreslaty sktadowe naprezenia w obecnie rozpatrywanym przypadku, nale-
zy w nich dokonaé¢ nastepujacych podstawien:

zamiast podstawié :

ch(ah) «-sh{a,h),

ch{nz) <«->sh{a,z),

gin{az) « ch(a,z).,

(8.54) ! tgh (ah) < cigh(ah),

B Y [okreslone przez wzor (1.16)],

Sin(Bm z) < €os (ym 2,

cos(fu 2y« sin(ymz).

Wykonanie powyzszych podstawien w funkeji Z (e, 2} zamienia ia na
funkecje S (a, z). Podobnie rzecz sie ma ze wszystkimi funkcjami wprowa-
dzonymi w toku odpowiedniego postepowania. '

Przypadel 3b. Ten przypadek moze by¢ rozpatrywany jako superpo-
zyeja cbu przypadkéw poprzednich, przy czym otrzymane wielkodci na-
lezy podzielié przez 2. :

4. Stan przemieszczenia

Stan przemieszczenia na podstawie juz wykonanych operacji jest bar-
dzo latwo okresli¢. Skladowe, kidre zalezg od potencjalu termo-sprezyste-
go przemieszezenia, dane sa na podstawie definicji [wzory (2.1)]. Czesé
skladowych zalegna od funkcji L.ove' a ¢ dana jest wzorami, [4], [10]:

-1 ,62‘}’_ e 1T
R E? oz P12

g
— 2 ———
2( 1 i 0z° ‘I

Dla kazdego z przypadkéw bedziemy wypisywaé od razu sumy

uw—=u-iu, w=w-+i.

Zachowamy tutaj taki podzidl na poszezegdlne czedei skiadowych, jaki
mial miejsce w przypadku napreszen. :

227




Przypadek la. Korzystajac ze wzoréw (2 6), (2 10) oraz (3.15), (3 16}

mozemy wypisa¢ nastepujace WZOTY:
przemleszczenle radialne

(4.2)

oraz

(4.3)

'._.._‘_,
U, =

’

u2:

t '”1 Aﬂ, Ch (af:! z)

— n E m Oy )
?9(1 ’V) v m=1 On Ch (a” a T . 1-12“;1 lﬁ " (.1" cos (ﬁ " 2) +
+ iq#”;_oiil\g:”{ )JJI {(Iﬂ T) H Jeéll <7t =T 3
h ( : .
J(1—y) 2 A":h {;”}3 Janry, jeSli  t>«
L) n .

Z EXP [—x (a,; + 62}t lﬁgﬂm tn 08 {fm 2) +

”, =l

+ A"”" an"Nﬂf (Z}J (aﬂ T} L ]egll 0 =t < T,

2 ol exp [+ 1) |04, 0cos (5,2 +
n, m=1
Aum Uy Nnm( )

T I1—2y

J1(UI;¢T), jeg].j. t>'l';

przemieszezenie tiormalne

oraz

(4.5)

=25

h 72 W e .
(1 —)— 2 fﬂcsh ((;I s)) gy (arz'r) - 2) [ﬂAﬂm P sin {Bm 2 +
Ty "

rn,m=1
oy T — (1 - CU) a2 N.'tm (Z)
-+ Nmn(Z) Apm—Apy —— 217 Jn (a;z T) y
12y
jesli  O<Tit g,
An sh (au z) o .
{1l -—») ,; o oh (an 2 Jola 1), jesli . t>=1

oo

Z exp [_ g (ai + ﬁi,) t} [‘BAIW B sin (5!1: z)‘f‘inm Nim (2) +

7, m=1
= 2 (1 _' ?1) nm (Z)]

+ Aum- T 21’ Joloar), jesli 0<<t<<r,

2 q;lffal. exp (an + ‘8"1) ] [19A”Jﬂ ﬁﬂl SIn (ﬁ”l ) + A?UH N:I:}l(
n, m=1
= (lﬂv)a Nm( 2)] .
+ Apn- 1T o = Jq (tar), jesli t>=1.




Pozostaja jeszeze do wyznaczenia przemieszezenia u” oraz w” ktore'." :

okreslone sy wzorami, [10]:
rt 11— TN e yeN

29 (1 +9) 2h° Y T 91y Gh

Sity N ckreslone sg wzorami (3.26) i (3.27).
Poszukiwania skiadowe stanu przemieszczenia wyrazajg sie sumami

u=ur+urr, w=w'+w”

Przypadek 2a. W tym przypadku wzory maja taki ksztalt, jak w przy-
padku la. Aby otrzyma¢ poszukiwane zwigzki nalezy we wzorach (4.2)-(4.5)
z poprzedniego przypadku dokonaé¢ podstawien okresionych przez (3.28)
i (3.33). Natomiast stan przemieszczenia (u”, w”) okreflony jest zwigzka-

mi, [4], [10], ,
. 1—v zr 3 M b 2 4(l—wr 3 M

Y TTI G e Y T TG0y 4w
Momenty M okreslone sg wzorami (3.34) i (3.35).

Przypadek 3a. Przypadek ten mozna rozpatrywad jako superpozycie
obu poprzednich przypadkow. Obliczone na tej podstawie skladowe nalezy
podzieli¢ przez 2,

Przypadek 1b. Korzystajac z definicji {2.1) i ze zwigzkow (4.01') mo-
zemy napisaé nastepujgce wzory:

przemieszezenie radialne

oo

y t [Ale)ch(oz) 2 AT, (ar)
l)(]-'—?)) Iﬁ-{ C[Ch( h) Z { CL _i_ﬁg}g, X
b
Uy — [("ﬁl)m-l 1 ﬁaz ﬁm COS (ﬁm 2}y 4 Al ((1212)] da, . jeéli 0<Zt<"rt,
f Ch(az Jylar)da, jesli 1
ach(a
oraz
9 & Ale) exp [—x{a®+ ) 1] )
= — 1y @ " »
D e
= _
sy = + “11\’_(6;]2)] Tl dus - jefli 0t
\ Dﬂ Eflll exp [—sx (a®+ m) J ; o
2 3 f (@) g¥ (a) e {ﬁm (40 [(~ 14" 9 fcos (fn2) +
m== 0 ) )
+ glf"'_(az’ ] em)da,  jesli t=>wy
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" przemieszezenie normalne

t cQA( 2) sh {az) (az) {ax) J, (ar)
“9(1"""’)zf achian) da_)hmzjfx(az—}—ﬁm

8
5 [(_m 1)+ Yaf? sin (Buz) + N (a,2) — Mﬂ%..(_.cfz...z)] da,

. wl — 1 ‘_ 21’
jedli 0<<t<7,
L (A@sh) | .
#{1 v)f o ch (k) Jo (ar) da, , jesi t>1
i}
Qraz
) ffA(a exp [—x {o*+ B2 1]
) P
h m—1 z+ﬁm
| (— 1)1 902 sin (Bumz)+ N (a,2) —
Wy =
2(1—=9) &*Niy(a, z’] J(ar)da,  jedli O<t<t,
1—2y
~Afa) gi( u)eXP [—=(a®+F2 ) 1]
ZI f (@ L8P e 8

% l(— 1)+ Haft sin (fm 2)+N,, (a, z)—

2(1—9) ac’Nm (2, 2)
1—2v

Jy (ar) de, jedli t>1.

Przypadek 2b. Aby olrzymad poszukiwane wrory, nalezy we wzorach
poprzedniego przypadku wykonaé podstawienia okreslone przez (3.54).

Przypadek 3b. Przypadek fen réwniez mozna rozpatrywaé jako super-
pozycie obu poprzednich przypadkéw; réwniez jak poprzednio cobliczone
skladowe nalezy podzielié¢ przez 2.

5. Uwagi

1. We wzorach na naprezenia i przemieszezenia w wielu przypadkach
zostaly wypisane jedynie symbole pochodnych pewnych funkcji. Forma
taka zostala zostawiona ze wzgledu na to, Ze podstawienia szczegodlowe
prowadzily do bardzo zawilych Wyrazen, ktérych nie udawalo sie przed-
stawi¢ w zwiegzlej formie.

2. 7 uwagi na zastosowania praktyczne najbardziej istotnymi sa przy-
padki 3a oraz 3b. Ze wzgledu na miejsce wzory odpowiadajgce tym przy-
padkom nie zostaly wypisane. Na podstawie objadniett zawartych w tekscie
wzory te moZna bedzie latwo wypisad. '
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3. Praca niniejsza jest w pewriym ‘sensie rozszerzeniem pfécy [6.]:-1'51'5t |
przypadki quasi-ustalone. W wymienionej pracy wykonane byly przej- .

Scia graniczne prowadzace do przypadku plyt bardzo cienkich. Przejicie
takie jest poprawne w przypadku naprezer spowodowanych dziataniem
ustalonego pola temperatury. Gdy mamy do czynienia z polem nieustalo-
nym, a w szczegolnosel przy naglych ogrzaniach, to nawet w cienkiej ply-
cie naprezenia w czedSci powierzchniowej moga sic bardzo znacznie réznic
od naprezen w czesci Srodkowej (w szczegélnodei w pierwszych sekundach
dziafania Zrodia). Jezeli wykonalibySmy przejécie graniczne prowadzace

do cienkie] plyty, to powyisze zjawisko zostaloby zupelnie pominiete. Wy~

daje sig¢, ze wykonanie przejécia granicznego do przypadku cienkiej plyty
byloby poprawne dla wickszych wartosel czasu (liczae od chwili dziatania

frodla). Tak wige w przypadku cienkiej plyty w pierwszym okresie naleza~

loby rozpatrywaé zjawisko wedlug wzoréw podanych w niniejszej pracy,
a pozostaly etap zmian mozna by ujaé¢ wzorami, w ktérych wykonano
przejécie graniczne prowadzace do cienkiej plyty. ZaloZenia jakie nalesy
uczynié przy wykonywaniu takiego przejscia granicznego mozna znalezé
w pracy [6].

4, Wzory na naprezenia i przemieszczenia zawieraja réwniez przy-

=

padki ustalone, Odnosza sig¢ do nich wzory z indeksem 1, w ktérych przy- .

padkowi ustalonemu odpowiada drugi ze skladnikow dla t > <. W rezul-
tacie otrzymuje sie wyniki zgodne z tymi, jakie sa podane w pracy [6].
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PezwoMme

HANPAXKEOHOE COCTOAHNME M IIEPEMEIIEHNMA B TOJCTOMW KPYTOBOIL
TIMACTUMHKE, BBI3BAHHOE JIEVCTBMEM HECTAIIMOHAPHOTO TEMIIEPA-
TYPHOTO I1IOJH

B pabore onpepenserca HANPAKEHHOE COCTOAHME M TIEPEMELEHMUS
TOJICTOM KPYTOBOM ILTACTMHKY TOMUMHOM 2h ¥ mwametpom 2b, BREI3BamHBIE
REACTBMEM HEeCTalMOHAPHOIO, OCECHMMETPHMICCKOr0 TeMTICPaTyPHOTO TIOIA.
HMeroyHuy Teiula ONpeAesiAeTcA TeMIEPaTypoH, ABIMIONIEHCA (DyHKImeH
EPEMEHM M MeCTa, PaceMaTpuBaroTCa TDU CILyvas MOTOMHUKOB Tera. B mmep-
BOM CIyUae TEMIIEPATYPHOE Z0JIe OMMMETPHIHO ITO OTHOLIEHWIO K ILICCKOCTH
z=1. Bo BTOpoM -— TeMIIEpATYDPHOE II0JIC OIPENeNTeTed AHTHCHUMMETDMU Y-
HBIMM KPASBLIMM yCIOBMAMM 110 OTHOIIEHMIO K ILNOCKOCTH 2 == (. Haxower,
B TpeTLeM cjiy4dae — 0BJacTs MCTOYHMKA Tella HAXOMWTCH TOJBKO HAa
NORCPXHOCTH 2 — h,

ABTOp erpemmTes k TOMY, WTOBHI B THOCKOCTAX z— + h rouno YAO~-
BACTEOPUTEL BCEM KDACBEIM YCJOBMAM, NOBOJHCTBYSACE YAOBIETHOPEHMEM
MEXaHIIeCKIM YCAOBMAM Ha TOBEPXHOCTH T == b MHTETPaILIo.

Anda onpesenenys KOMITOHEHTOB HAIPAKEHHOTO COCTOSHMS M nepe-
MEIIeHKT WCIonb3yercsa obIe-TpuMeHdeMan  (PYyHKIMA TePMO-YIIPYTOT0
Hnorennuanga nepemeienud, Jad yAOBAETBOPEHMA KPAEBLIM YCIOBMAM
‘MenoIb3yereA pyHrums Jasa o

Kpome rtoro pacemarpummarorea caryuam, korma b — oo, Obcymaarorea
TpamMYHbIe ePeXoNbl B (JIydae RHEZANHOrO HATpeBa. [IpoBOmNMTCH JIHMC-
Kycous mepexofla K CTALMOHAPHBIM CAy9agM M KOHCTATHDYETCH, Yr0 TO-
JI7IEHHBIC DEe3YJIbTAThl COIIACHBI ¢ Pe3yabTaTamMi, IPUBENCHHLIMM B pa-
bore 6].

Summary

THE STATE OF STRESS AND DISPLACEMENT IN A THICK CIRCULAR PLATE
DUE TO A NONSTATIONARY TEMPERATURE FIELD

The object of this paper is to delermine the state of stress and dis-
placement in a thick circular plate with thickness 2k and diameter 2b,
due to a non-steady-state axially symmetric temperature field. The tem-
perature is a known function of the time and the coordinates. Three cases
are considered. In the first case, the temperature field is symmetric in
relation to the plane z==0. In the second case, the temperature field is
determined by antisymmetric boundary conditions in relation to the plane
z=0. In the third, the temperature acts on the surface z—h only.

We require that all the boundary conditions in the planes z ==+ h be
satisfied in an accurate manner, and the mechanical conditions on the
surface 7 ==b> in an integral manner.
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To determine the stress and displacement components the féi‘hi'liar
method of potential of thermoelastic displacement is used. In order to
satisfy the boundary conditions, Love’s function ¢ 1s introduced,

Besides the above, the limit cases for.b -» o0 are congidered, and also
the passage to the limit for the case of sudden heating. In the particular

case of steady-stale, it is found that the results are in agreement with those
of Ref, [6].
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