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Wstep

W ostatnim dwudziestoleciu rozpatrywano w kilkunastu pracach pro-
blemy zwigzane z ptytami w ksztalcie réwnolegloboku, ktére stosuje sie
miedzy innymi w konstrukcjach mostowych craz lotniczych. W niekiérych
pracach formulowano zagadnienie we wspolrzednych prostokatnych, co
prowadzilo do znacznych trudnofei rachunkowych zwiazanych ze spel-
nieniem warunkow brzegowych. W innych wprowadzono bardziej dosto-
sowany do istoty problemu uklad wspolrzednych ukosnokgtnyeh prosto-
liniowych, w ktérym warunki brzegowe wyrazaja sie w sposob prostszy,
jednakze réwnanie rézniczkowe zagadnienia komplikuje sie (jesli idzie
0 izotropig 1 ortoiropie), gdyz wystepuja w nim dodatkowe wyrazy. Wspol-
rzedne ukosnokatne stosowali miedzy innymi H. Favre, 111 i [21,
N. J. Nielsen, [12], P. L ardy, [6], oraz S.T. Odman, [13].
J. Krettner w pracy [4] podal podstawowe wzory teorii sprezystosci
ciala izotropowego w ukladzie ukoé$nokatnym, stosujac zapis tensorowy
oraz zastosowal je do wyprowadzenia gléwnych zwigzkéw dotyczgcych
izotropowej plyty réwnolegiobocznej, a w pracy [5] znalazt dla obcigzenia
dzialajacego na calej. powierzehni plyty rozwigzanie w postaci szeregoéw
pojedynczych. Z. Kaczkowski w pracy [3] rozwazal cialo anizotro-
powe rowniez w prostoliniowym ukosnokatnym ukladzie wspdlrzednych
i wyprowadzil podstawowe zaleznosci dotyezgce staru odksztalcenia, na-
prezenia, energii sprezyste] oraz przejéé z ukladu prostokatnego do ukos-
nokatnego i na odwroét.

W pracy niniejszej przeniesiemy metode cbliczania powierzchni wply-
wowych za pomocy wielomianéw, opracowang dla plyt izotropowych przez

A. Puchera, [14] i [15], za§ dla plyt anizotropowych przez autora, [16], .

na piyty réwnoleglobocezne.

1. Zwiazki podstawowe

Zaczniemy od wyprowadzenia wielkoscl statyeznych dzialajacych
w przekroju plyty oraz wyprowadzenia réwnania rézniczkowego po-
wierzchni ugigcia plyty anizotropowej w ukosnokatnym ukiadzie wsp6l-
rzednych.
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Rozpatrujemy plyty cienkie o malych ugieciach, Zakladamy, ze plyta
posiada‘staly grubosé 1 wykonana jest z materialu jednorodnego anizotro-
powego, przy czym posiada w kazdym punkcie jedng plaszezyzne symetrii
sprezystej, rownolegly do plaszezyzny srodkowej plyty. Uktad wspdlrzed-

nych przyjmujemy w ten sposob, iz plaszezyzne
srodkows plyty uwazamy za plaszczyzne &y,
w ktdrej osie £ in tworza kat a na ogot ¢diny
od prostego, zag of ¢ skierowujemy prostopadle
do tej ptaszczyzny. Zastosujemy przyblizona
teorig ugiecia plyt cienkich, tzn. zatozymy, ze
odcinki prostoliinowe prostopadte przed od-
" keztatceniem do plnasz-czyzny srodkowej po ugie-
ciu pozostaja prostoliniowe i skierowane wzdluz
noermalne] do ugietej powierzehni srodkowej
oraz ze naprezenia og sq male w pordéwnaniu
Rys. 1 z naprezeniami w przekrojach poprzecznych.

Ponadto nie uwzglednimy sil objetogciowych.

Pomiedzy wspélrzednymi prostokgtnymi z, Y, 2 1 ukodnokatnymi &, v, {
zachodza, jak wida¢ z rys. 1, nastepujace zaleznogei:

x=~¢&cosp + yeos(a+ ),

{1.1) y=¢sinp + ysin(a + ),
z2={.

'Stad zad ’

! 5;,51.9.(“ + Bl — cos (a + f)
sina sin a !

|

(1.1.1) | o SN -cOSP

I ! sina sing ¥’

lC:z.

Przemieszczenia u, v dowolnego punktu w kierunku osi z i 1y wyrazaja
si¢ przez ugiecie plaszczyzny srodkowej za pomocy wzoréw ([71, s. 141)
_ 0w — 0w
dx '’ oy’

Przemieszczenia tegoz punkiu w kierunku osi & i 1 sa zatem

R ﬁw-mCOSaQL—E
v Sinﬂa(@g_f ) dy |’

v = — (——COSC!d"t--"--l——(-j ),

sin? 7

(1.3)
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~

natomiast przemieszczenia w kierunku osi £, 7 prostopadlych odpowiednio
do osi n, & ([3], 5. 54), .

¢ Jdw & ow

1.4 U= - PrES— —_
(14) sine dy *

~ sina gf’

Interesujace nas odkszialcenia mozZzemy wiec okre§lié za pomocy wzo-
{[3], s. 58):

~

¢ Pw ¢ Pw 2L Pu

B T Wy T Sy == — ——
SEJ sin®a 042 € sinfa Opt 7 Y8 sina 0&0dy’

Pomijajae or oraz wykorzystujac istnienie plaszezyzny symetrii spre-
zystej réwnoleglej do plaszezyzny &y mozemy réwnania uogolnionego pra-
wa Hooke'a, potrzebne do dalszyeh rozwazai, przedstawié w postaci
([3], s. B8): '

es8in a =] og + a5 0y + aif 74y,
(1.6) o enSIna == agy og - g 0y + dag ey,
' Yen = Gig 05 - tog oy + agg e,

Rozwigzujac ten uklad wzgledem skladowych stanu naprezenia otrzy-

marmy

__7';_ re ()Ew rr an tr azw Y

{ 0 = Sina(Bn (359 +B12'W+ZBM G'Ean)’
& o P . 0% b 0% w

(L.7) i "”“—QHE(BW ra ""BﬁzaTz“Bzﬁm)’
l' - i f‘g uﬂu ”gﬂ—w

Ting —= “siha B—lﬁ 652 +B26 dnz + ZBGG 65 dﬂ H

gdzie wprowadzono oznaczenia:

1 1
vy — . ’r f’— ff2 i’ — i " . If2 ’r rxd r
Bji=- (azz%ﬁ ag°), By = y {ai a5 — ajs?), iy Qg Oy

A
1 8 Bf’ —_ 1 r rr r rr Bf’ —_ ‘1 ty ry i nr A —_
(1.8) 12_2_(0‘16&26_0’12&%! ,1(5—Z(a1zazﬁ_a22ajs): R0 Oge Ogg |,

LN rrE_Ir I

1 1 )
LI 2y ‘. 2 .
l By = i (a1, Uy @iy aug), Big= a {aiiazs—a,?), Qg Qgg Qg

Zaleznodei miedzy stalymi sprezystosel air w ukladzie ukoénokatnym
& n, ¢ astalymi a; w ukladzie prostokatnym x, y, 2z s3 podane w pracy [3].
Wyrazenie stalych Bi przez odpowiednie stale B, ktére ze statymi aux
sa zwigzane wzorami powstajacymi ze zwiazkéw (1.8) przez opuszezenie
w nich podwoéjnych kresek, przez wykorzystanie wyzej Wspomnianych za-
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leznoici byloby dosy¢ Zmudne, dlatego zastosujemy pordéwnanie odpo-
wiednich postaci energii sprezysie].

Energie potencjalng odksztalcenia, odniesiong do jednostki objetosci,
w danym punkeie ciala anizotropowego, w ukosnokgtnym ukladzie wspoi-
rzednych (jesli pominaé g, 7q¢ 1 7)) przedstawia wzor [3], s. 59: '

) 1 . .
{(1.9) E— 5 (oreesina + opeqsina 4 e ven)

Iub uwzgledniajge (1.5) i (1.8)

_ Cg ) azw ,r azw a.& ’r 0‘3
(1.10) EMZSinga[Bn(aég) +2B G +B&(6n )+
o Pw)? o 0fw 0% w B 0w 0% w
+4Bﬁﬁ(dg§6) —|—4B15 aéz afa + 4 Zﬁ 07?2 afan]'

W ukladzie prostokatnym energia ta wyraza sie wzorem analogicznym:

2 3% w Lk 02 10 0%
(111) EZ%[BH((? 2)"‘23120? ag+B22(a 2)‘5—

0w o% w 02 2w 2w
48 (G ) 4B 0 AP 0 daia]

Zastepujac w ostatnim zwiazku pochodne wzgledem x,y przez po-

chodne wzgledem ¢ n i przyréwnujac ofrzymane w fen sposob wyrazenie
do (1,10} olrzymamy poszuklwany zwigzek mledzy statymi Bix i Ba:

cost (a + f)

By = Sin® o [Bi tg*(a + ) —4 By tg’ (@ +- ) +
+2(B12+2Bﬁﬁ)fg2(a+ﬁ)'_4B2atg(a + ) + Byl
B — cost (a+ﬁ)cos ﬁ{B - a+ﬁ t® f—

sin? a

—2 B tg ftg (a+p) [tg (a+p) g ] + By, [te* (atB) 12 —
— 2 By [tg (a4 B} +tg f] 4+ 4 Bys tg (a + ) tg f + Baal,

r COS
By, == sin® ﬁ[B”tg f—4Btg’ 8+

-+ 2(Bys + 2 Bgo) t8% f — 4 By tg f -+ Byal,
(1.12) .
cos® (a1 f)eosp {

sinta — B, tg*(a+ f) tgf +
+ Bstg*(a + p) |3t f -+ tgla + )] — (Biz + 2 By} X

< tg (ot B) T (at-B)+1e 1+ Bag [tg B3 g (- FA)] — Byl

re
B1G:
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B S DO b gt prp -
+ Bistg® B [tg 8+ 31tg (a+p8)] — (B, +2 Bg) [tg {a-+p) +
-+ tg Bl tg B+ Bug [3tg B+ tg(a + 8] — Byal,.

2 2
cos (aS;;flCOS B(B, g% (a 1 B) tg*f—

— 2B tg (a+p) tg B [tg f4-tg (ot B +2 Byy tg (a+-5) tg -
+ By [tg B-+1g (a+B)]" — 2 By, [t (a+6)+ tg 6] +Bya).

Skladowe 7y 11y wyznaczymy z warunkéw rownowagi, ktére w oma-
wianym przypadku majg postaé

I
BGB_

60’§ +arng+ na@tgg 0

Oy ot
5 g, 0 d
(1.13) T G”Jrs a5t =0,
M aLﬂé in o 00¢
ET: -+ I -+ sina or = (),
(1.14) Tnp = SiN otey, T SiNaTzz,  Tip = Txe.

Korzystajac z dwu pierwszych réwnan (1.13), zalesznosei (1.14) i (1.7)
oraz biorgc pod uwage warunki na powierzchniach zewnetrznych plyty
(dla {==h/2, 7¢ = 15z = 0) po scalkowaniu otrzymujemy

1. R O1 o P w o 0% w
i —7(C ““z) ?_ina[Bu a’és +3Bi5= 0526 -+
B 0w e 0P w
(1.15) 7 + (B 1:+2Bue)a§a s+ zuana]v

1 AN | 0w " P w
T’Jé':?(:z_—)‘s“in—& [Bm o&s + (B{2+2BGI‘) Egd ~ -

+ 3B

Haw ,,aw
26656 3+B22 a?? ]

Momenty zginajace Mgi My, skrecajacy Mgy, i sity poprzeczne Tg i Ty
(odniesione do jednostki diugosci) otrzymamy ze znanych zaleznoéci

i3 hi2 iz
Mng Gngz:, Ma;m fO‘nCdC, M%‘qﬂMﬂgz ‘f qugé‘dé‘,
2 — 2 —R/2
(1.16) ‘ o o
T == f T dl, Typ= f Tz df.
— 2 — k2
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Wyrazaja sie one przez ugiecie w sposdéb nastepujaey:

1 rt 62 s 62 rr dﬂw
My=— sma(Dn 0g% T Degw o’ T2D 6‘56‘?7)’
;o 0% w . 0% . 0%
sma(D” L ont 2Dy 05017)’
n 62 ll an . It azw
sma( 16 d{-"a Dy —a'ﬂz +2D[;5—a§ @n)’
(1.17)
o o 0% . P
ng_—sina[Dil o9& +3Dmd§20 +
' *w o 0w
+ (D} + 200 e+ DG
1 r s a r re d
Tos = — o o Pt i Dis+ 2000 G+

oM

OM
()Mﬁg
T ng*?}_??‘df
. +——d o
f.’.C 7 Tﬂ{'iffidf
Rys. 2
ang + GT% +-gsina==0,
(1.19)
@M 6M1§
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+3D%%62+D;%f]

gdzie oznaczono

X ha ’
(1.18) Dir = Bir 4 15
Rozwazmy element plyty
0 ksztalcie réwnolegloscianu

prostego o wymiarach dé&, dy, h
i kacie miedzy krawedziami
podstawy «. Sily i momenty
dzialajgce na ten eclement sa
przedstawione na rys, 2, Przez g
oznaczamy obcigZzenie powierz-

chniowe plyty na jednostke
pola.
Warunki réwnowagi tego

elementu sg nastepujace:

OMg‘a? + aMﬂ

T-rjé (‘)n .




Z pierwszego z tych réwnan po wyraZeniu Wystepujacych W nim szI.
poprzecznych przez ugiecie w otrzymamy réwnanie rézhiczkowe po-"
wierzchni ugiecia plyty:

0w tw

rr r ad
(1200 Dii G5 + 4Dk 5, o+ 2(D5 42050 iy

re a ,,a
juu)md&;*"d +Dy; d’fj —=gsinta.

W celu ustalenia warunkéw brzegowych zauwazmy, iz reakcje na pod~

porach, réwne sitom brzegowym dzialajacym na podpory, sa nastepu]ace
(dla brzegdéw odpowiednio &— const I == const):

{1.21) Q§CZT§§+7W*‘, Que=Tp+ —5".

Przez uglecie wyrazaja sie one w postaci

L[ o B o
IQggxggﬁ-a[ [T ADi gy D+ DR ot +

(1.22 , B
(1.22) i + 2Dj; 0773]’
1 0% w " Fw e 0w
i Qngﬁ—m{?f)m o8 + (D1’+4Dbﬁ)a§_ -+ 4D5 a';&ana +
o 08
+ Dy, an?]

Dla najprostszych przypadkéw podparcia brzegu matny nastepujace
warunki brzegowe:

a) brzeg £— const swobodnie podparty

w=10, Mg=10;

b) brzeg §&==const utwierdzony zupelnie
Ow .
w=1{ f d—rf =0;

¢) brzeg &= const swobodny
M:=0, Qg =0.

Wielkosci przekrojowe oraz réwnanie rézniczkowe powierzchni ugiecia
dla przypadku ortotropii, ktérej gléwne kierunki sg réwnolegle do osi

x iy (rys. 1), otrzymamy przyjmujac formalnie w zaleznoscaach (1. 12),
(1.17), (1.18) i (1.20) ¢

{1.23) {DU:DUI DJzZDl?’z: Dyg=Dys=10, - D2'22D2'77'\:
Dsg=Dyx,  Dyy-+2Dy = D,»;+2Dr=Dj.

1 Oznaczenia $§ zgodne z zaWértymi w . pracy [7].
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Tak wiee wzory na momenty zginajace, moment skrecajacy oraz sily po-
przeczne majj postad

1 pan P
Me=— Slna( e Dl 2Dk g, )
M”:—sixlm( “6552 +D2a62 2D} 3;0 )
(1.28) § Mo = Mo == sulm( e +D»uda%f+znﬂ,g§g’)
Te=— Sllm[ 116;53 +3le§§%‘) -I—(Dm—l—zD%)(?;a ct Dz“%‘ns]’
Tncz-—snlla[ mad;? Dy + 2D4,) d;a 13D, aag 0w3+Déﬂdal§U¥l'

We wzorach tych wprowadzono oznaczenia:

D:J:‘“’ST‘MID tg# (a+ ) + 2Dy tg*a 1+ )+ Dyl
pjy— LA POTE 1y it )16+ Duvaftg? (et )+
+1g°6] +4Dutgla+f)tef+Dal,
Dgz__;i‘;'ls 61D, tgf+ 2D, ta? B+ Dyl ,
(1-25) $(a '
Dy, — — OOV 1y 1g(a-4) tg p+ Dy tg (a-+) [t B+
+tg(a A1+ Dy},
Dfy == — DD 4 tg () 1 B+ Dy tg B et
+ tg(a+H) + Da},
[ D, = DI (1 4oy 1g2p 4 2Dy tg (a0 16+

+ Deltgf+tglat+ A" +Dy} .
Przy a—= 90° zaleznosci te s zgodne ze wzorami (69.6) i (69.7) w pracy [T7].
Réwnanie rozniczkowe powierzehni ugiecia przyjmuje postaé:

9" ) o
385y T 2 Dl 200 s+

!
+4D;, 6(,’-‘6w3 + Dis 66 - =qgsina.

, 0tw ,
(1.28) Di, DE + 4Dy

244




W przypadku gdy jeden z gtéwnych kierunkéw ortotropii jest réwﬁo— g
legly do osi ¢ uktadu ukoénokainego, zas drugi jest doh prostopadly, tzn.
gdy p==0, zaleinogci (1.25) przybierajg postac:

r

Di, = m (D, sin? @ + 2 D, sin® acos? a ++ D, cos* a),
D= --1—(D v, sin? a + D, cos? o) D= D,
12 Sinz a’ 1re 2 ? a2 Sing a
(125.1) } cosa . oS @
D.y==— Sin (D cos? a + D, sin® a), D%:—ng,
Dy = 1 (D, cos® a + Dy sin® n)
3 sinZa 2 {1 .
Podstawiajac z kolei
(1.27} Dy=Dy=Dy;=D, »=wv~= DkzlgvD; (B=0),

otrzymamy dla przypadku izotropii znane zwiazki (por. np. [13]):

D [dw % w R w
Mgz—m[ 062 +(COS a - » 8in a) 0 3 ZCOSGW]’
D . Pw , Pw 0w
Mﬂ:——Singal(cosga—l—vsmza)w—I—wa-—z———ZCOSaaEan],
D 0w 0w
ME??#MT"E—_ASTH—Q{ COSO:( 652 -+ a?? )—I—
+ |2 cos® a -+ (1 — v} sin® a} g% w
' D |dFw 0% w
Tg;:——s_{ﬁu[a—gg——3cosam+
aaw - as
+(1+2CO32Q)W——COS&_BTWT f
Tpg = B4 (1} 208 @) -
R T cos® a 6‘526
Pw | Pw]
—3005116@‘5"“—0?_;
1.29 A Pw 5042 ) L
(1.29) OF cosaaéaa cos’a afga e
d‘w | 0'w __gsin'e
4003“656 5-]— onf D

245



2, Cze;scl osobliwe powierzchni wplywowych

Chcac WYy zZnaczyc povmerzchme wplywows (funkcje Green a) ugiecia
(lub dowolnej wielko$ci przekrojowej) przedstawiamy ja (por. np. [14])
w postaci sumy czesci osobliwej i regularnej:

(2.1) K(u,v; &, ) =K, (u,v; & n) + K (u,v; & n).

Funkcja K, zawiera osobliwo$é pochodzaca od jednostkowe] sity sku-
pionej, przylooinej w punkcie {u,v). Stanowi ona rozwigzanie osobliwe
jednorodnego réwnania (1.20) (w przypadku
plyty anizotropowej), natomiast calke regularna
tego réwnania K; dobieramy fak, by suma (2.1)
spelniala dane warunki brzegowe.

W paragrafie tym obliczymy cze$é osobliwa
powierzchni wplywowej ugiecia postepujac
w sposéb podany przez J. Mossakowskie-
go, [10], dla przypadku prostokatnego ukladu
wspoirzednych. .

Nie umniejszajac ogdlnosci rozwazan zalo-

Rys. 3 zymy, ze sila skupiona P dziala w poczatku
ukosnokatnego ukladu wspélrzednych (rys. 3).
Réwnanie charakterystyczne réwnania {1.20)

(2.2) Djjy u* + 4 Dy p* -+ 2(Dis -+ 2Dig) @ -+ 4 Dij e -+ Dif =0,
ma plerwiastki
(23) Hn=—

cos (a + B) + kasin (e + p)
_ cosfl + knsin g
gdzie k, oznaczajy pierwiastki rownania

(2.4) Dy k* - 4Dy k® + 2(Dyy + 2 Dgg) k2 + 4D,k + D,, = 0.

Jak wykazal S. G. Lechnicki, [8], dla plyt anizotropowych jedno-
rodnych doskonale sprezystych k, nie mogg byé rzeczywiste. Biorac pod
uwage zatem, ze ky =k i ky = ky (kreska oznacza liczbe sprzezona) latwo
sprawdzi¢, e g,== gt i uy=7p,.

Calke osobliwg réwnania }ednorodnego (1.20) przedstawmmy w postaci

(n =1,2, 3, 4):

(25 " - Ky (¢, n) = Z Anfn (),
gdzie
(2.6) Jcn(zn)——-—z.nlﬂ“_ﬁ—'g‘z% (n:112a3:4)r

za$ z, oznacza zmienna zespolona
(2 7) : s E Zn—§+,lif1
We wzorze @. 6) w Jest stala dowolng.
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Wspdlczynniki A, wyznaczamy z warunkéw jednozﬁaéz’n’déci} Ky'i jej
pochodnych do rzedu drugiego wiacznie, ktére majg postaé T :

4 1
D (1 A =0, (1A,
n=—1 a=1
4 4
(2.8) D 1 dnz=0, 3 (=1 A=,
n=1 A=1
4 4
— 114 = Y’ — 1)1 2
( ) n fn Zn ) L ( ) Mn Apn=10
e n=1

oraz z warunkéw réwnowagi kragzka wycigtego z pI'yty {rvs. 3). Warun-
kow tych mamy szesé:

B2 hi2 :
[ Jeasinadzds=0, [ [@n—mn0)sinadds=no,
L —hj2 L—h2
hi2 A2
290) | J [mesinadtds—0, [ [(ac—Ci8sinadtds—o,
L—nf? L—hpm
% . hy2
f andCds—}—P:{), f J(??n§—§nn)sinad5ds=0.
L—ng Lnja

Tulaj &, na, {n oznaczaja skladowe naprezen dzialajgcych na walcowej
powierzchni krazka, » normalng zewnetrzng do tej powlerzehni, h grubosé
plyty, zaé L linie przecigeia plaszezyzny srodkowe] z powierzchniag boczng
krazka. - :

Okazuje sig, iz z réwnan (2.9) pierwsze, drugie i széste sg spelnione
tozsamosciowo, natomiast trzy pozostale dajg sie zapisaé w postaci

4

] Psina
2 — 1)-1,3 —_
(—1) Ay 4m: D’
1 )

=

. Psina
fe— 1y —1 2 — ;
(210) A £ ( 1) Zn Ly Arz : 4?_“1);!’2 7,

! z Pgin a
SR B V/ O Bt - N
P et

n=1
Uklad réwnan (2.8) i (2.10) jest réwnowazny nastepujacym czlerem
réwnaniom : R

4 . . B N R
{ Z (_1)n_1 4, =0, E (—l)ﬂiluiA/zm,O,
2,11 =1 n=t o
( ) i 4 . - A._'O N 4 . o SA _;EEEPHE
l n;: (— ) lunrr n — Vy ; .' ,g (— ) Hy A, == 47 D,2;2 .
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Po ich rozwiazaniu i podstawieniu do (2.5) ofrzymujemy dia K; osta-
tecznie wyrazenie:

(212) K (&0 =

Psina [{foa— )2 —(b*—d?)
Sanz GH { b R1(’5;"7) +

AT 2 g
4 a9 tz(b ) Rolé,m) - 4(a— o) [sl(g,,?)_sz(f,,m},
gdzie
] 28
I[Rl E,m) = [(£+an)® — b %] lln—@--tﬂn{){.ﬁ_}"lﬂ?mg]_
{2.13) { — dby (£4- an) arctg%?’
I ) 2 2,2
L s, (e, W)—bﬂ(f+a7?) (£+a°7f}uz+b "l _3] +

+[{+ an)* — b %% arc tg —m-%?—?,

za§ Ry (&,m) i S,(& ) otrzymuje sie z R, (&) i S,(§, ) przez podstawie-
nie ¢ zamiast a i d zamiast b; poza tym G — (a— )2+ (b+d)?,
H= (¢ —c)’*+(b — d)? przy czym a, b, ¢, d sy zwigzane z u, zaleznosciami
{#1:a+ib po—a—ib,

y =—c -+ zd o —c—id.

(2.14)

Réwnanie charakterystyczne rownania {1.26) w przypadku gdy stale
Dir wyrazaja sie wzorami (1.25.1), tzn. gdy o$ & ukladu ukosnokatnego &9
jest rownolegla do jednego z gtéwnych kierunkdw ortotropii, ma w zalez-
noéei od p rozwigzania

M1,2:005a4_ri8(]/§"2|‘_1_+ ]/g-;l)sinq,

(2.15) /o1 —
Mg ==cos a + ie &— e sin ¢ dla =1;
34 2 2 ¢
I—p . /14 .
g ==COS 0 — & 2 sine =+ e TyTosing,
(2.16) o

H3)4:cosa—l-sl/lgesina-_|—ie]/l;—Qsina dla o <C1;

oraz dla p=1

(2.17 { py=pg=rcosa +iesina,

fy =y =Ccosa—iesina.
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‘Tutaj wprowadzono oznaczenia

{2.18) o= — Do e—v/ D1

otrzymamy dia ptyty ortotropowej w przypadku o >1 nastepujace wy-
razenie jako czes¢ osobliwg powierzchni wplywowej ugieeia (P === 1):

1
16Dy 6% 1 p? — 1 sin® a

'X{(l/9;1~]/9;" 1) (& -+ cos @) 52 6% (o + Vo' —1) sin®a] %

(€ tncosaf +oP el + Vo —1)sin’a +
w* ,

+ (i/g“;l + ]/le) [(&+7cos ) —

(§-+ncosa)+1fe?(o-— o —1)sin’a

(1)2
ns(V 9 +]/ 9 sin «

+ 4nesina (£ +1cosa) [arc tg- & ncosa B

s e

aretg — E+rcosa

219)  Ky(&m)=

X

* In

—ntel (g — 1 0*— 1) sin? a] In +

— 8 ]/9 ; 1 [(£+ % cos a) -+ &2 si-naa]}-

W przypadku ¢ <1 nalezy do (2.12) i (2.13) podstawié

a==¢osa—& 1—-;—--esinoa, c=cosa+e -1—-—‘—2—Qsina,
b=d=¢s 1%Q-sma
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Przechodzae z (2.19) do granicy przy o -1 olrzymamy

2.20 K 5‘::, ):k T
(2.20) o5 162Dy e’ sin a

{[(E+ 7¢0s a)* + 57 e% sinal x
: 2 I A |
Xln(§+ﬂcosa) —!; nfe’sin’a

= — [3(&+%cos a)”+n2.§2 sinz.al}-

Stad zaé przyjmujac e—=1 przejsé mozna do rozwigzania osobliwego dla
ptyty izotropowej, wyrazonego we wspélrzednych ukognokatnych.

Wzory (2.19) i (2.20) mozna réwnies otrzymaé z rozwigzan podanych
przez J. Mossakowskie go, [9], dokonujac zamiany zmiennych
xr=~¢& -+ ycosa, Y =y sin a.

3. Czesci regularne powierzchni wplywowych

Przechodzimy do podania sposobu obliczania czesei regularnej K; po-
wierzehni wplywowej. Jak juz wspominaliémy, nalezy ja tak dobraé, aby
suma K==K,+K, spelniala dane warunki brzegowe. W tym celu przed-
stawiamy ja w postaci szeregu '

(3.1) . KIZS CﬂWﬂ(Es "?)’

ri==(

gdzie W, (&%) stanowia uklad zupelny regularnych ecalek jednorodnego
réwnania (1.20). Dla przyblizonego wyznaczenia wspolezynnikéw ¢, mo- .
zemy {ograniczajac sie do skoficzonej ilodci wyrazéw szeregu (3.1)] zazadaé,
aby w okreflonej ilogci punktéw brzegu plyty wartodci K zgadzaly sie
z wartosciami danymi lub mozemy skorzystaé z metody najmniejszych:
bleddw kwadratowych.

Jako funkcje W, (¢, 7} mozemy przyjaé wielomiany jednorodne zmien~
nych & i % kolejnych stopni. Wielomiany takie dla przypadku  prostokat-
nego ukladu wspélrzednych zostaly podane w pracy autora [16]. Dzieki
formalnemu podobiefistwu réwnat rézniczkowych dla ugiecia plyty za-
réwno anizotropowej jak i ortotropowej oraz izotropowej, wyrazonych
w uko$nokgtnym ukladzie Wspélrzednych do réwnania rézniczkowego po-
wierzchni ugiecia plyty anizotropowej w ukladzie prostokatnym, mozemy
bezposrednio przeniesé rezultaty otrzymane w wyzej wymienionej pracy
na wszystkie interesujace nas przypadki, L

Okazuje sie mianowicie, ze kazdy wielomian W, (£, y) stopnia n= &
jest kombinacjg liniows, czterech liniowo niezaleznych wielomianéw stop-
nia n, tzn. . - : :

(3-2) W, (5; ??) =y 0 Wn,[] (E, ?7) + a{‘z—i,l Wn-—I,i (E, ?T) -+
' S+ Un—s3 Wa—ss{£, ) + 33 Wass({é, ),
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gdzie

"

Wa,o(€,0) = 2 {(—1)p1 (?’:) N B,_q £V 7,

=0
n 1 . .
Wa—t,(§,9) = vgﬂ] (—1 Py (T:) 6* (Bt — ¢ By—z + 2B, _3) &n vy,
T
(3.3) ; "
Wn—2,2 (5, n) — 2 (.“.. 1)1’% sr—n ('By&g - ‘}’By_g) érlgv n‘u ,

n\
=0
f
7
1 P
Wfl—3.3 (5, ry]) — Z (ﬁ l)v—i ? au*n By_s Lu—v 77”'
T
We wzorach powyzszych an0, @1-11, @n22, @s—s3 Oznaczaja dowolne stale,
B, nastepujacy wyznacznik stopnia n

y 10000 0...0
2y 1 0 0 0 0...0
A2 y 1 0 0 0...0
1 42 5 10 0...0
(3.4) Ba=l0 1 2249 1 0...0/
0...0 1 22 y 1 0
0...0 0 1 A4 209 1
0...0 0 0 1 4 2%

Symbole By, B_1, B_s, B_s, B4 sg zdefiniowane nastepujaco:
- (3.5) B,=1, B y=B.y=B_3==0, B_j=—1,

natomiast 2, », y 1 § wyrazajy sie przez stale materialowe.
Mianowicie dla plyty anizotropowej nalezy przyja¢ [por. (1.18)1 (1.12)]:

(3.6) 1= 4Dig %:Di’ﬁzoé’s = 4Dsg st /Dl
V D D&’ ¥/ Dyi D3’ V DA DR’ Dy’

dla plyty oriotropowej w zaleznosciach (3.6) trzeba zastapiké Dl przez Dy
[por (1.25) i (1.25.1)], za$ dla plyty izolropowe] przyjmujemy

{3.7) A=y=—4cosa, x=142cos’a, d=1.
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Wzory (3.2) i (3.3) obejmuja réwniez wielomiany W, (& n) stopni 0,112
nalezy jednak przyja¢, ze

(3-8) Wi, m =0 dla m>=>mn.

Czworki liniowo niezaleznych wielomiandw =~ Wi—gr (¢ ) (k==0,1,2, 3)
kolejnych stopni najwygodnie] jest obliczaé korzystajae z nastepujacych
wzoréw rekurencyinych:

er+1,[) (f, ’J’}) - ‘% Wrz,(] (f; 7',7) Ea (g) 'ﬁwn—ﬂ,&' (5, '1‘7) f
- n €
Wn,l (f, ?7) == ﬂ - 1 ’ﬂwu,o(f, ??) + E+ 1 -(S_W’til’l (5, n)——-
A (”)nw (5,7)
- ’71 3 n—38,3 y ¥
(3.9) ; 1 et
W —1,2 (E, 7]) = nﬁ T}Wuﬁl,l ("E, "T) -+ TT“’_ 1 _g” Wr:—2,2 (f, 'P’,l) —_
2 (n—1){(n—2)
Ta-rny s Eae
3 n—32 _
Wa—s3{é,m) = n—_l_ann—z,z (&, nm+ FCEEY (E—ypon) Wi—s,s(€,9).

Przyjmujac tu Weo=1 oraz pamigtajac o umowie (3.8) mozemy oblicza¢
sukcesywnie wielomiany dowolnych stopni.

Na zakoficzenie tego paragrafu zauwazmy, ze uklad powyzej okreslo-
nych wielomianéw jest ukladem zupeinym. Dowdd tego fakiu nie rézni
sie formalnie od dowodu twierdzenia o zupelnosci ukladu wielomiandow {(A),
podanego w pracy [16].

4, Przyklad liczhowy

Rozwazmy obecnie plyte? w ksztalcie rownolegiohoku ¢ kacie ostrym
przy wierzcholku a=—45° (rys. 4). Wymiary plyty niech beds a=b=2.
Plyta jest wzdluz bokéw &= * 1 wolno podparta, pozostate boki sg swo-
bodne. Plyta jest wykonana z materialu ortotropowego, przy czym jeden
z gléwnych kierunkdéw sprezystych jest réwnoleglty do osi &, drugi jest
donx prostopadly. Przyjmujemy, iz stosunek gléwnych sztywnosci na zgi~
nanie wynosi D,/D, — ¢*= 64. Zakladamy tez, ze D z]/DlD; p==p,=0.

Szukamy powierzehni wplywowe] ugiecia oraz wielkosci przekrojo—
wych dla &rodka plyty.

2 Dane zaczerphniete z pracy [11L
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Czedé osobliwa powierzehni wplywowe] ugiecia przedstawia wzdr (2.20).
Podstawiajac w nim Dy, = D,/sin*e, e =2)/2 oraz przyjmujac =1 otrzy-
mamy

(4.1) K& 9=

i — -
— 4y 2E+45)In(E+y 2
256 /2D, I{ ¥V 2&n+ .n) n(&2-+y 2&p+459)

— (38 + 3V 2&n+559)] .

W celu spelnienia warunkéw na brzegu plytly przedstawlamy powierz-
chnie wplywows ugiecia w postaci

(42) K(Ep=K&n+ D c:Pilé,n).
i=1

Z  wartnkow fizycznyéh wynika, iz
funkeja K(&,#) spelnia warunek
R(—& —m=K{n).

Zatem na funkcje P; (&, n) wybierze-
my wielomiany (3.3) o tej samej wias-
nosci. Wypiszemy Jje ograniczajac sig
do wielomianéw do szdstego stopnia
wilgeznie:

=Wpo=1,
2 ] ]/4. - o
:Wz,or—@'f ’ P, *WHE*“”_&??: P, =Wz =1,
e 4 : 212 1
Py=Wio =g &' —1", P.;=W3,1:—2]-/,f§3n+ R
(4.3) T
2 11 - - ‘ Ve, 1
Py — Woa—s & —gints  Py=Wis—lg- b +5 "
e B 10, BV2 2,
Py= Woo = oo 88— &' —L° f 5o,
J— 4]/2 5 2 .4 7]/2 _];9_ G
P1QfW5,i_— 24:3 5 + é rl'_ 277] +
Warunki brzegowe sé nastepujace:
. K K _PK(Ey
K(&,n=0 == dia n=+1,
(4.4) €2 | —Ve oeon 1
LK, m] =0, LK, )] =0 dla &=-1,
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gdzie Ly 1 Ly oznaczajyy operatory:
_® L 2 ¢ ay3 o
P o9& T g1 oy 9 0fdy

o _4V2 o 14 0 _4y2
0E 9 OFion ' 27 0Edy* 81 O’

L
{4.5)
Ly=

Aby spetni¢ w przyblizony sposob warunki brzegowe, zastosujemy me-
tode najmniejszych kwadratéw. Do wyznaczenia wspolczynnikéw ¢
otrzymujemy nastepujacy uklad roéwnan algebralcznych symetryczny
wezgledem glownej przekatnej:

(4.6) > Aiper+ Bp=0 (k=1,2,..,7),
=1

gdzie wprowadzono oznaczenia:

1
As.kﬁof {(Ly [P Ly [P} 4 Ly [Pe] Ly [Pali=—y +

+ (L [P] L, [Pk] + Ly I.Pi] L, [Pk})é':l} dn +
1

{4.7) { (d P s 07 PL)((}’ Py waﬂpk)
+ [P Pat —V2 750 \one ”]/2m]n=1d"e’

-1

= f (L1 1Kol Ly [Pel + Lo [Kol Ly [Palde——y +
: *FT(Lt [Ko] L1 [Pk} ‘|‘ Lz {Ko] Lz {Pkl)§=1} d"? +

1
0°K, — 62KO) (aﬂpk — o Pk)}

+), o (2 Gl o Vo), %

Maciefz obliczonych wspélczynnikéw ukladu oraz wyrazy wolne za-

wiera tablica 1.
Koleine przyblizenia rozwigzania dla n =28, 9, 10 podane s3 w tablicy 2.

Tablica 2

T C Cy C3 Cy Cs Cg Cy Ca Cy Cio

8 81,6i305 984516 1,12037 —39.8142 —2,77530 151234 —0,20085 5,28523 — —
] 34,7183 9,83808 12,2373 - 43,08646 —2,86471 1,82436 --0,25624 4,82082 —0,43152 —
10 2402016 9,72727 123045 —44,32273 —2,0074F 1,87738 --0,24784 4,54228 —0,49206 —0,87242
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Dla zorientowania sie w zbieznosei zastosowanej metody zbadamy,. |
w jakim stopniu kolejne przyblizenia spelniajg warunki brzegowe. W tym
celu porownamy Srednie bledy m okreSlone w sposéb nastepujacy:

_ K
0o a
]/2050?7

i n 2 1 9
(4.8) mﬂul{j[KOJchiPi] d5+f[d s
4 1 =1 =1 sl Oy

n azpi = a2Pi 19 1 ( ‘ n ) .
+ cz(an—g—;/_z«a%%””dﬂ Gf l L, K, +i§chl [Pf]) +

i=1 f=—1

et Y onea]]_Yart ffraie + Yetalrl] &

2
E=1 Frmm

i 2
+ (Lz (K] + e, [P;])g l}dn},
= =

Obok catkowitego bledu $redniego m poréwnamy rdéwniez poszeze-
golne skladniki suiny (4.8) oznaczone kolejno przez my, mgy, mg i my4. Przed—
stawiaja one bowiem $rednie odchylenia od danych wartosci dla ugiecia.
oraz sil brzegowych. Zestawienie tych wielkosci zawiera tabl. 3 (wszyst—

kie wartoéci pomnozone przez 25612 ). '

Tablica 3
-'n, My My my s m
8 -+ 2,089 - +1842 143,49 -+ 239,42 +172,56
9 41,432 -£13,64 + 35,28 =+ 151,61 : 4 110,49
10 + 1,002 +969 k32,28 d-91,82 £ 69,17

W stosunku do odpowiednich odchyler Srednich, ktére wykazujg czedé
osobliwa ugiecia i rozpatrywanych sil brzegowych, wynoszacych kolejno
+9,825; + 90,53; + 278,26; + 620,43 érednie bledy m; dla n=10 sta-
nowia odpowiednio 10,2%, 10,79/, 11,6%, 14,8%s. ,

Przy tym stopniu dokiadnogei mozemy powierzchnie wplywows ugie-
cia zapisa¢ w postaci:

. 1
(4.9) K9 = =

T 956 V2 aD,
—{3&L3y2 &n 4+ 5,5 0% + 34,02918 P,49,72727P;4-1,23045 P,—
— 44,32273 P, 2,90745 P;-|- 1,87733 P, — 0,24784 P,+4,84228 P,

— 0,43206 P, — 0,87242 P, ]

(E+V 28+ 45 ) In(& 1 V24 4,59%) —

Rézniczkujae funkeje K (&, 1) wzgledem wspélrzednyeh punktu przy-
lozenia sily wedlug wzoréw (1.24) mozemy ofrzymaé powierzchnie wply-
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Rys. 5

Rys 6

=H

Rys, 7
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| wowe dla poszczeg“élnych. wielkosei przekrojowych. Tak na przyklad dla
momentéw zginajacego i gskrecajgcego oraz sily poprzeczne] uzyskamy
w ten sposéb nastepujace wyrazenia:

1 84t
In(&2+y2 4,579 _ —
Tom ln(f +V2&n+4597) + Sy aen T dnn

— 10,9107 — 0,2275 £2+ 1,2324 &y + 6,6508 2+ 0,0171 £ —
— 0,0254 £9— 0,7625 &7 +-0,3122 &* + 1,6321 7;4] .,

Mﬂ=

8]/5 &n

410 M ) _

(410) o sfaz Er Yoty tasy

09,1552 — 1,5123 &2 2,1784 £y -+ 1,7096 12 0,0829 £ —
— 0,2285 & — 0,7635 242 3,1805 &P+ 1,2612 n‘] .

{In (€242 8+ 4,597 —

1 &
T —0,7183 £+ 0,08771/ 29—
£ ( +V 28+ 4507 £ Vo

e 0,0597 £ — 0,2107 1/ 2 £ -+ 0,3847 &y + 0,4444 /2 ) .
7

Wykresy (rys. 5-7) na s. 257 przedstawiajy plany warstwicowe tych
powierzchni,
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Peszwowme

OIPEJNEJEHWE TOBEPXHOCTEN BAVSHUA ITAA TJIACTHHOK
B ®OPME ITAPAJINEJIOFPAMMA

B pafore mnpmBOomMTCA PAaCcYeT IOBEPXHOCTeH RIMAHKA (QyHEImMA
T'puua) gugd TOHKEX IISCTHHOK B hopMe NapajiiesorpaMma. Daccysxme—
HUA UPOBOIMIAMCE UIPH HMCHOOJNL30BEHKWY KOCOYIONBHON TIPAMOIMHEHIION
KOOPIMIATIEON CHCTEMEI, OCK KOTOPOH MapaineNbibl K CTOPOUAM TLIacTHH-
kH. B pafore rpUHEMMAKTCS TPEAIONICAKOHNA KAACCHIECKON TeOPUN TOHKITK
NISCTMHOK ¢ MAaJbIMl NporubaMir; KpoMe TOIG, IPERBOJIANAeTCH, 9TO A~
CTHHEa W3ITOTORICHA M2 OFHOPORHOTO, AMWBOTPOITHOTD, abCcoIoTHo YIPY-
TOTO MaTepHala ¥ MMEeT B KaXKJI0H TOYKe OJHYy IIJ0CKOCThL YIPYTOH CHMM-
METONM, IaPaNNSIBHYH K CPeIMRREON TTACCKCCTH TTHaCTHHKH,

B mrr, 1 BRIBOSATCA 2aBMCHMOCTH MEKAY IPOTMOOM TLITACTHHKY M CTaTH-
YeCKMMM BeIWIHHaMM, CcocTaBiaeTed AudpepeHIIMalbHoe YpaBHeHKMe TI0-
BepXHCCTH M3ruba NIIACTHHEM I CNyYasg aHU30TPONMM M OPTOTPOINH;
dropMyIMPYIOTCA TAKXe KpaeBble yeaoBmA s mambosee mpocThIX Ciy-
YaeR JaRPETICIA Kpad. .

B mkr. 2 nposomured. pacyer 0cofbIX FacTell HOBEPXHOCTH BIIMTHM
naruda JH AHUSOTPOIHBIX, OPTOTRONHETK M M30TPOTHELE IIACTHHOK METO—
zom, aHEeIV FO, MoCCaK 0B CK MM Jid cloyuasd TPAMOYTONBHON KOOp=
AMHATHON CHCTeMBL '

B mrT. 3 paerca cueTeMa ITOJIMHOMOB, IFpM IICMOLIM KOTOPBIX MOIKHO
OIPENeNnMTh PETYIAPHBIE TaCTH [IOBEPXHOCTEN BIMSHWA.

B zaxmounTennnoi HacTi paboThl IPMBONETCH UMCIOBON TpmMep.
PaccmatpubaeTcs OpTOTPOIIHAS IIACTHHKS B (bopMe MapaiiefoTpaMMa Co
CTOPOHAMM @ ==b==2 ¥ OCTPEIM YIMIOM y BepIumHEL ¢ ==45°, nBe TpOTH-
BOTIOJIOZHEIE CPOPOHBL KOTOPOTO CBoGOIHO OMepPTH, 8 0CTALEbIE CBOBOmHDL.
Kpaesple yCeroBHA yAOBAETBORAIOTCH B NpUOIMmEHMM, [IPUMEHAS MEeTOZ
HaUMEHHIKX KBaApaToB, JIg OpMEeHTHPROREM OTHOCHTENLHO CXOTMMOCTH
IPHMMEHSIHOTO METOa, CPABHMBAIOTCH TPH TIOCALA0RATEIBHBIX TPUOIMKe-
HAA Ipi 1= §, 9, 10, oupegenas cooTEETCTBYIONME CPENHKE TOTHEITHOCTH.
Hpuiararorea JaMuapHbIe TMIAHL TOBEPXHOCTCH BIMSHUA M3THDAIOIIETO
¥ CEKPYIMBAIONIETs MOMEHTOB M MNePepe3bIBAIOIeit CHIIbL
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Summary

COMPUTATION OF THE INFLUENCE SURFACES OF PLATES
IN THE FOREM FOR PARALLELOGRAMS

This paper is devoted to the computation of influence surfaces
(Green’s functions) for plates having the form of parallelograms.” An
obligue rectilinear system is considered the axes of which are parallel fo
the sides of the plate. The assumptions are those of the classical theory
of thin plates with small deflections, and that the plate iz homogeneous,
anisotropic, perfectly elastic and has at every point one plane of elastic
symmelry parallel fo the middle plane.

In Sec. 1, the relations between the deflection and the cross-section
quantities are derived as well as the differential equation of the deflection

surface in the case of anisotropy and orthotropy. The boundary conditions
are formulated in the simplest cases of support.

Sec. 2 contains the computation of the singular parts of the influence
surface of deflection for anisotropic, orthotropic and isotropic plates in
a manner given by J. Mossakowski for orthogonal coordinates,

In Bec. 3 a system of polynomials is given by means of which regular
parts of the influence surfaces may be determined.

Finally, a numerical example is considered. This concerns an ortho-
tropic plate in the form of a parallelogram, the sides of which are
¢ ==b=2, the acute angle between the sides being 45°. Two opposite
sides are simply supported, the remaining edges are free. The boundary
conditions are satisfied in an approximate manner by means of the method
of least squares. In order to appraise the convergence of the method used,
the three successive approximations for n=2§,9,10 are compared by
computing the mean errors. Diagrams of contour lines of the influence
surfaces for the bending moment, the twisting moment and the shearing
force are presented.
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