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W pracy omoéwiona jest plyta ortoiropowa o niesymetrycznych ze-
brach. Zebra polaczone sa z plyta monolitycznie, to znaczy, Ze z Zeber
przenosza sie na plyte sily tnace, skierowane wzdiuz i prostopadle do ze-
bra, sily pionowe oraz momenty wzdiuz styku. Dla plyty przyjeto zaioze-
nia teorii ortotropowych plyt cienkich. Odnoénie zeber przyigto, ze sa one
cienkosciennymi pretami o przekroju otwartym oraz Ze kat miedzy ze-
brami i plyta w miejscu polaczenia po obecigzeniu nie ulega zmianie.

Zagadnienie plyt wzmocnionych Zebrami rozpatrywane bylo w lite-
raturze przy réznych zalozeniach upraszezajacych i za pomoca roznych
metod matematycznych. : .

Plytami podpartymi zebrami o styku ktéry nie przenosi ani sil tna-
cych ani momentéw z Zebra na plyte zajmowalo si¢ wielu autoréw, mig-
dzy innymi Timoszenko, [13], R. Barbré, [14], W. Nowa-
cki, [15].

Przypadkiem #eber prostokatnych jednostronnych pelaczonych mono-
lityeznie zajmowali sie Homberg, [16], i M. Sokolowski, [17].
Homberg w cytowane] pracy analizuje wplyw tarczy na prace rusztu
metodami stosowanymi w ‘mechanice budowli. M. Sokolowski roz-
patruje wyboczenie pasma plytowego z zebrami o réwnych odstepach.
Praca ta odnosi 5ié w zasadzie do przypadku, gdy rozstaw zeber jest zbli-
zony do rozpietodci plyty.

Dla rozstawdw Zebér malych w poréwnamiu z rozpigtodcig plyty naj-
korzystniej jest zastapié¢ nieciagly model zeber przez matematyczny
ciagly model zastepczy. Nieki6rzy autorzy ujmuja omawiane zagadnienie
jako przypadek plyty ortotropowej. Nalezy wymieni¢ tutaj nastepujacych
autorow: M.T. Huber, (18], E. Chwalla, {19}, S.G. Lechnie-
ki, [20], W. Cornelius, [21]. Ten ostatni proponuje nawet obliczenie
rusziéw mostowych na podstawie teorii plyt ortotropowych.

Szezegélows analize pracy statycznej lekkiej jezdni mostowej (plyta
7 zebrami teowymi) przeprowadzono do§wiadezalnie na modelu w Zakia-
dzie Mechaniki Budowli Politechniki Gdanskiej, [10]. Badania wykazaly,
ze naprezenia od zginania pélek (skrecanie skrepowane)} sg znaczne oraz
ze o obojetna w poszezegélnych Zebrach jest zalezna od polozenia i ro-
dzaju obcigzenia. W pewnych przypadkach obcigZenia naprezenia w nie-

275




ktéryeh zebrach s8 jednego znaku. Powyizszych zjawisk nie mozna wy-
tlumaczyé sprowadzajae zagadnienie do przypadku plyty ortotropowej,

Zagadnienie zastepczego modelu cigglego zeber jednostronnych o prze-
kroju prostokatnym rozpatrywane bylo przez A. P£11 gera, Trenksa
iE Ginecke go. Pfliiger, [12] rozwigzal zagadnienie wyboczenia
plyty prostokatnej. Rozwigzanie jego jest szezegélnym przypadkiem roz-
wigzania uzyskanego w niniejszej pracy. Trenks,[11], opierajge sie na
réwnaniach Wyprowadzonych przez Pfligera rozwiazal kilka przy-
padkéw obcigzenia statycznego. E. Gineck e, [22], wyprowadzil réw-
nania rézniczkowe dla plyty z prostokatnymi zebrami jednostronnymi,
W pracy nie ma zadnych rozwigzan ogdélnych ani szczegolowych.

Rys, 1

Praca niniejsza jest rozszerzeniem pracy Pfliigera na prezypadek’
dowolnych zeber cienkosciennych. Rézni sie ona od wWyzej Wymienionych-
prac metods rozwigzania i zawiera Szereg rozwigzan, ktére nawet dla
przypadku plyty z zeberkami prostokatnymi nie byly znane.

W pracy przyjeto uklad wspolrzednych przedstawiony na rys, 1. Po-
tozenie poezatku ukladu podane jest przy wyprowadzeniach odpowiednich
WZOrow. Zasadniczy tok wyprowadzenia réwnan bolega na znalezieniu
Wzoréw na reakcje przy poszczegOlnych stanach odksztaleer i hastepnie
obcigzeniu plyty ortotropowej reakcjami.. Wyprowadzenie wzorow na
reakcje opiera sie na teorii profili cienkosciennych, podanej w monografii
J.Ruteckieg 0, [1]. W niniejszej pracy podano wyprowadzenie po-
wyzszych Wzoréw, poniewaz autor nie znalazl w dostepnej mu literaturze
potrzebnych rozwigzan, ktére mogtby przyja¢ w gotowej postaci.

L. Reakeje zeber przy poszczegdlnyeh stanach odksztalees

Slad przeciecia plaszezyzny $rodkowej plyty =z plaszezyzng do niej
prostopadla przechodzaca przez prosty styku zebra z plyta okresla of, do
ktérej beda odniesione odksztaleenia zebra oraz reakeje od posﬁczégél—'
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riych stanéw odksztalcen, W przekroju. zebra 0§ oznaczona: jest - przéz
punkt 0 (rys. 2). Przemieszczenia plyty, kiére jednoczesnie okreslajg od-
ksztalcenia zebra w kierunku wspélrzednych z, v, Z, oznaczono odpo-~
wiednio przez u, v, w. Za dodatnie przyjeto przemieszezenie skierowane
w strone dodatnich wspolrzednych. Qbrét zebra nackolo narzuconej osi
obrotu O oznaczono przez @ i przyjeto za dodatni, zgodny ze wskazéw-
kami zegara. Przy poszezegélnych przypadkach odkszialcenia Zebra dzia-
Iaja reakcje, ktére bedziemy odnosili do osi 0; sa one przedstawione na
rys. 3. Za dodatnie przyjeto sily skierowane w strone dodatnich: wspot-

T e,

Rys. 2 _ ’ : Rys. 3

rzednych, a momenty dziatajace zgodnie ze wskazéwkami zegara. (Ogolnie
odksztalcenie zebra bedzie scharakteryzowane przez cztery przemiesz-
czenia: u, v, w i . Wyprowadzono wzory na reakcje dla przypadkéw,
gdy wystepuje tylko jedno przemieszezenie ‘przy zalozeniu, ze pozostale
sg rowne zeru. Reakcje oznaczono litera R z dwoma indeksami, z ktérych
-plerwszy wskazuje na kierunek -dzialania, a drugi na przyczyne (stan).
Przyjeto, ze poczatek ukladu wspélrzednych y, z pokrywa sie ze §rodkierh
cigzkodci przekroju Zebra, oznaczonym literg C (rys. 2). ‘

1.14. Obrét naokolo narzuconej osi
obrotu, Jako pierwszy przypadek
rozpatrzono obrét nackolo narzu-
conej osi obrotu przechodzacej

. przez punkt O przy zalozeniu, ze
u=v=~=w—~0. Przyjeto pole po-
wierzehni wycinkowej za dodat-
nie w przypadku, gdy promien
wodzgcy porusza sle zgodnie ze
wskazéwkami zegara. Ze wzgledu
na przyjecke warunku, ze prze-
mieszezenie u dla punkiu O réwna sig zeru, wartoéé poczatkowa wspoirzed-
nej wycinkowej jest réwna zeru. Wykres pola powierzchni wycinkowej
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przedstawiono przykladowo na rys. 4. Tak otrzymany wykres- pola po-
wierzchni wycinkowej ® mozna przedstawic w postaci:
(1-1) ’ EJ:(U"_U)Q, .
gdzie o, jest wartoscig stala okreslong nastepujaca zaleZznogeig:
[wda
A
A
Przy takim zalozeniu  jest polem powierzchni wycinkowe] liczonym off
poczatkowego gléwnego promienia.
Zgodnie z podstawowymi zalezno$ciami feorii profili cienkoscien-
nych, [1], naprezenia normalne sg okre§lone wzorem

{1.3) . g == {0 — w,) EG",

(1.2) Wy =— —

Reakecje poziomsa obliczono z warunku roéwnowagi rzutow sit na kie-
runek osi x Rzutujac wszystkie sily dmalamce na element belki o dia-
godci dx na osi x otrzymano

Ruodx + | dodd =0.
. A
Po podstawieniu o z réwnania (1.3) i uwzglednieniu zaleinosei (1.2}
1eakc1a bedzie okreslona zaleimoscig

1~4) . Rg[@ :**CUOEA@:”

Dla akreslenia pozosialych reakcji potrzebny jest wzér na naprezenia $ci-
najace: zgodnie z teoria profili cienkoéciennych naprezenia $cinajgce okre-
slone sa wzorem

{1.5) —=q,— {dA

gdzie g oznacza strumiefl naprezen $cinajacych réwnomiernie roziozonych
wzdtuz grubosci scianki, a gy poczatkowa warto$¢ strumienia naprezen
gcinajacych. :

Poczatkowa wartoéé strumienia naprezen Scinajgcych zwigzana jest .
z reakceig Ree zalernodcig

(1‘6} QQ:_RHQ‘J-

Podstawiajac do wzoru (1.5) ¢ z zaleznoSci (1.3) oraz q, ze wzoru (1.6)
przy uwzglednieniu wzoru (1.4) po uproszezeniu otrzymano
5 s

(1.7 q—FO" (A, —w, | dA+ [ wdA).
0

0
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Reakcjé pionows Ree obliczono z warunku, Ze suma rzutéw sit dziala-
jacych na element o diugosci dx na o$ z réwna sie zZeru. Po prostych prze-
ksztalceniach otrzymano
dq
Rug=— | 5 dz.
@ f d dz
A

Po podstawieniu g ze wzoru (1.7} i Wykonaniu catkowania przez czefci
reakeja Rwe okre$lona bedzie wzorem
(1.8) Rue = ESoy O 4 2z, 0, EAOVY,
gdzie
Say = J 2odA
A

oznacza wycinkowo-liniowy statyczny moment bezwladno$ci przekroju
wzgledem osi y.

Analogicznie otrzymano wzor na reakcje Re:
{1.9) . Roo = ESu: 0V + Yy, 0, EAG™,

Suma momentéw wszystkich sil dzialajacych na element zebra o diu-
godel dx okreslona jest réwnaniem

Roodx + [ dghds 4 GJa0" =0,
A

gdzie GJg jest sztywnoscia na czyste skrecanie.

Po podstawieniu gz zaleznofei (1.7) i wykonaniu calkowania. przez
ezesel otrzymano
(1.10) Reo = EJo O + 0} EAOV—GJ1 6"

1.2, Zginanie w plaszczyZnie pionowej. W przypadku stanu w=£0

ia w==v==0 =0, mamy do- czynienia ze zginaniem przy narzuconej o0si
obojetnej, Wykres napreZen powstajacy w tym 0 |

przypadku  przedstawiono przykladowo na , ,

rys. 5. W tym stanie -odksztalcenia naprezenia
normalne okre$lone sa wzorem @

{1.11) o =(2 — 2;) Ew".

Rys. 5

7 warunku réwnowagi sit w kierunku osi x dzialajacych na element diu-
" goéei dx otrzymano

(112) Ruw == —2¢ EAW".

Strumien naprezen Scinajacych okreslony jest wzorem

s -5
q—Ew" (2 A—z [ dA+ [ zdA).
0 i}
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Wykonujae dzialania analogiczne do odpowiednich przy Wyprowadzemu
reakeji przy obrocie naokolo narzuconégo- punktu obrotu otrzyma.no

(1.13) Ruw = EJy wi¥ 42 EA 1Y,
(1'14) Roy = EJzy WY + 2.y E A wlY,
(115) SR " Rew=ESuy WV o,z EA 'LUI\' - e T

1.3, Zginanie w plaszezyznie poziomej. W przypadku stanu v 3& U oraz
% ==w==0==10 naprezenia normalne okreélone sa wzorem:

(1.18) ’ o =={y —yc) Ev"".
Poszlzzegélne reakeje okreslone sg zaleznogciami:

(117 " Rw=—y.EAV",

(1.18) Ruo == EJ -y 01V 4 2,y BA vLY,

(1.19) | Ryo— EL oV + g2 EA WY,

(120) L . Rev=ESw: V"V yr 0, EA vY.

1.4. Stan przemieszczenia u, W stanie odksztalcen u £ 0 oraz v e we=
= 0 == 0 naprezenia normalne w przekroju zebra ckreslone sa wzorem

(1.21) -

- aki stan odksztalcen jest w ogdlnosci mozliwy tylko w przypadku
istnienia odpowiednich reakeji, ktére go wymuszaja. Z warunku réwno-
wagi rzutdw na of x sit dmalagacych na element belki o diugoéci dm otrzy—
mano

(;1 ."2-2) . Ruyg=—EAu".

- Strumien haprezen Scinajacych okredlony jest wzorem: .
q=Eu" (A— f dA).

Analoglczme jak w punkecie 1.1 ofrzymano wzory na pozostale reakcge

(1.23) B - Ryw=z:EAU",
(1.24:) qu = yg EA u’”,
(1.25) Rou=w, EAu"".

Jezeli wszystkie reakcje zapisaé w postaci macierzy, to przy zmianie kon-
wencji znakéw przyjetej odnodnie reakeji R, macierz bedzie symetryczna
wzgledem gléwnej przekatnej. Symetna ta wynika z twierdzenia o wza-
jemnoscl przesunieé,
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2. Roéwnania rézniczkowe rozpatrywanego zagadnienia o

24. Wyprowadzenie rdwnaii rézniezkowych zagadnienia, Dla Wyprowa—_ S

dzenia réwnan roznlczkowych uwazamy, ze plyta ortoiropowa jest obeia-
zona reakejami Zeber. Przechodzge ze skonczonego rozstawu zeber do
nieskonczone] liczby nalezy wszystkie wielkogei charakterystyczne reie
przekroju zebra podzieli¢ przez rozstaw zeber. W dalszych wyprowadze-
niach przyjmuje sie, ze wielko$cl te s obliczone na jednostke diugosei bez
wprowadzenia specjalnych oznaczer, azeby nie komplikowaé symboliki,
Rownanie rozniczkowe plyty ortotropowej ma postaé
64 Hw *w
(2.1) +2nya % oy — -+ D Tyt
gdzie Dy, Dyy, Dy oznaczaja odpowiednie sztywnosci oraz gdzie g jest
jednostkowym obcigzeniem plyty. W omawianym przypadku przy ozpa-
czeniu przez p obcigzenia zewnetrznego g okreslone b@dzm po uwzgled-
nieniu reakcji sif 1 momentéw za pomocs wzoru ‘

e

(2.2) ¢=p — (Rwd + Ruww + Ruwo + Reu) + aa {Ree + Row - Roo + Reu).

Przyjmujae, Zze kat pomiedzy piyta a zebrem nie ulega zmlanle po obma—
Zeniu, mozna kal obrotu wyrazi¢ w zaleznosci od funkeji ugiecia plyty
wzorem -

(2.3) &) =

Poziome 0bc1azen1e z zeber plyta bedzie przenosila jako tarcza obcig-
zona w swojej plaszezyZnie. Réwnania réwnowagi tarczy maJe; postac -
ON; , 0N,y ' ONiy | ON, e
24 - = - _+..d + X = o oy +Y=0, . -
gdzxe ‘Przez Ni i Ny oznaczono sﬂiy normalne wewnetrzne skierowane od-
powiednio -wzdluz osi x 1 y. We wzorach tych N,, oznacza sile tngeg wy-
padkowq naprezen ‘cinajacych, dzialajacych na grubodei piyty, X 1Y sily
obcigzajace dziatajace odpowiednio w kierunku osi x i .

Zaleznoscl miedzy sitami Ny, Nyy i N, a przemieszezeniami otrzymano
7z réwnan dla’ przestrzennego stanu odksztalcen przy uwzglednieniu pla-
skiego stanu naprezen, ([2], s. 15).

+ Po Wprowadzenlu nastepugacych 0zZnaczZen:

o

AZ
c=hlA ( 1*3.)
Ho=hidu—4" v
Ho=n(a, A A ),
Ay
(2.5) ( o ;
Hy~=hlA )
22 | 22 Asg
HGBMhASBs
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otrzymano

d d
l Nx:Hn'a%"“HiaE%;
: ¢ d
(2-6) i Ny‘:ngg;“*'Hzaa'%:
 ou | v
l ny:HGﬁ (ay—f‘(ﬁ)

Po podstawieniu prawych stron wzoréw (2.6) do réwnan rownowagl (2.4)
otrzymuje sie réwnania przemieszczeniowe zagadnienia:
62 02 . 62
(H“W + Hyg @"ﬁ) u -+ (Hgs + Hio) ox oy’ + X=0,
(2.7)

0* 0* 0%
(Hzﬂw + HGF’O&:—Z) v+ (Hg + Hip) mu + Y= 0

Wspélczyﬁniki I, w przypadku technicznej ortotropii plyty z zebrami
(rys. 6) przy przyjeciu, ze szeroko$¢ zeber jest znikomo mala, mozna wy-
razié wzorami: :

) Az‘ 20
Hn:E(l—_jpé‘F‘f), Hm:‘El—vz’
(2.8)
_ 4 A\ g9
Hgg—E(l_—_vgg'_}— b )’ HGBME2(1+’P),

gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:
J jest gruboicia blachy, Az przekrojem zebra rownoleglego do osi x,
A;, przekrojem Zzebra réwnoleglego do osi y, a rozstawem zeber réwno-
leglych do osi x, b rozsta-

/) -
/ // / y -wem zeber réwnoleglych do
| E——

osi y oraz » liczbg -Pois-

} EAZ:’H
sona.
' Dla uzyskania réwnan
/// = y
X

tarczy w omawianym przy-
- a ~ padku nalezy do réwnan (2.7)
podstawié za obcigzenie X 1Y
odpowiednie reakcje obliczo-
ne dla poszczegélnych stanéw odksztalcen. Obciazenia X i Y wyraza sie
Za pomocs wWzorow:

(2-9) X= Ru@ + Ruw ’|‘ Rys + Ruu, Y= Rv@ ‘l‘ R'uw + Rew + Rau.

Porp(')dstawieniu reakeji zeber dla poszezegélnych stanéw odkszialcen do
réwnan (2.2) 1 (2.9) oraz wprowadzeniu tak uzyskanych wyrazen do row-

Rys. 6

282



nan (2.1) i (2.7) otrzymano uklad 1"ownan 1ozn1czkowych 0 zego zagad;.
nienia: : :

] Lign 1t + Lm;l v ‘I‘ Lmuw = 0,
Loyt + Lyw v + Loww==0,

'(2.10)
l Lwatt -+ Laov 4 Lpwt == p,

gdzie przez L 0znaczono odpowiednie operatory rézniczkowe:

P 03
Lfm (Hﬂ + EA) 6 2 _3_ H(:h aya H

f
2.11) ! Lw = (Hyy + Hys)- s -y EA5 )3
]I ny —— ({1 12 a a Ye a
ly _pa AR
Low EA ox? Ze Wy dy )
d o
i Ly == (Hy + Hm)& ay — Y EAdﬁ ’
' g O a9 0?
(212) {I Lm':*(EJz‘i‘ EAy,_g) +H92 d 3+H66 axai
! aa 64
Lﬂw (Esmz + wy 'yc EA) a d (EJZ,V + Ze yr EA) a

d‘ Jd
(2 13) | L (ES + EA)- il -4 (EJ EA) *r
LY ! o = @z 'yc Wy 0 a 2y -+ Yo Ze d.’L‘l '
|

dl al 06
wa—Dy a 4+(2D,\,y‘|“GJd)a za —3 (EJw+w9EA)

+

ox*0y®
q

]
+ (De+ By +2EA) 5 -

Otrzymane operatory nie sa symetryczne. Pochodzi to stad, ze cztery
stany odksztalcers doprowadzono do trzech réwnan rézniczkowych.

2.9, Przeksztalcenie réwnaih réiniczkowych. W dalszych rozwazaniach wy-
godniej bedzie przedstawié przesuniecia w w postaci sumy dwoch wyra-
zent. Jezeli przyjmie sie, e

£2.14) U=, + Ug,
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to na jedna z tych funkeji np. v mozna narzuci¢ dowolny warunek. Przy-
jeto, ze Tunkeja uy okreflona jest nastepujaca zaleinogcig

EA 6310)

: w
(2.15) u2=—m(2g'@+yca+womé .

Po podstawieniu u, do réwnania (2.14) otrzymano wzér na przemiesz-
czenle w w zaleznosci od nowej funkeji w, w postaci

(2.16) U=1u; — H11+EA( ax—f“ cam+mﬂay).

Réwnania rézniczkowe naszego zagadnienia (2.10) po podstawieniu za-
leznoSci (2.16) bedg mialy postaé:

Liuwuy + Lisv + Ly w == 0,
(217} ’Lga w,y + Lgv'v + Liyw = 0,

Ligutty + Lot + Liww = o,

gdzie przez L}, oznaczono nastepujace operatory rozniczkowe:

62 62
auﬂHnd o +H666—yz:

1 % L 2
(2. 7.1) n | Lavz(Hﬁﬁ+H12) dxdy_wycHEEW!
% aa £l % 6
Luw=—H ox 0y® (Za + oy @)’
* - a *. * a3
Lion = (Hyg + H12)m - y"HﬂW’

0® 0* ot . o®

l
(2.18) {Ly H,, 3y G T Hoo g — B -5 5 yj\Hgﬁ“l‘.Hm)Ws
l ‘Lﬁw: z (EJzy +ESE, ac_;) (Hyo -+ o) -a;‘% (z: +o a%)
Bl
{ N N e e i e

;Tﬂ:Dy"'a?_{'zDin Dma:LAd 2+Dxa PR
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w ktorych z kolei 0znaczono:

HYY H11 + EA
D! =D, + EJ, + 2Ea — 22 A
Dy = Diy -+ 0 5'G.Lf, )
Zi=z FA’
4 c H?«' 1
v —y EA
Ty -
(2.20) H :
. " EA
Wy == wo?:
V2
D —EJw—i- wOEA— g(—EA .
o Hn
EJ;J; :EJzy + .Zc Ye EA -2 Ye (EI?L)
Hy,
2
EJz "'—EJZ + yCEA_yz(_Eléi)r
Hll
EA
ES:;:; =ESu: + Y0, EA— Yewy (H*)

W1e1k05c1 oznaczone gwiazdksa posiadajg dosyé prosty sens fizyczny. S4
one charakterystykami przekroju zebra, z tzw. sprowadzonym polem po-
wierzehni pliyty, odniesionym do érodka cieskosci (rys. 7).

Przez sprowadzone pole powierzchni plyty T 1
palezy rozumied wielkos¢ Hy/E i tak np. it‘-———ie—-u*wJ[
w przypadku plyty izotropowej sprowadzone — ;
pole powierzchni réwna sie o/(1 — 7).

Na rysunku 7 oznaczono prz’f y* 1 2% osie
wspolrzednych przechodzace przez = $rodek
ciezkofci calego sprowadzonego przekroju.
Za pomocy prostych przeksztalcen otrzymuje
si¢ znaczenie fizyczne wyrazen (2.20). I tak
Hj; réwna sie calkowitemu polu powierzchni pornnozonej przez modul
sprezystofei; ¢! i 2 to wspolrzedne punktu O w nowym ukladzie. osi
Wspolrzgdnych y* 1 2* przechodzacych przez srodek calego przekroju C*;
D} to sztywnoéé na zginanie calego przekroju; EJ?, i EJ; to momenty bez—-
wladnodci calego przekroju we wspélrzednych y*, z¥, Te uwagi dotycza
takze charakterysiyk wycinkowych przekroju. Oznaczono przez «* pola
powierzchni wycinkowych dla catego przekroju sprowadzonego liczone od

Rys. 7
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gléwnego' poczatkowego promienia. Nowe pola powierzchni wycinkowych
roznig sie od pol powierzchni sektorialnych dla samego Zebra o wielkos¢
stalg dla calego przekroju Awg:

{2.21) o' = + An,.

Warunek, ze wypadkowa sila naprezefn normalnych réwna sie zeru, spro-
wadza sie do rownania

_'_I_Il}

(2.22) Jw dA -+ o) 3 =0.

Podstawiajge (2.21) do (2.22) po uporzadkowaniu otrzymano

. EA
wy == wﬂ?: .

co jest identyczne z odpowiednim wyrazeniem w zaleznosciach (2.20).
Analogiczne rozumowania prowadza do wniosku, ze Di/E to wycin-
kowy moment bezwiladnosci calego przekroju, Si: to wycinkowo-liniowy
statyczny moment przekroju sprowadzonego wzgledem osi 2*. ‘
Przy obliczeniach nie jest konieczne wyznaczenie 'charakterystyk prze-
kroju dla odcietego zebra; nalezy od razu wyznaczaé charakterysiyki dla
przekroju ze sprowadzonym polem powierzchni piyty odniesionym do
srodka ciezkosci plyty.: ~
2.3. Przypadek obeiazenia mleanego od czasu oraz zagadmienic wyboczenia.
Wzory (2.20) wskazuja, ze istnieje mozliwosé wyprowadzenia réwnan réz-
niczkowych naszego zagadnienia (2.17) wychodzac bezposrednio od ana-
lizy reakcji preta, ktérego przekrdj stanowi Zebro wraz ze sprowadzonym
polem powmwchm plyty dla poszczegblnych standéw odksztalcen. Przed
przystapieniem do podania foku wyprowadzenia
réwnan rézniczkowych wyznaczmy reakcje spro-
wadzonego zebra przy dzialaniv mimosrodowe] sily
$ciskajacej oraz reakcje przy drganiach konstruk-
4 ¢ji. Umozliwi to rozszerzenie zagadnienia na zja-
wisko wyboczenia oraz obciazenia dynamicznego.
Niech sila &ciskajaca P dziala na mimosrodzie
e,i e, odniesionym do ukiadu wspolrzednych y* 1 2%,
Rys. 8 ktorego poczatek pokrywa- sie ze srodlnem cxezkoo,c;
catego przekroju (rys. 8).
Tok postepowania przyjeto z prac [1].i [3]. Przyjmijmy, ze pret doznal
iylko ugiecia pionowego. Naprezenia normalne od sily P przed wybocze-
niem okrefléne sa przy zalozeniu Hj,=—0 wzorem '

1 eyt | ez |
2.2 =P 2L EE
{2.23) a P( s -k 7 4 7 ), 1
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gdzie przez A® oznaczono sprowadzone pole przekroju Zebra. Po odksztal-
ceniu kat miedzy napreZeniami normalnymi ¢ w przekrojach odleglych
o dx okreflony jest przez pochodng — d%w/dx®. Rzutujac sily na plasz-
€ZyzZne mc:const otrzymuje sie elementarne obcigzenie okre§lone zalez-
noscig

_ 62
Reakcja pionowa wyrazi sie suma elementarnych przyrostow ze znakiem
przeciwnym:

: ] d?w
£2.25) Rf= 1o e dA.
A

Uwzgledniajac wzory (2.25) i {2.23) otrzymanc po scalkowaniu
62

Rif =P

“Wystepujacy moment reakeji mozna obliczy¢ calkujge elementarne mo-
menty elementarnych sil. W identyczny sposob wyznaczono reakcje przy
poszezegblnych stanach odksztalcenn. W ten sposéb otrzymano:

i *
R:v% _ P (yf_ ey {;:) @ Rzg — P (z.; e}' ‘;‘:’) @ ¥
Jo J J -
Ry§ =0, R”%P(A* ey Jif’+ zj;”) R = P,
R — R — 0. R*™ — — Pl en— .9\ 00
{2.26) oW 0, nw ? B Ye— &y €z J; w,
RiP— 0, REP == Pv”, R =0,
Ly * J
R"é’i,:P(zz ey J:')v ,

@dzie wprowadzono nastepujgce oznaczenia
Jo= | 0?dA
A
“jest biegunowym momentem bezwladnodel wzgledem punktu O,
=@— 2z + (y~y)*
kwadratem odleglodel punktu przekroju od punktu O oraz

_J;nﬁfyg?‘dA, Jyozf zp?dA.
‘ A d
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. Reaklcje rownowazgce obcigzZenia, wystepujgee Przy ugieciach Zaleg--
nych ‘od czasy, wyznaczono wedlug zasady dAlemberta. Przyjeto.
Elll_p"'rQ.Sjz"c‘_:z?onnei zalozenie, e masa jest skupiona w srodku cierkose nfleig.
Prijmijmy ukla'd_wspélrzé;dnych pr'zeéhodz@cyc_ﬁ przez $rodek cigfkoé.qi..
mas. Nowe wspblrzedne oznaczone przez 3 i z. Nalezy ZAZnaczye, ie
W ogélnym przypadku srodek mas nie musi pokrywaé sie ze érodkiem
cigzkodci. Wyprowadzenie poszezegdlnych reakeji Jest proste i nie Wi—

sa

[ Bog=—My.6, R:M—pMzé, Re=0  RY—=16,
(2.27) {l How = M, Ry =0, R =0, RgM = — Miih .

| Ry =0, R)M —— 15, RiM— g, REM = Mz,

IRZ?f:Of Ror =, RiM—Mi, RM—g

gdzie wprowadzono oznaczenia: M jest masg Jednostkows diugogei. preta,.
IO .biegunowyrn momentem bezwladnosci mas jednostkowej dlugosei preta
wzgledem punkty O, Ze, Y, wspdlrzednymi punktu O W ukladzie przecho-
dzacym przez drodek cigzkodel mas (we wzorach tych kropkami oznaczono.
pochodne wzgledem czasu). _

Okreslenie reakcji dla schematuy preta o przekroju zebra ze skupionym.
sprowadzonym polem powierzchni plyty jest w zasadzie powtérzeniem

Wiadaly czterem Przemieszezeniom: @, w, » i U, . e

Trzeba zwrécié uwage, ze w tym przypadku o* jest polem powierzeh—
ni liczonym od gléwnego poczatkowego bromienia;. przy stanach odksztal-
ced w i v of obojetna przechodzi przez Srodek ciezkosci sprowadzonego-
przekroju; jest przemieszezeniem $rodka cigzkosei Sprowadzonego prze—
kroju. Przy dowolnym stanie odksztatcenia Preemieszezenie u w blycie
okreélone jest zalezno$cig (2.186), ktéra przy wykorzystaniu oznaczen {2.20)
bedzie miata posta¢ S '

" o»

(2.28)



;gdzie wprowadzono oznaczenia: R, R, sa reakcjami utrzymujacymi plyte
w zadanym stanie odksztalcen, skierowanymi odpowiednio w kierunku
4 1 x, Ny jest sila mormalng o kierunku x po odrzuceniu sily zwiazanej
z prrzemicszczeniem u, kiore nalezy do sit wewnetrznych preta. Koncowe
‘wzory na dodatkowe reakcje po podstawieniu do (2.29) prawych stron (2.6)
bedg mialy postaé:

L 02 R T R TEEY)

Ro == Hza a 3 Heg 5£C'3-—{H66+ Hy,) ﬁaa,
{2.30) ' . :

: : : 0y Pu

RH:_(HGH 'jF-Hm)dydi;"— 66 dy;g-

N -y
Podstawiajac do tych wzorsw dla ‘ i,

; - . . Ny + o ity
poszezegdlnych standéw odksztateenn od- o _ y

powiednie v 1 u, obliczone ze wzorow B

(2.28), i do tak otrzymanych reakcji do- —
dajac reakcje zebra, obliczone na pod- M
stawie wzordw z pierwszego rozdzialy Rys. 9

7z uwzglednieniem catego przekroju zebra lacznie ze. sprowadzong po-
Wierzchnia, piyty otrzymano:
dla stanu @_7&0 w——kui_o

64@ : 62
R@@ w)’d4. 2Dx)‘a R

dd
Rz}@ ESmya )
(231 . 0 36
- Rz(ﬂi: ESZZ'O_ ",‘ (Hh(,"f‘ H12) d.‘]’,‘ETy’
ki w dg'@
Rll@:moHr(} \ dyz,
dla stanu w=£0, @=—pv=—1wu, =10
ad
R@w*ESn—:y a i
' 0*w o' w
. wa — Dx a 4 _E— Dj-‘ ay4 ]
2.32
{') i — EI5 L0 ol 4 Hyy W
L Y ot 2: (Hyg 1) G iy
n . S0 w
AL L ‘Row ZZZ’ Hnué’;?ﬁjﬂ;
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dla stanu v =£ 0, @—=w=—1u, —10

4 .
Rbo :ESfﬁz%g,
g*o
& — & il
(2.33) Ruwo = B2y g »
. 0% d2v dtv N v
Riw =— Has 'ag-j‘ - Hyg 555' + E'Ijaxg + Yz (Hn('. + H12) ox? a&y
N g v . 0o
Rye = — (H13 + Hu(;) 55‘@ + Hyo Ye ’m,@;
dla stanu u; =0, @ =w=v=10
d& e aﬂu
R@H == Wg 1"1 ?ﬁ s
oy OF
Riwn = 2¢ H]j ?"-—’?’
x
(234) | ‘
RE, — = 5 6ju1ﬁ(H +H )62"_1
oe — Ye L1 ozt 12 L
0?u Py
RTm = H.fl‘a';gl - Hﬁ“ Ty; '

7 warunku, ze sumy reakcjl Rui 1 Ry oraz suma reakeji pionowyeh
wraz, z momentami sprowadzonymi do pary sil wedlug réwnania (2.2}
réwnaja sie zeru, otrzymano trzy rownania rézniczkowe zagadnienia typu
(2.14), gdzie poszczegdlne operatory rézniczkowe otrzymano w postaci:

. . 92 o2 o
[ Lmz _ Hll‘ag'z” “l’Hﬁﬁ—a—gé-'—“M'W“,
2.35 - 1} Lo == (Hys + Ho) O rH
. i ur == (Heg 12 ox 0y Yellgg o 0>
* ad b3 r o d .
l Luw—- — HGG —amdyfz (Zc + oy, dy) )
3 d & = 63
Loy = (Huu + H;z) Ei@—yCH1] '5;;:
,, a* 0* . O
! Lml = Hgg 652 -I— Hﬁﬁ ExzﬁEJz a‘;_
(2.36) _ . o P 92w
— v Hoe + ) gy — P gm — Mg
v —— T d.’]Cl (EJzy +Esraz 'dg) (HGG+H12)5§3 ay (zc —f" My ag) -

» A YR
P(zc b & J?)_a:r’"ay Mz”ayatz)’



. e )
wﬂ:Hua ( wod )

s 00 (e  pes O
Liw= 35 (EJzy ESh: ay) _
{2.37) s Jzy - _
B CrEy dac'* dy Mze oy 0t>’
94 g 0¢ ot lia

wa-—'Dya 4+2nya 10y D“‘dm“a 2 T Dy, Oxt +P03¢ +-

g2 Jo Ja J 0! AR
TPy g T (‘A‘**e“ Trtes ,,0) wo T Mar Ty gpor

Otrzymane operatory poza wyrazami ujmujgcymi zagadnienie wybo-
czenia i drgan nie roznia sie od poprzednio wyprowadzonych operatoréw
(2.17), (2.18) i (2.19). Drugi tok wyprowadzenia podano giéwnie dlatego, ze
daje on dobry wglad w mechanizm pracy omawianej konstrukeji.

3. Rozwiazanie ukiadu réwnad rozniezkowych

3.4. Rozwigzanie za pomoca fankeji przemieszezei. Ogolne rozwiazanie
moina przedstawié¢ za pomoeca funkeji przemieszezen. Funkcja przemiesz-
czenn ([4], s. 27) okre§lona jest w omawianym przypadku nastepugacym
rownaniem rozniczkowym:

L Luu :;ﬂ Lz'w
! Lgu L:'u L:fﬁw I F= o,

% % % |
wu  Lawy Liw!

{3.1)

gdzie przez F oznaczono funkcje przemieszczen.
Poszezegtlne przemieszezenla wyraza sie przez funkcje przemieszczen
za pomocs Wzordw:

i sz Li;w .
W= . * EF’

: L‘U'U L/{)-w |

[ Liw L
(32) P — *n fw F,
Loy Low
L:u Li@ P
i Lg';m ::’u

W przypadku pasma poddanego obceigZeniu zaleZnemu tylko od zmien-
nej niezaleinej x wszystkie funkecje wuy, v, w i F beda funkcjami jednej
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zmiennej. Wykonujae dzialanie okreslone przez w&znagz_nik operatorowy
(3.1) otrzymano réwnanie réiniczkowe dla pasma w postaci

(3.3) HY (BT — D EJ;) FUO + HY Dy Hy F® =p.
Poszczegblne przemieszezenia wyraza si¢ na podstawie zaleznogc (3 2)
przez funkcje prze-nueszczen w nastepujacy sposdb:
: Uy ==0,
(3.4) | v = H} EJ%, FO,
w == H7, (H66 FW—EJ: FS),

W przypasdku gdy brzegi pasma 53 swobodme podparte i obcigzenie dane
w postaci szeregu Fourier a "

I
Lgs

= Ousinazx,

||
-

T

funkcje przemieszezenr mozna przyjaé w postaci

L1

(3‘5) . F: Fn Sin [ PR o

=
I
&

Podstawiajae (3.5) do réwnania rézniczkowego (3.3) otrzymano wyra-
zenie na wspdélezynniki rozwiniecia. Fouriera funkeji przemieszezen.
Roéwnania (3.4) daja po uwzglednieniu uzyskanej funkeji przemieszezen
nastepujace wzory na przemieszczenia »iw

Z EJ:y on '
o= _p;‘_ *y - e sin a, X,
=1 a;; D (HGG + EJ a EJz_y an )

(3.6)

w = Z % Hye tEJzaﬂ ; sin ag .
@} DX (Hy, + BT oh)— B3

W przypadku, gdy grubos¢é plyty bedzie dazyé do zera, réwnania (3.6)
przejda w zaleznodci:

T ps L Ty
v—n =1 a’i E J}’JZ_“JZJ‘Slnanx
3.7
pﬂ 1 JZ 3
== 2r o — 5 —ginay,
r; ai E J"Jzﬁjzy

kidre sg rownaniami dla belki, w przypadku gdy obcigzenie nie pokrywa
sig z gldwnymi osiami bezwladnoscei.
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Prezyklad 1 (rys.10).-Dla pasma o przekroju przedstawionym na rys. 10
ofrzymano nastgpujace zmniejszenie sztywnosci (zwiekszenie ugiecia pio-
nowego) dla obecigzenia typu p=P, sin gya: gdy n=1 o 0,3%, gdy
n=2=2 o 1,2%,, oraz gdy n=—3 o 2,6%.

Jednoczednie przesuniecie poziome przy §_
n==1 wynosi v =10,0076w, przy n—==2 43
wynosi v=0,0307Tw. Z przykladu wi- L,,. . }
daé, ze zwiekszenie ugiecia ma istotne L e L em .,! LA00 < 0Ux1y

znaczenig dla konstrukeji o bardzo du- Rys. 10
zych zebrach i malej rozpietosci.

3.2, Ogdine rozwiazanie dla plyty z Zebrami symetrycznymi dla dowolnych
warunkéw brzegowych. Rozwigzanie réwnania (3.1) jest w ogélnym przypad-
ku bardzo trudne. Typowe rozwigzanie za pomocg pojedynczych szere-
géw prowadzi do réwnania rodzniczkowego o wspdlczynnikach stalych
1 wyvsokim rzedzie trudnym do rozwinigcia. Jedynie realne jest rozwia-
zanie za pomocy podwdjnych szeregdw. Ogélny tok rozwigzania w przy-
padku szeregu funkcji nie spelniajacych warunkéw brzegowych zagad-
nienia przy zastosowaniu metody energefycznej oraz za pomocy reguly
nieoznaczonego czynnika Lagrange’'a podali Budiansky i Huy,
[9]. W. Nowacki w pracy [5] wykazal mozliwos¢ zastosowania po-
dwojnych szeregéw trygonometrycznych do bezposredniego rozwigzania
plyty zamocowanej. Z. Kaczkowski w pracach [6] i [7] podal ogdlne
rozwigzanie ortotropowej plyty prostokatnej przy dowolnych warunkach
brzegowych. Prace Z. Kaczkowskiego wykazaly, ze zastosowanie
podwijnych - szeregéw daje w pewnych przypadkach bardzo dobre rezul-
taty. Ogdlne rozwigzanie réwnan rozniczkowych zagadnienia (2.17) za po-
moca podwojnych szeregdw przy dowolnych warunkach brzegowych upro-
sci sie znacznie w przypadku, gdy Zebra sa symetryczre wzgledem osi
pionowej. Warunek ten spelnia bardzo wazny praktycznie przypadek plyty
z zebrami teowymi. W dalszym ciggu ograniczono sie do analizy przy-
padku z Zebrami symetrycznymi. _

Dla uproszczenia rozwigzan przyjeto, Ze proste przechodzgce przez
$rodek plyty x==a/2 i y = b/2 sq osiami symetrii konstrukeji oraz obcig-
zenia. W tym przypadku powierzchnia ugiecia w bedzie symetryczna
wzgledem obu osi; powierzchnia przemieszczenia u symetryczna wzgle-
dem osi y =—"5/2 a antysymelryczna wzgiedem osi x == a/2; powierzchnia
przemieszezenia v symetryczna wzgledem osi x==g/2 i antysymetryczna
wzgledem osi y == b/2.

Niech bedsy dowolne warunki brzegowe dane w postac1 niastepu]acych
szeregéw Fouriera:
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wiw,0) = wb) = O, Asina.z,
n=1,305b

wn (O, y) = W (a, y} == Z Bm Sjn ﬁ”_; y,

m=1,8,5
9% 0w 3 .
Py {0,y) = po) (@ m; BCm sin fmy,
62
hulll == Dy sin aq 2,
ay2 { } n—iZ3 5 " "
(3.8) u(x,0)=ulx,b = Z M cos anx
n=1,8,5

oo

v (0, 'y)—' v(e,y) = Z Pncosfm,

m=1,38,5

Cdu ou P 3 i
H(O,y}z-a;(a,y)( 2 Ny sin fm 4,

wi==1,3,8
(x 0) — a (x b) — Z Rn sin ay &£,
y n=1,3,8
0% v 0% v 3
2o, = ———{a, y=— Encosfuy.
ox? (0, 9) ox* Y ﬂz#;ZL;.B

7. Kgczkowski w pracach [4] i [5] przy wyprowadzeniu zaleznosci
dla ortotropowych plyt prostokatnych Wychodzﬂ z przestanek fizycznych.
W omawianym przypadku uogélnienie rozumowania Z. Kaczkow-
skiego jest bardzo trudne. Z tego wzgledu ogblne réwnanie na wspol-
czynniki Fouriera dla poszukiwanych funkeyj przemieszczen wy-
prowadzono za pomoca transformacji Fouriera.

Rozwigzanie dla plyty ortotropowe] o dowolnych warunkach brzego-
wych uzyskane za pomoca transformacji Fouriera podal autor niniej-
sze] rozprawy w pracy [8].

W pmypadku plyty z duza ilodcia zeber moina zastosowac transfor-
macje albo do réwnania dla funkcji przemieszezen (3.1), lub bezpodrednio
do .ukladu réwnan rézniczkowych zagadnienia (2.17). Transformacja row-
nania dla funkcji przemieszezen sprowadzilaby zagadnienie do jednego
réwnania algebraicznego, co jest niewatpliwie bardzo korzystne. 7 drugiej
jednak strony wystepujace po transformacji wartoScl funkeji F i jej po-
chodnych na brzegach maja sens fizyczny dopiero w przypadku zastoso-
wania wzoréw (3.2), wyrazajacych poszezegélne przemieszezenia w zalez-
nodel od funkeji przemieszezen.




Zastosowano transformacje Fouriera do ukladu réwnan réinicz-
kowych naszego zagadnienia. Oznaczono nastepujacymi symbolami trans-
formacje potrzebne do rozwigzania réwnania;

!i S{f(:c,"y)}:fff(:ﬂ,y)sin tn X 8in B y dix dy,
D
(3.9) i Uiyt = [ [ £z, y)sin an 2 cos puy dz dy,
0D
.

T {f (x,9)} = Jf f (=, y) cos ax x sin B y dx dy,
D . .

gdzie n==1,3,5,... oraz m=1, 3,5, ...

Po zastosowaniu do plerwszego réwnania ukladu réwnan rozniczko-
wych (2.17) transformacje T, do drugiego transformacje U, a do irze-
ciégo S réwnania rézniczkowe przejda w nastepujacy uklad trzech réwnan
algebraicznych o trzech niewiadomych T{w,}, U{v} i S{w} (pierwsze dwa
rownanis pomnozono przez -—1):

ay Tlu ) + o Uv) +a,S{wl=uaq,,,
(3.10) oy T {1y} 4 g U {©) + 5, S {w} == a,,,
dy TH{u,} 4 gy U 0] + a5 8 {w] = ay,,
ay, = Hyy ai + Heg B — Mo?,
Gy = (Hye + Hig) an B,
@y = — 2o Hyg an B,
oy == (Heg -+ Hyz) 0a fim,
(3.11) @y = Hya fiin + i Hog + an EJZ — Mo* — Pd},
| g == — (2 (H g+ Hyp) — BShe 031 P (2 — €] & fut fon Ze 0® M,
ay, = z: Hy, o, ‘
g = B o ESS, — P (2E— e2) & i — 2 0° MP,
Qs == Apu;
1o =— H{ DNy -+ Hyg fn €My A (Hyg + Hyg) B bP -
+ 28 Hyg |5 DBy — B - 4w (0,0)],
g0 = (Hgp + His) onaMn — allpy By + @ (Hyy — PY 0Py +
.(3.12) . -+ EJz (ah bPy — ¢y bEm) — ES:»z (B o BCi + 4 ain g‘;%) (0,0)] —

- [z?(HG(‘, + H;g)mESzz oy + P(z’;——ez)] [a.n Bu B -
+ a?; CIA_,; — " 4w (0,0” — :7:'5* CUZ MﬂAn,-
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(3.12) 1| aye=— P(zf—— Iez) dz P bPn— Zngl tn DNw + ESG: (B oy bPy —
_ ,Bm Ay bEm) - d-’n b (D:: + ﬁ?ﬂ DZ) Cm - ﬁm U-Dy Dn + Ax me —}_
. 0w . ;

+ L]y Ay + an Bm Dy 4 agg’ (OJU) — Un ﬁm {2 D-\‘)’ + ai D

Jy Iy0\ .
#P(A* + e, Jf)} 4w(0,0) + 5 [p(x, y)|,

gdzie wprowadzono oznaczenia:
2 e A pB 1 2 2
Amn = G!‘}l Df + 2 Diiy a?z Bﬁl + Df,) a!lz ‘Bm + Dy ,Bm —on P— ,Brn Py —_
J { <
_“P( +e‘|, y O-'nﬁm Mw® 4JDCU ﬁm,

Ayp== G}J; D: + an ,8?:1 {2 D::-y + tn D* — Poy— ( 2 % 1T €3 )_0) dn ,67n s

) . . J
Ay == f))'fu Dy "*}“ On 5m (2 ny + (1?1 Dm) - Py ﬁm ( 0 _]_ €y -Iy) ﬁm an

h— :ID 6{)2 ﬁm .

Rozwiazujac otrzymany uklad réwnan przy danych warunkach brze-
gowych (3.8) oraz danym obcigzeniu poszukiwane przemieszezenia wy, v, w
mozna wyrazié za pomoca podwojnych szeregéw trygonometrycznych na-
stepujacymi zaleinodciami:

4 1 v .
w=_ Z ZT{ul}cosa,,xsmﬁ,,,y,

=1
4T S
(3.13) p=- ZU v} sina,xcos fuy,

4 9 - o ,
w=-5 Z ZS {w} sin anx 8in Sy,
gdzie n=—1,3,5,.., m=—1,3,5, ..

4. Rozwiazanie szczegolowe dla plyt z zebrami symetrycznymi

4.4, Plyta z 7ebrami symetrycznymi. Najprostszy przypadek jest wtedy,
gdy wszystkie funkcje okreglone warunkami brzegowymi (3.8) sa réwne
tozsamodciowo zeru, Takie warunki odpowiadaja wolnopodpartej plycie
z zebrami przy nieskoniczenie sztywnych przeponach na brzegach. Przy-
padek ten ma bardzo duze znaczenie praktyczne; odpowlada. on w przy-
blizeniu warunkom podparcia przedstawionym na rys. 1.

_ 'Gdy Zebra posiadajg dwie osie symetrii i plyta znajduje sie¢ w pozio-
mej osi symetrii, réwnania (3.10) i (3.11) uproszeza sie do postaci:
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) { {(Hivan + Hog i — Mo®) T {u,} + (Hy + Hip) anfn U {v} =0,
(4 .

(Hﬁb‘—l_H'lz) anﬁmT {uq} +{H22 ﬁrzn_l‘afz He,r, -+ al}zEJg '——MCU%) U {’U} =1 ,
(4.2)  [oiDi+(2D5y1-Dioi) & St Dy — o Pe— BoPy —

— Mo® — Jy0 6] S {w] = S{p (x, )} .
W omawianym przypadku rownania rozdzielily sic na réwnanie typu
tarczy (4.1) oraz piyty (4.2). Obliczenia wykazaly, ze wplyw wyrazéw
ayEJ; oraz Dwanfin W praktycznie wystepujacych zagadnieniach nie jest
znaczny. Wplyw tych wyrazéw rosnie dIa wyzZszych skiadowych.
Przyimujae

- N 1 /)2
H,, = Hy, + ( ) EJ,, Dy =D% + &5 (E) Do,
mozna réwnanie plyty (4.1) uprosci¢ do réwnania tarezy ortotropowej,
a rownanie (4.2) do rownania plyty ortotropowej. Blad, jaki sie tutaj po-
peilnia, sprowadza sie do pewne] roéZnicy wyzszych skladowych prze-
mieszczenia.

Przykled 2. Dana plyta o bokach a =0 =200 cm oraz charakterysty-
kach przekroju D -— 30,285 (cm3) E, D, =0,09116 E, D% — 953,78 F oraz
Diy==0,09543 E poddana jest dziataniu obcigZenia réwnomiernego rozlo-
zonego; wyznaczy<¢ trzeba ugiecie oraz moment M, w $rodku plyty.

Obliczajge z réwnania (4.2) S{w} 1 podstawiajac do wzoru na transfor-
macje odwrotng (3.13) powierzchnie ugiecia wyrazimy nastepujscym po-
dwoinym szeregiem frygonometrycznym:

_ l6q.a* ma\2 D} ma\® Dy 2
DE ZZmn [ (—) Di 2 (nb) Di +(nb) Dx] .

ne,

¥ sin a,x sin fmd ,
gdzie n—1,3,5; ... oraz m—1, 3,5, .

Podstawiajac wartodci liczbowe i sumujae wyrazy dla n— 1 3,5 oraz
m=—=1,3,5 otrzymano:

4

= 10 5‘1;;;" 0,7056,  jesli pomina¢  Dj,

16 q(] . .- 3
= DTO ,6678, jesli uwzgledni¢ Dy,

16 qn © sqs s . *
My==. -— 0,6047, jesli pomingé Dy,

TE

16 ‘In T < &

M, = . 0,6526, jedli uwzgledni¢ Dj;.

W obliczonym przykiadzie sztywnos¢ na skrecanie skrepowane zmniej-
szyla ugiecie o 5%, a momeni zginajacy o 6,5%.
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4.2, Plyta z zebrami jednostronmymi swobodnie podparta, obeiazona statycz-
nie. Dla plyty z #ebrami jednostronnymi symetrycznymi, wolnopodpartej,
z przeponami na koricach réwnania (3.10) 1 (3.11) w przypadku obcigzenia
statycznego pionowego redukujs sie do postaci:

a, T {u 3+ e U] +a Slwl =0,

(4.4) T {uy} + ton U0} -+ gy S{w}=0,
- gy T {us} 4 apU { }+a335‘[w} Sip( [

gdzie we wzorach na wspbtezynniki an nalezy przyja¢ w==0 i P=P,=0.

Dla danego obcigzenia nalezy zastosowaé transformacje S do obcig-
zenia zewnetrznego, nastepnie rozwiaza¢ uklad réwnan (4.4) dla kolejnych
par liczb n i m. Z transformacji odwrotnej (3.13) otrzymuje sie poszuki-

wane przemieszezenia w postaci podwoéjnych szeregéw trygonometrycz—

nych.
Na podstawie obliczonych przemieszezen sily wewngtrzne dla Zebra
wyrazg sie nastepujacymi wzorami:

02w .

73 ’
v mi=H SR, B——D; s

11 aw ] w dxzf)y N

(4.5) Mi——D,

Na podstawie wzoréw (4.5) mozna obliczy¢ naprezenia normalne w Ze-
brze. Naprezenia normalne w plycie mozna obliczy¢ na podstawie sil
wewnetrznych w plycie okreslonych nastepujgcymi zaleznodciami:

O w 0w
My=—D, '() ) — vy Dy du? ’

, s ;
N.—H,, (_%1;1 g ‘3 )+H13 a;

o ¢ L 07w
T

A %
Mx:—-Dx am ?»'ny d R

gdzie charakterystyki z gwiazdks odnosza si¢ do przekroju sprowadzonego,
a bez gwiazdki do samej plyty; w wzorach tych w». v, oznaczajg liczby
Poissona. :

Uwzglednienie wyrazéw v, Dy0%w/0x% oraz M, we wzorach (4.6) jest
niepotrzebne w przypadkach, gdy plyta jest cienka w poréwnaniu z wy-
sokodcia Zeber. Naprezenie o w tym przypadku sprawdza sie na osi
plyty i moment M. nie ma znaczenia.
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Nalezy zwrdci¢é uwage, ze w ogolnym przypadku naprezenia w plycie
i w zebrze w miejscu styku zebra z plyta beds réine. Réznica naprezen.
wynika z zachowania warunku cigglosci przemieszezenia przy roznej pracy.
plyty i zeber w konstrukeji. Dla 27
o . . 4 %l

plyty i zeber z jednakowego ma-

teriaty oraz przy v=H;y=0 nie 4 ,_,:fﬁ 5
ma skoku naprezef przy przejfciu | fo, . wle e _\_} R
]

£

z zebra do plyty. 200 200 z

Przykled 3. Na plyte o wymia- Rys. 11
rach a=—b=200 o przekroju przed-
stawionym na rys. 11 dziala obcigzenie ¢ =gy sin (w/a)x sin (/b)Y wyzha-
czyé rozklad naprezen wzdluz proste] x — a/2.

Po ohliczeniu charakterystyk przekroju, podstawieniu do réwnania
(4.4), rozwiazaniu i podstawieniu do wzoréw na transformacje odwrotng

ofrzymanao:

{H]
w = q, 10 0,0652 sin a,x sin fimy,
108 .
v=—1{(, T 0,00469 sin a,x cos fnY,

L
U= —dq 1E0 1,332 10~ %4 cos apx sin fny .

Po obliczeniu sil wewneirznych
ze wzoréw (4.5} oraz (4.6) otrzymano
naprezenia normalne. W tablicy 1 ze-
stawiono naprezenia nermalne w po-
szczegdlnych punktach charaktery-
stycznych 'pokalzranych na rys. 11,
(Naprezenia o, odnoszg sie do zebra,
a g, do plyty).

Wykres naprezen przedsta\mono na rys. 12.

. Tablica i
Zebro w cdleglosci
T bd modparcia 0,00 20,0 40,0 60,0 80,0 100,0  [em]
o 31,01 83,39 123,81 154,10 169,31 167,95 b
o —3101 2241 73,63 117,64 150,15 167,95 @
oy 0,006 — 4743 — 90,21 — 124,16 — 145,95 — 153,47 o
a4 0,00 — 4453 — 8466 --116,52 — 136,98 -— 144,03 a
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43. Drgania wlasne plyty wolnopodpartej. Obliczenie czestosei drgan
wlasnych plyty wolnopodpartej z przeponami na brzegach sprowadza sie
do przyréwnania do zera wyznacznika ukladu réwnan (3.10). Rownanie
na czestoéé drgan wlasnych zapisane w postaci wyznacznika ma postaé:

‘an Qg CL13|
(4.7)

Gy Qgg Ugy [=— 0.

Qyy GO39 g

Obliczenie wyZnacznika (4.7) sprowadza sie do rozwigzania réwnania
trzeciego stopnia ze wzgledu na o Dla kazdue«] pary liczb n, m otrzymuje
sie trzy czestosci drgait wlasnych.

Schemat podparcia plyty odpowiada podparciu plyty 1ekk1e;j jezdni
mostowe] na dzwigarach gléwnych i poprzecznicach w przypadku, gdy
wzdluz dzwigaréw oraz poprzecznic tworza sie osie antysymetrii.

wlasnych za pomocy wy-

477 // // 4?
/ / znacznika (4.7) uwzglednia
I I “E_ I I 1 & wplyw sit normalnych. Sity

|2 | 2 g g_b _ 1_';_ - no:rmalne 'élciska-ja‘ce WywWo-
: 5 fuja zmniejszenie czestodci
drgan wlasnych, Wplyw sil
normalnych jest bardzo duzy w przypadku, gdy warto§é ich jest bliska
sitom krytyeznym.
Przykled 4. Wyznaczyé podstawowa czestosé drgan wlasnych dla plyty
0 bokach ¢==b=—200 m o przekroju przedstawlonym na rys. 13. Po obli-
czeniu charakterystyk przekroju i podstawieniu do wyznacznika (4.7) po
rozwiazaniu réwnania trzeciego stopnia wzgledem o® otrzymano

Obliczenie czgstosel drgan

\21 e

E, . :
w:1,5321/ﬁp (Ey 1 M w kg i cm).

Obliczajac konstrukeje jak plyte ortotropows otrzymano

w /By
waA%EL/M.

Wzrost czestosci o 4% przy pierwszym obliczeniu zwigzany jest ze
zwigkszeniem sziywmodei wskutek pracy plyty na odksztalcenie posta-
ciowe.

4.4. Drgania wiasne plyty obusiromnie zamocowanej. Obliczenie czestodei
drgan wlasnych przy innych warunkach brzegowych nie napotyka na spe-
cjalne trudnoéci. Nalezy rozszerzy¢ metody stosowane przez W. Now ac-
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kiego, [6] i Z. Kaczkowskiego, [6]1[7], na omawiane zagad-
nienie. Dla przykiadu podanc tok obliczenia czestoSel drgan wlasnych
plyty na brzegach x=—=10 i x=—=qa zamocowanej. Dla uproszczenia zapisu
przyjeto, ze plyta posiada jednosironne Zebra prostokatne. Warunki brze-
gowe okredlone sa nastepujgcymi za«leznosmarm

dla x=0oraz x=—a

| w=10, %’;—”:0, u=0, =0,
(48) ldlay=0orazy—>b
l w=0, g, P _g ey
) ayz s dy ’ .

W ogblnym przypadku proste x=ga/2 i y =—b/2 mogg byé¢ osiami sy-
metrii lub antysymetrii amplitud powierzchni odksztalcenia. Kazdy z po-
szezegdlnych ezterech mozliwych przypadkéw nalezy rozpatrywaé oddziel-
nie. W niniejszej pracy omodwiono tylko przypadek podwdéjnej symetrii
powierzehni odksztaleenia. Pozostale przypadki merytorycznie nie réznia
sie od omawianego.

Wykorzystujac warunki symetrii. mozna rozpairywaé warunki brzego-
we tylko dla brzegow =0 1 y=0. Z zaleZnosci (4.8) warunkéw brze-
gowych 0w (0, ¥)/0x =0 oraz u (0, ) = 0 nie moina bezposrednio podsta-
wié do ogélnych warunkéw brzegowych (3.8). Nalezy przyiaé, ze na brze-
gach x==0 i x =a wysigpuja nie znane wartofci brzegowe spelniajgce
warunki:

b S
{4.9) ) 22 T
Ifau; 0 }‘,a e ay 2 Cm sin ﬁmy
=185

Rownania zagadnienia (3.10) przy warunkach brzegowych okreslonych
zaleznofciami (4.9) zredukuja sie przy zalozeniach przyjetych w omawia—
nym zagadnieniu do postaci:

@ Ty}t a,Ulvl a3 S{wl = — HY N,
(4.10) ay T [} + gy U (v} + ag3 S {w) = 0,
a’31 T {u]}+ a’32 U {?J} + a’3ﬂ S {w} - zC |_ Uy bNm “— flg bD.\: Cm,

gdzie we wspélezynnikach ajs okreflonych zaleznogciami (3.11) nalely
przyja¢ ESk.=EJ;, = EJ; =0,
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Rozwigzujac dla kazdej pary Hezb m i n uklad réwnan (4.10) i stosujac
transformacje odwrotng otrzymuje sig:

o

4
w = Z Z (Yo N+ Inm Cm) sin a, x sin fa ¥,

m=1 n=1

(4.11)

Uy = (Qnm Nr71+1pflrmrcrn) €08 @, Sin ﬁm Y,

14
Mg

4
ab

H
-
Il
L

it

gdzie n=1,3,5.. oraz m =1, 3,5.... We wzorach tych yum, dnm, Cnm, Yrm
sg wspolezynnikami, kiore otrzymuje si¢ z rozwigzania ukladu réwnan
(4.10), Wspdlezynniki te zawieraja nie znang czcstosé kotows drgafh wlas-
nych o

Dla spelnienia warunkéw brzegowych (4.8) musza by¢ spelnione na-
stepujace zaleznosei ofrzymane na podstawie (4.11):

dw .o 4
(O’y)iab 2,;

Ox
w=1,3,5

=

(0-'.': Yam N+ onbum Cﬂr)l sin ﬁm Y = 0,

{4'12) Lin==1.8,6

o

0y ab Z L% . anNm+'4pmnCm}] sin fmy==10.

m=1,35

Pojedyncze szeregi Fouriera (412) o wspélczynnikach danych
w postaci szeregéw liczbowych beda tylko wiedy tozsamoSciowo réwnac
sie zeru, jezeli kazdy wspdélezynnik rozwiniecia bedzie réwnal sie zeru.
Warunek powyiszy sprowadza sie do nieskofczonego ukladu réwnan:

{4.13) G N, +GC, =0, Ge N +GeC,

i m i

gdzie wprowadzono oznaczenia:

= @

(¥ = S‘ o Gé = E tn Onm
m n ymu? nt +

n=13,5 n=135
o e
_ \ W §
G?n - 24 s Gm - Yrume
n=1,8,5 . n=1,36

Eliminujac w drugim rownaniu (4.13) C,, za pomocg rownania pierwszego
oraz mndzac uzyskane réwnanie przez G? otrzymano warunek na obli-
czenie czestosel drgan wlasnych:

oo e oo e

(414) 2 i Z a, dnm 2 ?luﬂm Z e Yim = 0.

#n==1, 8,6 n=t,3,5 n=1,3,5 n=1.3,5

Dla danego m ustalajacego ilog¢ polfal w kierunku y otrzymuje sie nie-
skoniczenie wiele czestos$ci drgan wlasnych w zaleznosSei od postaci drgan
w kierunku zx. k
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Réwnanie (4.14) w przypadku plyty ortotropowej upraszcza sie do
postaci

iy 2

Aa”_ =0,
n=1 3,5 ctrm ;

co pokrywa sig z rozwigzaniem W. Nowackiego ([5] wzdr 14).

-45. Wyboczenie plyty. Zagadnienie wyhoczenia plyty z zebrami nie
wymaga szerszego omoéwienia. Podstawiajac do wyznacznika (4.7) zamiast
P iloczyn sP, a zamiast P, iloczyn AsP, gdzie 4 rowna sie stosunkowi sily
seiskajacej Py do P oraz przyjmujac o =90 otrzymuje sie rownanie na
wspodlezynnik bezpieczenistwa na wyboczenie S. Rownanie na wspélezyn-
nik bezpieczenstwa jest kwadratowe, oznacza to, ze dla danej liczby po6l-
fal n, m istniejg dwie postacie wyboczenia. W przypadku jednostronnych
zeber prostokainych oraz plyty izotropowej rozwigzanie (4.7) pokrywa sie
7z warunkami na wybocczenie, uzyskanymi dla tego przypadku przez
A Pflilgera, {12}

Warunek na wyboczenie dla plyty zamocowanej na brzegach xe—=10
i x =0 pokrywa si¢ z rownaniem (4.14}, gdzie wielkosci g,,,, dmts’ Yot Voo
nalezy obliczy¢ z rdéwnania (4.10) przy przyjeciu w =0. Dla najczescie]
wystepujacych przypadkdéw najmniejszy wspdlezynnik bezpieczenstwa
otrzymuje sie dla jednej pétfali w kierunku y, me=1, oraz dla pierwszej
postaci odksztalcenia w kierunku x. W tym przypadku dia praktycznie
wymaganych doktadnoéci obliczenia wystarezy wziaé n réwne 1 i 3. Wiel-
kos¢ wspolezynnika nalezy poszukiwaé metods préb. Otrzymane rozwia-
zanie jest oczywiscie prawdziwe tylko w przypadku, gdy wyboczenie wy-
stepuje w obszarze sprezystym.

4.6. Plyta o danych przemieszezeniach poziomych na brzegach. Przyjmij-
my, ze plyta prostokatna.z zebrami posiada jednorodne warunki brzegowe
typu (3.2) z wyjatkiem warunku na wuy:

o

{4.15) u, (x, 0) =u, (x, b) :ZMn COS dy .
rn=1,85..
Powierzchnie przemieszczenia wy (x, ¥) moina przy danym przemiesz-
czeniu na krawedziach (4:15) przedstawi¢ w postaci sumy dwdceh funkeji

(4.186) w, =, +uf.

Przyjmijmy, ze powierzchnia przemieszezenia uy rowna sie na krawedzi
ckreflonemu przez warunki brzegowe przemieszezeniu (4.15), a wazdluz
prostych »—const jest funkcja stals. Funkcje u, ‘mozna przedstawié na-
stepujgcym szeregiem podwdjnym:

_ 4 =
(4.17) U=y ;‘

gdzie n—1,3,5, .. oraz m=—=1,3,5, ....

Mﬁ .
E 5 cos oy X sin fu Y,
m

=1

Lo
fowee]
]



Po rozwigzaniu réwnan (3.10) dla omawianego przypadku warunkow
brzegowych oraz wykorzystaniu zaleznosci (4.16) i (4.17) otrzymano

(4.18) =+ 3y 3 MW

=188 m=13,5 ﬁ”‘ Wp
gdzie wprowadzono oznaczenia:
a Q1o g
(4.19) W= a,, By oy |,
Gy Uz g |
*
i Hi o} thyy g
(4.20) Wy = 0 Uyp [+
* TrH 2
zZ, Hiy o 2T Qyg

W przypadku kiedy » = Hj3==0 rownanie (4.18) moze postuzyé¢ do
analizy szerokosci wspoipracujgcej dla konstrukeji sktadajacej sie z dwéch
dzwigaréw giéwnych i plyty o zebrach réwnoleglych do dzwigaréw gléw-
nych. Jezeli iloi¢ poprzecznic jest znaczna, mozna je rozlozyé¢ 1 wliczyé
do sztywnosci poprzecznej plyty.

W niniejszej pracy ograniczono si¢ do bardziej szezegolowego oméwie-
nia przypadku, gdy dane przemieszezenie na brzegu okreslone jest za po-
mocy funkeji

(4.21) u, (2, 0) ==u, {x,b) = M, cos% x,

We wzorze tym stale materialowe »=Hy-—= 0, a zebra plyty sa prcsbo-
katne.
W tym przypadku funkcja ugiecia (4.18) zredukuje sie do postaci

fm 4 ¢ " Lo
(4.22)  wf= 3 Micos ~x Z Bu 2, +H,H, g 50 B Y,

m=1,3.5 ”

o

gdzie wprowadzono oznaczenie

Ziw= H11 sz aiﬁrzu_!_HGﬂ 1{H11a1+H )+
2R HY H ot g2
o (Hy, B2, + o Hy) i-i_zﬁ%_ﬁ_m,
am

Uwzgledniajac wyrazenie (4.16) widzimy, ze sﬂa normadna okreglona jest
Za pOMOCcy Wzoru

(428) Niemp M

Odx

4 3 1 Zim

T (M T M B = L F sinf _y sin " x.
o o lm—_;‘,s 5’8”‘ 2y, sz HSB ‘fn m a




Przy obciagzeniu déwigarow wedlug jednej sinusoidy oraz gdy » == Hys — 0
szerokosé wspdlpracujaca moina zdefiniowaé jako szerokosé prostokat-
nego wykresu sil normalnych o rzednej réwnej sile nhormalnej w miejscu
styku z dzwigarem gltéwnym, ktérego wypadkowa réwna sie odpowiedniej
wypadkowej z rzeczywistego rozkiadu sily normalnej. Oznaczajac przez
Az szeroko$é wspolpracujges, ktorg nalezy wliczyé do jednego diwigara,
powyZSzy warunek mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:
b

(4.24) 22 |NX [ymo = [ NE dy.
0

Po podstawieniu do (4.24) wyrazenia (4.23), scalkowaniu i uporzgdkowa-
niu otrzymano :

b L 4b 17 o R

2 a 2 m? zlm + H22 H[iﬁ 6;13'1 .

m=4,86

Szereg (4.25) jest bardzo szybko zbiezny i dla wickszosei zagadnien
wystarczy uwzgledni¢ tylko jeden wyraz. W przypadku, jezeli tarcza nie
ma sztywnosel na Scianie (ruszt), Hgg = 0, szerokosé wspolpracujaca 4 dazy
do zera, poniewaz %‘q K1/m’*'= n*/8. Nalezy zauwazy¢, ze w tym skrajnym

m=1,8,
przypadku blad pierwszego przyblizenia odjemnika wynosi 19%. Dla
przypadkéw waznych w praktyce blad pierwszego przyblizenia wynosi -
okolo 1%/.

Przy bardzo malych szerokoseciach wspdlpracujacych wzor (4.25) traci
oczywidcie sens, poniewaz przyjecie zaste€pczego modelu cigglego jest nie-
uzasadnione. : .

Wskutek je@nostl"onniagp przymocowania zeber plyta dozna przy prze-
mieszezeniu krawedzi wygiecia pionowego. Powierzchnie wyglecia mozna
wyrazi¢ w przypadku zeber prostokgtnych nastepujacym szeregiem po-
dwédinym:

4 S & ziHirob | .
4,26 w = - E § T{uy ) =" 8in a, x sin B vy,
{ ) ab Py { 17 A 7 Buy

gdzie n==1,3,5,.. oraz m=1,3,5,....

W przypadku gdy szerokodd wspolpracujaca jest znaczna, nie popelni
si¢ wigkszego bledu przyjmujac do analizy ugiecia zamiast rzeczywistego
wykresu u; wyknres prostokatny okreSlony podwéjnym szeregiem (4.17);
podstawiajac T{u,} obliczone z zaleznosei (4.17) otrzymano

==

4 - M, 2t Hf Cl:,t , .
{4.27) W= — Y ——Sin g, x sin S y.
b 2 2 '6"1 AH.’?! "

n=1,85 m=11875
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W przypadku przemieszezenia na brzegu okreélonego jedna cosinusoida
(4.21) moment zginajacy po zrézniczkowaniu (4.27) 1 prostych przeksztal-
ceniach okredlony jest nastepujacym szeregiem pojedynczym:

4 o 1 Dia
(428) Mi—=Nizt — i
m A?l.'ﬂ"

m=1,8,5

sin Bny.

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy D, = D}, — 0, wzér (4.28) dazy
do granicy
ﬂﬁj:zlvﬁzgs
poniewaz szereg dazy w tym przypadku do funkcji stale] réwnej n/4.
Fizycznie oznacza to, e wykres naprezent normalnych bedzie w tym
przypadku odpowiadal wykresowl dla sily normalnej zaczepionej w plycie.

250297 Przyklad 5. Niech bedzie da-
ny most o rozpietodel @ =40 m
g enaonn v + bietosci 40
00x10 o dwoich diwigarach gléwnych
00 w rozstawie b==5,00 m, o jezdni
200 | 20 L 200 250!’!2; i poprzecznicach o rozstawie
Rys. 14 4,00 m, przedstawionych na
‘ rys. 14.

Wliczajae sztywnosé poprzecznicy do sztywnosci plyty D, otrzymano
ze wzoru (4.25) po podstawieniu liczbowych wartodei charakterystyk prze-
kroju

A=250—(17,3+0,234-...) = 232,5 cm.

Jak wida¢ z przykladu szereg (4.25) jest bardzo szybko zbiezny. Drugi
wyraz zwigksza odjemnik tylko o 1% Wplyw uchylenia sie od wsp6l-
pracy wskutek uglecia zawarty w ostatnim wyrazeniu Z,,, w obliczonym
przykladzie jest praktycznie réwny zeru. Dla zorientowania sie we wply-
wie ugiccia na zmniejszenie szerokodci wspolpracujacej obliczono ten sam
przyklad przy zalozeniu, ze nie ma poprzecznic. Obliczenie wykazalo, ze
odjemnik w wyrazeniv na A wzroénie o 5%,

Obliczajgc moment M: w $rodku szeroko$ci plyty we wzoru (4.28)
ofrzymano ‘

My == Ni(z: 0,00022),
oraz

M3 == Ny (27 0,023),
kiedy nie ma poprzecznic.

47. Plyta o dauych przemieszczeniach pionowych na brzegach. Przyjmij-
my, ze plyta prostokaina z zebrami posiada jednorodne warunki brze-
gowe typu (3.8) z wyjatkiem warunku dla w, ktéry ma postaé

oo

(4.29) ' w(x, 0) = w(x, b) = Z Ap sin o, x.

n=—%350




Przyjmujae, analogicznie jak poprzednio, Ze powierzchnia uglema okre—
glona jest sumg dwoch funkeji:

(430) w(&:‘, y):w(l‘, '.':)')_I"f‘-"-:'gr (SC, y):
z ktérych funkcja w (x,y) na krawedzi okrefla dane przefniesZézenie,

a wzdluz prostych x = const jest funkcja stals; po rozwigzaniu réwnan
otrzymano '

wa

. N T S An Wi
{4.31) w* (x, y) 5 ,,z‘;; 5 mﬂissﬁﬁm w,’
gdzie wy okredlone jest za pomoca wyznacznika (4.19) a wi wzorem
a @y — 2§ Heg t fin
(4.32) W= | gy 0
Gy, aqk e Dy

Szezegdlnie prosto wyrazi sie wzér na ugiecie (4.31) w przypadku, gdy
zebra posiadajg dwie osie symetrii i blacha znajduje sie na poziome] osi
symetril Zeber. Wzor (4.31) zredukuje si¢ do postaci

4 2D,
(4.33) wH == > Z Z An ¢ D Sin ay x sin fu y .

n=L13,5 m=1,3.5 B dnm

== o

Wzor (4.31) moze postuzyé do okreslenia, jaka cze$é momentu bez-
wiadnodci jezdni wzgledem osi nalezy wliczyé do momentu bezwladnoéci
déwigaréw. W przypadku obeiazenia dzwigarow cbeigzeniemn w postacl
jednej sinusoidy oraz w przypadku » = H; = 0 mozna szeroko§é¢ wspdl-
pracujgca zdefiniowaé jako szeroko$é prostokatnego wykresu momentéw
zginajacych M3 o rzednej réwnej momeniowi w miejscu styku dzwigara
gtownego -z piyta, kiorego wypadkowy mmoment réwna sie odpowiednie]
wypadkowej z rzeezywistego- rozkladu momentéw zginajacych., Ozna-
czajac przez A szeroko$¢ wspdlpracujaca, z kiérej nalezy wliczy¢é moment
bezwladnosel plyty =z Zebrami wzgledem wiasne] osi do momentu bez-
wladnoéel jednego diwigara, powyzszy warunek mozna przedstawic w po-

staci réwnania
b

(4.34) 2 A [M3] (yet) = fMK"- dy.
[

Po podstawieniu (4.34) do wyraZzenia (4.33), scatkowaniu i uporzadkowa-
niu, otrzymano dla przypadku symetrycznych zeber umieszezonych syme-
trycznie wzgledem plyty

[=*3

_b 4 N
(4.35) xwgz ;b Z
n=155

1 ale
m: A

Szerokosé wspdlpracujaca de w ogélﬁym przypadku nie réwna sie sze—
rokosel wspdlpracujacej Aa.
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Przyktad 6. Przykiad obliczono dla danych z przykladu 5, tylko dla

innej jezdni przedstawionej na rys. 15. .
Po podstawieniu wartosci liczbowych do wzoru (4.35) olrzymano

TTTT “"”;2” 2 950 — 0,0425 ~~ 250,0 cm,
_L 1 _L “hii oraz '
mo |, om0 | 1 =250 —4,5— 2455 cm

Bys. 15 w przypadku braku poprzecznic.
Dia mniejszych stosunkow a/b szerokosé wspoélpracujgca maleje 1 tak

dla q=—20,0 m, b==5,0 m, gdy nie ma poprzecznic wynosi
A==250 — 24,5 =2325,5 cm.

Literatura cytowana w tekscie

[t} J. Rutecki, Wytraymaeloc konstrukcji cienko$ciennych, Warszawa 1957.

[2} C.T. Jexuunsui, Teopus ynpyeocmi aHu30ompinmesd merd, Moskwa 1950,

3] C. TuMOUIeHEKOC, YOMORLUEOCHs YNpYeuds Cucmess, Moskwa 1955,

[4] 8. Kaliski, Pewne problemy brzegowe dynamécénej teorit spreZystofei
i cial niesprezystych, Warszawa 1957,

[5] W. Nowacki, Drganic wlasne i wyboczenie plyty prostokatnej na obwo-
dzie cotkowicie utwierdzonej, Arch. Mech. stos., 4, 6 (1954). .

6] Z Kaczkowski, Ortotropowe plyty prostokgine o brzegach swobodnych,
Arch. Mech. stos, 4, 7 (1955).

71 Z. Kgeczkowski, Orthotropic Rectangular Plates with Arbitrary Bound-
ary Conditions, Arch. Mech. stos,, 2, 8 (1956).

8] P. Wilde, The General Solution for @& Rectangular Orthotropic Plate *
Eaxpressed by Double Trigonometrie Series, Arch. Mech. stos, 5, 10 (1958).

[91 B. Budiansky 1 P G. Huy, The Langrangian Multiplier Method of
Finding Stresses of ‘Clamped Plates, Technical Note, no 1103, NACA 1846,

[10] R. Ganowicz, P. Wilde, H Mikotajczak M Wizmur,
Badanie modelowe lekkiej jezdni mostowei, Arch. Inzyn, ladow., 1 (1959).

[11] K. Trenks, Beitrag zur Berechnung orthogonal anisotroper Rechteckplat-
ten Bauing., 29 (1054). ]

[12] A. Pfliiger, Zum Baulproblem der anisolropen Rechteckplatie, Ing.
Archiv. 1947, 5. 111,

[13] C, TMMOWEHEKDOQ 00 yomoiuusoemy nAGCIMUN nodEpensenHbE  Pedpatt,
Petersburg 1915,

[14] «R. Barhbré, Stabilitdt gleichmdssig gedriickter Rechteckplatten mit Lings-
oder Quersteifen, Ing. Archiv, 8 (1937).

[16] W. Nowacki, Zegadnienia statyki ¢ dynamiki plyt wzmocnionych zebra-
mi, Arch. Mech. stos, 4, 6 {1954).

{16] . Homberg, Uber die Lastverteilung durch Schubkrifte, Theorie der
Plattenkreuzwerke Der Stahlbau, 3, 1952

[171 M. Sokolowski, The Stability of an Orthotropic Infinitely Long Plate
with Ribs, Arch. Mech, sics., 4, 8 (1956).

f18] M. T, Huber, Probleme der Staiik techmisch wichtiger orthotropen
Platten, Warszawa 1929,

308



(191 E. Chwalla, Die Formeln zur Berechnung der wvoll mittgetragenden
Breite diinner Gurt- und Ribbenplatten, Der Stahlbau, 18, 73 (1936)..

{200 C. T. JdexHUHUX wii, dHusomponmie naaemunry, Moskwa 1957,

{211 W. Cornelius, Die Berechnung der ebenen Flichentrugwerke mit Hilfe
der Theorie der orthogonal-gnisotropen Platte, Der Stahlbau, 2, 1952,

[22] E. Ginecke, Die Grundgleichungen fiir die orthotrope Plaite mit exzen-
trischen Steifen, Der Stahlbau, 6, 1955, i

Pezwme

OPTOTPOIIHAS IINACTHHEKA C TOHKOCTEHHELIMM
HECMMMETPMIHBIMM PEBPAMM

OBcysjaerca opToTpOIHaA TUTACTHHKR,  061aAI0MAH HeCHMMETPIIHEL-
My pedpanit. P"e6p‘a COBIMHEHDT C hnatm;gicoﬁ MomosmerHaecky. Mot nia-
CTHHEN TPUHNMAIOTCH TPENTONOMKeHNA TeopUy TOHKUX ILTACTUHOK, TTO
e wacaercda pebep — mpemmomaraeTcs, TTO oHu TPERCTABIAOT ool
TOHKOCTEHHLIE CTCPIKHY OTKPBITOTO CEUSHMHA I 9TO YIOJ wmexny pebpamm
¥ TITACTMHKO B MECTe COSMMHEHUS He TOABEPraeTes. Iocye HATPYZEM M3-
MEHEeHWUIO, ' ' '

Hisa peneHns 3a7a9y IPMEMMAETCH MATEMATHICCKAN Mogens OecKo-
Hewqxoro rema pebep, B arom omHOwWwermns pabora- sBigercs paciaMpeRrem
paborzr I rmrepa, [12], gua caydas pebep, 0BaaaoImpx IPOM3BOMNEL-
HBIM CEeUCHMEM. ‘

OcHoBHO#M X0 peruemis 3amaymn COCTOMT B BRIBGAEHMM YPaBHOHMI IIIA
peaxumit pebpa Npy OTASNBHBIX AethopMUPOBATHEIX COCTOSHMAX, a4 3aTeM
B HarpysKe PeakIBIAMKM OPTOTDOMHOM MmacTyHkw, Ilomydaeres cmerema
TPex AUPQEPeHIMaTbHEIX YPABHEMNT 3amaw, OTIPEHENAIONIHY  ITepeMe-
TEHNA B TUTACTHHKE NP FAHHLIX KPAEBBIX YCAOBMAK, B YPaBHEeHMAX Y-
| TLIBAIOTCH CUJILD MHEPLpY, & TAKIKEe NPEACTABIAETCS BOIIPOC IIPOAOJBLHOTO
u3tmba (2.17), (2.35), (2.36) u (2.37).

Pememe i npousBosbHEIX pebep B ciyuae IIDADITIECKOTO 13-
ruba ToJyTaeTes ¢ OOMOLIBI0 (PyHKITHI nepementernni, Obmee pemenne,
BRIDKENHOE ABOHHLIMH TPUTOHOMETPHUCCKMMY PAKAMYA, TOLYHASTCA TIPH
TMPOM3BOMLHLIX KPAEBEIX YCAOBUAX C IIOMOMIHIO npeobpazosarmma @y pwe
TJTA TIAACTHHKY ¢ CHMMETDUYHBEMA pebpaMis. AHaloTiamoe pelenye s
OPTOTPOITHOH ILXACTMHKM aBTOP IPUBOINT.B cBOEN pabote [8].

Andepenmpransroe  ypasrenye  06eyIAAEMON 3aUMATH TPH FAMHBIX
KPaeBBIX yemoBuax s ¢opme (3.8) crommrea mocse apeobpasorarms (3.9)
K CcHcTeMe anredpamvyeckirs ypasHeruii1(3.10) ¢ xosdduumenrTanm, onpe-
TeseHHbIMM opmyramu (3.11) 1 co cBoGOEBmMm BRIDAKEHMAMY, OIIpefe-
JIEHHEBIMK BaBHeHMocTaMH (3.12),

Haercs 1easti pap nogpobHerx perneHuii AAA IJIACTHMHOK ¢ CHMMMe-
TpyabMy pefpami. OBcyznaeTea BOTPOC ONPENENnenMs HacToTLl cob-
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CTBEHHBIX KoaeDaHMA, 4 TaKXe [IPOIOLHBIA M3THO AL eBODOIHO OLEPTOHL
1 BAKPENICHHON IIaCTVHRM. JLoiA CHHYCOMTIIEHON -HAIPY 3K AaCTCH dop-
Mysia ANA PACHeTHON IUMPUHE! LIACTVHEM C pebpamy, MMelOINEH /Ba
OCHOBHBIX TOLKPeTIIeHNA. [ToppoBuoe peiitenye MITIOCTPHPpYeTeA DICH0-
BEIMM [TPMMEpaMMA. :

Summary

AN ORTHOTROPIC PLATE WITH THIN-WALLED ASYMMETRIC RIBS

The problem under consideration is that of an orthefropic plate with
asymmetric ribs constituting a monolithic structure with the plate. The
assumptions of the theory of thin plates are assumed for the plate. For
the ribs, it is assumed that they are thin-walled bars with open cross-
section and that the angle between the plate and the rib does not change
under the influence of the load.

" To solve the problem, the mathematical model of infinite number of
ribs is assumed. In this respect, this paper is a generalization of the work
by Pfliiger, [12], to the case of ribs of any cross-section.

The procedure consists in deriving equations for the reactions.of the
ribs and then in loading the orthotropic plate by these reactions.
A system of three differential equations is obtained, determining the
displacements in the plate with given boundary conditions. The equations
taoke into consideration the inertia forces and describe. the buckling
problem (2.17), (2.35), (2.36) and (2.37).

The solution for arbitrary ribs is obtained by means of the displacement
function in the case of cylindrical loading. The general solution expressed
by double irigonometric series is obtained with any boundary conditions
by means of the Fourier transformation for a plate with symmetric
ribs. An analogous solution for an orthotropic plate was given by the
author in the Ref. [8]. The differential equations of the problem with
given boundary . conditions in the form (3.8) reduce after the trans-
formation (3.9) to a system of algebraic equations (3.10), the coefficients
being determined by the Egs. (3.11) and the free terms — by the rela-
tions (3.12). ' '

~ For a plate with symmetric ribs, a number of particular solutions are
given. The problem of determining the freguency of free vibration and
that of buckling of a simply supported or clamped plate is discussed. For
a. sinusoidal load, an ‘equation for the co-working width of a ribbed plate
w1th two main girders is obtained. The solutions are illustrated by nu-
merical examples. '
. TAKRAD MECHANIAI BUDOWLI
'POLYTECHNIKI GDANSKIEJ
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