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1. Sformuiowanie zagadnienia

Dotychezas stosunkowo niewiele uwagi po$wiecono wplywowi lokal-
nego oslabienia preta, podyktowanego zazwyezaj wzgledami konstrukeyj-
nymi (np. koniecznoscig wykonania otworéw na nity, sworznie itp) lub
uszkodzeniem powlerzchni preta, na sile krytyczna przy osiowym sciska-
niu. A. N. Dinnik, {1]i [2], wyprowadzil jedynie przyblizony wzdér na
sile krytyczng metodg energetyczna, a wiec dajaca blad na niekorzydé
pewnosei. Wzor ten ma zastosowanie tylko w zakresie sprezystym. Po-
niewaz wynika z niego, ze wplyw oslabienia jest na 0gél niewielki, przeto
czesto pomija sie fen wplyw w obliczeniach, a np. %

Polskie Normy PN/B-03200 polecaja jedynie pordéwna-
nie naprezenia w przekroju oskabionym z naprezeniem
dopuszezalnym. Okazuje si¢ jednak, Ze w zakresie _[ - i
sprezysto-plastycznym, w przypadku pretow  stosun- )
kowo krotkich, gdzie wzér Dinnika nie ma zastoso- = T&3,

wania, wptyw ten rofnie i przy dokladniejszych obli- %
czeniach powinien by¢ uwzgledniony. Wyprowadzeniu
wzoru, okreslajacego sile krytyczng dla oslabionego
preta w zakresie sprezysto-plastycznym, poswigeona
jest wiladnie niniejsza praca.

asadniczo bedziemy zajmowaé sie pretem jedno- %
stronnie utwierdzonym, przedstawlonym na rys, la, ' )
QOczywiscie, wyniki bedzie mogna bez wiekszych zmian
stosowa¢ 1 do preta dwuprzegubowego, osiabionego
w &rodku, przeliczajac odpowiednio diugosé, poniewaz
sity krytyczne dla takich pretéw sa réwne. Nie bedziemy sie tu natomiast
zajmowaé pretami dwustronnie ufwierdzonymi, chociaz korzystujac z row-
nania wyjéciowego, przytoczonego np. w pracy A, Pfliigera, [10],
mozna by otrzymaé¢ odnosne wzory calkiem analogicznie. Ograniczymy
sie ponadto do rozpatrywania oslabienia w poblizu przekroju niebezpiecz-
nego (przekroj uiwierdzony dla pretéw jednostronnie ‘utwierdzonych,
przekrd] srodkowy dla dwuprzegubowych), W ten sposéb upraszezamy
rozwazania redukujac ilo§é parametrow, a zarazem szacujemy wplyw

Rys. 1. Schematy

rozpatrywanyeh
piretdw
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oslabienia preta w innych przekr ojach, poniewaz cdnoéna sila krytyczna
bedzie zawarta pomiedzy sily dla preta oslabionego w przekroju. niebez-
piecznym a sila dla preta niecstabionego.

W zakresie sprezystym réwnaniem wyjiclowym Jest réwnanie prze-
stepne, okredlajace écidle sile krytyczna dla preta o nieciaglej zmianie
momentu bezwladnosci (mianowicie o dwoch réznych momentach bez-
wladnoéci). Réwnanie to ogélnie znane (A, Pfliger, [10}, 5. D. Po-
nomariew iinni, j11], S.P. Timoshenko, [16], C.T. Wang,
[18]) przystosujemy do mozliwoici zmiany nie tylko momentu bezwlad-
noseci I, lecz i modulu sprezysteécel E i zapiszemy w postaci '

P B ET,
w5

przy czym wskazniki 1 i 2 odnoszg sie odpowiednio do czefci nieoslabionej
i oslabionej (rys. 1). W ten sposéb dopusdcimy, z jednej strony, mozliwosd
niecigglej niejednorodnodei podluznej preta (prel ztozony z dwdch czedel
wykonanych z réznych materialow), a z drugiej strony, dla rozwazan na-
szych wagniejszej, uzyskamy réwniez rownanie wyjéciowe dla zakresu
sprezysto-plastycznego.

Warto wspomnied, ze opracowano tablice pierwiastkéw réwnania (1.1):
mozna je znalezé np. w pracach A. N. Dinnika, {11 21, 8. P, Timo-
shenki, [16]; dokladniejsza tablice podajacg ponad 100 pilerwiastkow
tego réwnania z dokladnoécig czterech eyir znaczacych przytacza wedlug
A. P. Korobowa, [6], S. D. Ponomariew, [11]); A, Pfli ger’
ujmuje odnosna zaleino§é wykreélnie. Wszystkie jednak wspomniane
tablice obejmuija jedynie zakres Esl, == Eqlj, a wige przypadek wzmocnie-
nia przekroju utwierdzonego, co oczywidcie wytrzymalosciowo jest nie-
zwykle korzysine i wekazane, ale ze wzgleddw konstrukcyjnych nie zaw-
sze daje sie zrealizowad. Tak wiec dia naszych celéw tablice te nie sg
przydatne. Wyprowadzimy z réwnania {1.1) ‘wzér przybliZony metoda ma-
tego parametru, stosowans na przyklad przez K. Galkiewicza, [4],
do pretéw o przekroju zmiennym w sposob ciggly, a nastepnie sprawdzi-
my go, rozwigzujae réwnanie $ciste (1.1) w kilku przypadkach szczegol-
nych. Wykazemy rowniez, ze juz pierwsze przyblizenie uzyskane metods
malego parametru jest dokladniejsze od wzoru Dinnika.

Sporo uwagi po$wiecono przypadkowl nieciagle] wielckrotnej zmianie
przekroju (S. Falk, [3], W.P. Manzatowski, [8], AL R. Rzan i-
eyn, [12], W. T. Thomson, [17]; A, N. Dinnik, [1] i [2], metody
energetyczng). Do odnoénych ukladéw réwnan przestepnych, okreélaja-
cych obciazenie k1ytyczne w zekresie sprezystym w sposdb Scisty, moZna
by réwniez zastosowaé uzyte w tej pracy metody, jednak nakiad pracy
obliczeniowej uleglby znacznemu zwickszeniu.
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- 2. Rozwinzanie zagadnienin w zakresie spreiystym metods m;ﬁég‘ .Paréi'ﬁéﬁ.ﬁ:._

Przed rozwia,zaniem rownania (1.1) metoda rnale.g'o .Pér:é.ﬁiétfu sprbw;a-’. :
dzimy je do postaci bezwymiarowe]j. Wprowadzimy w tym celu’ oznaczenia -
dwoch wielkosei znanych e

o,
(2.1} . : y="1
(2.2) g == 1 w1, 1,
oraz wielkodel niewiadomej

5
(2:3) =1V er
-otrzymujac

: 1

(2.4) tg (L —p)xl tg [y2 (1 + o) BEETE

Zwigzek ten okregla funkcje dwoch zmiennych k ==k (y, ¢). Dla preta nie-
snacznie odbiegajacego od pryzmatycznego obie fe zmienne sg male, co
nastiwa my$l rozwiazania réwnania (2.4) metoda malego parametru (szere-
gow potegowych), W istocie, przyjmujac & == 0 otrzymujemy prel pryzma-
tyczny dla dowolnego ¥ przyjmujac y == 0 przy ustalonym & otrzymujemy
pret «z nieskonczenie krotkim oslabieniems, kiére, w my$l teorii elemen-
tarnej, w zakresie sprezystym nie posiada wplywu, a wprowadza jedynie
pewne trudnoicl pojeciowe w zalkresie sprezysto-plastycznym, ezym zaj-
miemy sle pdiniej. _

~ Metody malego parametru (malych zakldcen) nazywa Sle zazwyczaj
‘metode rozwiazywania réwiania roézniczkowego przez rozwiniecie roz-
_ wigzania na szereg potegowy stosownie dobranego: parametru. Nazwe te
mozna jednak zastosowaé i do podcbnego rozwigzywania réwnan alge-
braicznych lub przestepnych, [23]. W naszym przypadku moezna jako maty
parametr obraé¢ badz y i poszukiwac rozwigzania rownania (2.4) w postaci

(2.5) ==y -+ (8)y + ua(e)y* + .0,
badz tez & piszac
(2.6} J %:%0+%1(?)8+%2(?’)52 + ...

Funkcje x;{y) 1 %,(¢) sa oczywiscie rozne, mimo to zachowamy dla obu
funkcji wspoiny symbol ;. 7
Rozwazymy obie mozliwosci okredlenia malego parametru. Przed pod-
stawieniem do réwnania (2.4) szeregu (2.5) lub (2.6) wygodnie]j jest zapisac
je w innej formie, upraszczajacej péZniejsze rozwijanie na szeregi pote-
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gélwel. Wyraiajac funkcje tangens przez sinus i cosinus otrzymujemy mia-
nowicie

(2.7) (14 &) sin [(1 — ) ] sin [yx (1 4 e)] = cos [(1 — )] cos [yx (1 +-&)],
czyli, po zastosowaniu wzoru na cosinus sumy argumentdw,

(2.8) esin {(1 —y)x] sin [yx (1 + &)] = cos [«{1 +ye)] .

Obierzemy najpierw za maly parametr y czyli przyjmiemy, Ze sto-
sunek dlugosci czesci oslabionej do catkowitej dlugosci preta jest rnaly.
Podstawienie szeregu (2.5) do réwnania (2.8) daje

(2.9)  esinfa, (s, —ng)y + ] sin [y (142} (g +2,y - )] =
== €08 [15 + (8365 + 26, )y + (830, 4 2) 92 + -]

a po rozwinieciu ze wzgledu na zmienng y sinuséw i cosinusa na szeregi
potegowe Maclaurina otrzymujemy

(2.10)  &fsinug + (%, — %o)y €08 sy ] [(1 8}y y+(14e)uy* + .. =
== c08 2, — (626 1+ »,}y sin sy — (e, + 25}9" sin 3, —
2
—(BL();:_K;)}'QCOS Ho T o

Przyréwnujac do siebie wspélczynniki przy kolejnych potegach y po obu
stronach tego réwnania, uzyskujemy uklad réwnan

coss, =0,
e{1 &) 2y 5N 20 = — {e3y + ;) 5in 2, ,

(2.11) e(14-&)s;sins, 4 (1 + &) (261 — 2g) 204, COS 2y —

lemg )"
2

= (g2, + 5y} si0 26, — COS %,

skad przy ograniczeniu sie do pierwszej sity krytycznej wynika

- A

(2.12)




Znajac bezwymlarowa wielkosé x, okreslong szereglem (2 5) i WzoramiE

(2.12); mozemy przejié do obliczenia samej sily krytyczne1 Ze wzaru (2 3)]. i

wynika

(2.13} P:szxz%f—’ E‘ I‘ (gt 20 20y 4 (o6 + 2oy ) 7 - . }
Wygodnie jest teraz Wﬁrowadzié oznaczenie

(2.14) u :%%z:&;{%’;‘_,

Przy czym

(2.15) = 1+p(e)y + py(e)y® -+

Jak wida¢ ze wzoru (2.14), u jest wspolezynnikiem poprawkowym do wzo~
ru Eulera dla preta pryzmatycznego, bowiem

wE L a'E,

I
{2.16) P=Py=pu g 4l21(1+,u1y-§—y2y2+...)‘

Poréwnujac szeregi (2.13 i (2.16) okre§limy wspélezynniki () wzorami
e
—— 1 .
[ m 43( + 9 ),

(2.17)

i ostatecznie

2
{2.18) pu=1—4¢ (1 -+ ;) y 127 (1 -+ ;) T S

Przejdziemy téraz do rozwiazania réwnania wyjsciowego (2.4), prze-
ksztalconego do postaci (2.8), przez rozwiniecie go na szereg potegowy
- drugiego parametru, mianowicie e. -Zalozymy tym samym, ze roéznica sztyw-
nosci czesci oslabionej i nieostabionej jest niewielka. Postepujemy analo-
gicznie jak w przypadku poprzednim podstawiajac do (2.8) szereg (2.6):

(2.19)  esin{(1— 9) (g + %8 +..)] sin [pig -ty (20 + 23} 8 4 0] ==
=08 [2ty+ (y3q+ x,) 6 - (y2, + 2a}e® -+ ]
Po reozwinigciu sinuséw 1 cosinusa na szeregi pote;g-ow»e'. ze wzgledu na
zmienng ¢ olrzymujemy
(2.20) & {sin [(1— p)ace} + (1 — phae; cos [(1— pay) e + ...} {sin (yx,) +
oy ey 2y cos (pae) e+ .} = cos x, —

{yrg )

5 ecos iy + ...,

— {yng 1 5¢1) & 5in sy ~— (e, - 25) £% sin 2, —
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skad wynika uktad TOWHhAan

cosug—0,
sin [(1-—y) %] sin (yxg) = — (o -+ 2¢1) sin kg _
(2.21) (1—y)x, sin {yxn Jeos{( 1—“;;)%0]-% 5 {300+ 2,) €08 (30} sin [(1-- )xﬂl
= — (yx, + #y) sin xuﬂ—(wovl_%') oS %y,

Przy ograniczeniu sig¢ do pierwszej sily krytycznej otrzymujemy

o == e
0 2 *
: 1 sinymy
o i 27,
(2.22) v
i . 2 ;
Hy = YRCOS YT 4y sin yreos®y 323 4 *meos’y 725 -+
1 . g T
+ -5 sinyzsinTy ; .

Podobnie jak poprzednio wprowadzimy proporcjonalng do sily krytyczne]
bezwymiarowg wielkos¢ u okredlong wzorem (2.14); tym razem bedzie
ona jednak okreilona szeregiem potggowym zmiennej & mianowicie

(2.23) =14, y)e+piy)e + ...
Wapolezynniki gy} okresly teraz wzory
sin
‘L J:.g?.‘))(l%“ yn),

(2.24) fra =7"(3 + 2 cos y) + ysm ya (2 -+ cos wm) — 2y cospr -

i . g T
4 = sin®ya + % Sinymsin®y =
1 o y;ra ﬂ inyasin®y 5,

1 ostatecznie
(2.25) ;£:1#2}:( +- Sm””) +[y2(3+2c05yn)—l—

2 1., 2 . . @l
—I—“n y sin yr (2 + cos yz) — 2y COS yn—i—'ﬂgsm y:m—i—-ﬂ sin ymsin®y -l e* 4. .
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T (2.29)

Dla zastosowarr praktycznych najwazniejsze jest przyblizénie funkeji
pw=p(y, &) plerwszymi dwoma wyrazami szeregu, mianowicie szeregu
(2.18) lub (2.25). Zanim przystapimy jednak do analizy dokladnosci odpo-
wiednich wzorow przyblizonych i poréwnania ich #e wzorem A, N. Din-
nika, zauwazymy, Zze podczas gdy parametr  okre§lony zostal wzorem
(2.1) w sposob «naturalny», to parametr ¢ zostal przez nas w pewnym
sensie «narzucony», gdyz réwnie dobrze mozna bylo ten parametr, chara-
kteryzujacy stosunek sztywneséci czesci ostabionej i nieostabionej, wpro-
wadzi¢ odmiennie. A. Pfliiger, [10], uzaleznia sile krytyczng dla dwu-

stopniowego preta od stosunku ]/ IT/ [/ 12 lub ]/ 'fz_/]/ I_,, co odpowiada wia-
A4nie wprowadzonemu przez nas parametrowi

' EL . VEL—VE ]
(2.26 Pp— PR A b el AL
) = ]/ 5L, 1T VL
Jub parametrowi _
/B I —V By Ly
(2.27) 1—1/E L] E?I/‘__ Yl
VEI

Stosunkiem VI/V 1, postuguje sie rowniez C. T. Wang, [18]. AL N. Din-
nik i S.P. Timoshenko uzalezniaja site krytyezng od stosunku
I,/I5, co odpowiada parametrowi

1/E 1 = E.I,—E,1,
(2.28) &= g (}3212 2B,
natomiast S. D. Ponomariéw, [1i], — od stosunku I,T;, co odpo-

wiada parametrowi

. 1 E. I,y _EL,—E, I,
e (lg_' _) 2R,

Parametry &, zostaly przez nas tak dobrane, by byly dodatnie dla
EyI; = Eoly, a ponadto, by w pierwszym przyblizeniu byly wszystkie sobie
réwne [stad wspolezynniki 1/2 we wzorach (2.28) i (2.29)].

Poniewaz wprowadzenie wszystkich wymienionych parametréw & wy-
daje sig by¢ réwnouprawnione, wiec o wyborze tego lub innego para-
metru zadecyduje uzyskiwana dokladnoéé wzoréw przyblizonych. Znajac
rozwiniecie (2.25) funkeji u= ule) = p(e;) nie musimy oscbhno wyprowadzac
wzorow, okreélajacych funkcje p==ple,), p=ple,) 1 pg=uls,}. Parametry
sa bowiem od siebie w bardzo prosty sposob zalezne; zalezno$ci te zostaly
zestawione w tablicy 1 w postaci zamknietej i w postaci rozwinieé na sze-
regi potegowe. Wystarczy do wzoru (2.25) podstawié odpowiednie szeregi
potegowe, mianowicie &, = f(&5), &, = f(e;}, & = fle,), by otrzymaé poszu-
kiwane rozwiniecia na szeregi potegowe wzgledem: &, e, i ¢,. Poniewaz
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w plerwszym przyblizeniu wszystkie te parametry sa sobie rowne, przeto
pierwsze dwa wyrazy szeregu, najwazniejsze dla zastosowan praktycznych,
‘beda zawsze mialy postac
in _

{2.30) Mﬁ\fl—zy(l-f-s?};n)&; (i=1,2,3,4).
W ten krotki spos6b zapisaliSmy czlery wzory przyblizone o rdéznej do-
kladnoéci. Dokladnosé ich pordwnamy jeszeze z dokladnoscia pierwszych
dwoch wyrazéow szeregu (2.18), ktory szezegdlnie prosto daje sie zapisaé
przy uzyciu parametru &, mianowicie

{2.31) w1l —4e (1—!— )y*l de,y,

oraz z dokladnosciag wzoru Dinnika wyprowadzonego metoda energe-
tyezna, [1], [2]. Wzor ten o postaci

_ ®E,]l EL—EL[L 1  aly—l , sl
{2.32) Pr= AP {l—— i, [T — o cos - sin TH,

zapiszemy, po wprowadzeniu naszych oznaczen, nastepujaco:
{2.33) p=1—2y (l+ Al COS 2y:m) £, .

Procentowe bledy wzoréw (2.30), (2.31) 1 (2.33) zestawione sa w tabli-
cy 2 dla Eoly/EJ; =0,71 0,5 oraz dla p==0,11 0,2. Bledom przez niedo-
miar przypisano znak (+) (sg to bledy na korzys$¢ pewnodci), blgdom przez
nadmiar znak (—). Bledy wzorow (2.30) oznaczono przez By, By, By i By,
blad wzoru (2. 31) ‘przez By, blad wzoru (2.33) przez Bp. Tablica 2 podaje
‘réwniez rozwiazania k odpowiednich réwnan przestgpnych (2.4) i obliczo-
ne za pomocg wzoru (2.14) wartodei u z dokladno$cia, pieciu miejsc po prze-
cinku.

Jak widaé z zestawienia w tablicy 2, wzor Dinnika (2.33) daje
w badanym zakresie najwicksze bledy. Rézni si¢ on od czwartego ze wzo-
réw (2.30) tylko czyrnikiem cos 2y, jednak ten wlasnie czynnik zwicksza
blad i to na niekorzy$é pewnoéci (jak zawsze przy korzystaniu z metody
energetyczne). Réwniez stosunkowo duzymi bledami obarczony jest wzdér
(2.31), ktéry jest jednak o tyle lepszy, ze posiada postac niezwykle prosta,
a bledy sa bledami przez niedomiar na korzysé pewnosci. Wszystkie wzo-
1y (2.30) sa lepsze od obu wymienionych. W réznych zakresach poréwna-
nie ich dokladnosci wypada réznie: dla bardzo malych ¢ szezegdlnie do-
ktadny jest wzér, w kidrym &=¢, (jak wida¢ z tablicy 2, blad w tym
przypadku istotnie szezegdlnie silnie ro$nie wraz ze wzrostem yp), nato-
miast dla bardzo duZzych ¢ najlepszg dokladnosé posiada wzér, w kidrym
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Tablica 2. Bledy wzoréw przyblizonych, okreslajacych sile krytyczna -
* w zakresie spreiystym
- I
Bl 5 . w == 0,1 y =102
E 1
w = 1,50717, s = 0,92063 n == 145302, = 0,85567
la, — 0,19523 B, =02% B = +.08%
o == 0,16334 B,——16% B, = —2,1%
0.7 e = 0,31429 By= -+ 0,6% By=+25%
! gy = 0,15000 By=—2,2% B,=-—33%
| B,=+07% B,=-+32%
*I Bp=—28% B,=—18%
%= 1,43145, == 0,83045 % = 1,32773, u — 071446

& = 0,41421 B, = — 0,69 | B, = + 4,93

£y == 0,20209 B, = — 6,3% B,—— 82%

0,5 g3 = 0,50000 B, == — 3,5% By = + 14,2%

8 == 0,25000 B, = — 8,5% B,= 12,84

B.,= +37% B,I_, = + 16,0%

Bp=—9,6% Bp,=: — 21,95

|

=g, bowiem on jedynie, jak tatwo sprawdzi¢, daje scislg wartos¢ sily
krytycznej przy podstawieniu p==1 (gdy oslabienie rozcigga sie na calg
diugeéé preta). Jednak w stosunkowo najszerszym zakresie szezegdlnie
malymi bledami wyréznia sie wzor, w ktérym &= s, czyli

sinym E L °
T om )(I/EI 1)‘

Jak wida¢ z tablicy 2, przy »<<0,2 i s=¢, <04 bledy tego wzoru nie
przekraczaja 5% przez niedomiar (na korzysc pewnosci), a dla maitych ¢
nie przekraczaja 1%/¢ na niekorzy$é pewnosci. Uzasadnia to przyjecie przez
nas na poczatku rozwazan malego parametru (2.2) i propozycje postugi-
wania sie tym wlasnie parametrem. W dalszym ciggu jak i w poczatko-
Wych rozwazaniach przez e bez wskaznika bedziemy rozumieli parametr 8-

(2.34) Al — 2y (1

kR Wyprowadzenie\1'6wmmiu okreslajacego sile krytyczng
w zakresie sprezysto-plastycznym

Powyiej granicy proporcjonalnosci pochodna do/de nie jest réwna war-
tosci stalej E, lecz jest pewng funkcja naprezenia ¢. Funkcje taka nalezy
okredli¢ doswiadczalnie dla poszezegdlnych materialow, jednak w pewnym
przyblizeniu mozna jg ujaé wzorem, w ktorym tylko pewne parametry
okresla sic do$wiadczalnie. Doborowi takich wzoréw specjalnie z uwagi
na zastosowanie w teorii wyboczenia szezegélnie wiele uwagi poswiecit
A. Ylinen. W swej pracy z r. 1938, [19], zaproponowal on wzOr siuszny
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dla calego zakvesu 0 <Zo-<IQ (gdzie @ oznacza granice plastycznodci przy
Sciskaniu, naprezenie Sciskajace uwaza sie za dodatnie), mianowicie

do o \"
3.1 E—E [1—(Q—) 1
Wzér ten spelnia warunek do/de =0 dla ¢==@ i dla malych naprezein -
przechodzi w prawo Hooke'a, gdy drugi skladnik w nawiasie staje
sic maly wobec plerwszego, Wzér ten zostal wykorzystany do badania
statecznodci pretéw niepryzmatycznych o przekroju zmiennym w. sposob
cigglty w pracy [22]. Parametr n nalezy dobieraé¢ dodéwiadezalnie; wynosi
on np. dla stali 10-15, co powoeduje pewne trudno$ci rachunkowe i unie-
mozliwia scatkowanie réwnania (3.1) przy uzyciu funkeji elementarnych.,
Dla usuniecia tych brakow A. Yliinen =zaproponowal w r. 1948 znacz-
nie wygodniejszy wzér, [20],
do Q—0

o2 R T

spelniajgcy te same warunki, co wzdr poprzedni. Tym razem parametrem,
ktory nalezy wyznaczy¢ doswiadezalnie, jest c. Wzor (3.2) jest bardzo wy-
godny rachunkowo, a ponadto bez trudu daje sig scalkowac. Poniewaz nie
jest on jeszcze dostatecznie rozpowszechniony, mimo cpublikowania od-
nosnej proporeji po raz drugi w jezyku angielskim, {21], wiec przytacza-
my tablice stalych @, E i ¢ wedlug Y1linena, zaczerpnigty z pracy {21]
(tablica' 3). J

Tablica 3. Wartosci statych we wzorze {(3.2) A, Ylinena

Materiat ., .. . E[kGem™] @ luk R[kGem ™2} ¢
Soénina fifska 125 000 450 0,875
Elektron {stop magnezu) 460 000 - 1000 0,857
Stal St 37 ’ 2 100000 ’ 2400 0,977
Stal St 52 2100000 ’ 3600 0,977
Beton 250 000 . 280 0

H. Larsson, [7], wykazal w oparciu o teorie wyhoczenia sprezysto-
plastycznego podang przez F, R. Shanley a, [14], [15], ze wzdr (3.2)
moze bezposrednio zastapié¢ modul E we wzorach na sile krytyczng, z nie-
wielkim bledem popeklianym na korzy$é pewnosci. I. Sala, [13], za-
stosowal wzér (3.2) do obliczenia sit krytycznych dla pretéw niepryzma-
tycznych o przekroju zmiennym w sposob ciggly. Postuzymy sie teraz tym
wzorem dla zbadania wplywu oslablenia pretow na site krytyczng w za-
kresie sprezysio-plastycznym.
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Wyprowadzimy przede wszystkim ogolne réwnanie przestepne okredla-
jace site krytyczng dla dowolnego dwustopniowego preta w zakresie spre-
zysto-plastycznym, Wykorzystamy w tym celu réwnanie podstawowe (1.1),
do kforego podstawimy
QF,—P g @Fy—P
QF, —cP’ By=E QF,—cP’

(3.3) E,—E-

gdzie F| i Fy oznaczajg pola powlerzchni przekrojow czedci preta 1 i 2.
(rys. 1). Otrzymujemy najpierw

- P QF—pP | | P QF,—P
(34) g [11]/}31 QF, —cP ]tg{12 ]/EI QF, —cp ]
]/I (QF,— P) (QF, — cP)
QF1'—P) (QFQWCP)‘.

Jest to poszukiwane roéwnanie przestepne o jednej niewiadomej — sile
krytycznej P. Sprowadzimy je teraz do postaci bezwyrmarowaj, podobnie
jak rownanie (1.1), «Rozdznehmy» w tym celu parametr £ uwzglednla;mcy
jednoczesnie wplyw zmiany momentu bezwladnosei i modutu’ Younyga,
wprowadzajge oznaczenia

' I,
(3.5) 8,:]/1,? —1
E .
(3.6) | 6”'_]/E2 1;
poréwnujac (3.5), (3.6) i (2.2) otrzymujemy zwigzek

(3.7) ‘ szsl—i—ft:ﬁ—f—s,sé,

wskazujacy na to, iz w plerwszym przyblizeniu wplyw zmiany sztywnosei
jest sumg wplywow zmiany momentu bezwladnogei i zmiany modulu
Younga z osobna. Wniosek ten jest stuszny w odniesieniu do wszyst-
kich wprowadzonych poprzednio paramefréw £;, bowiem przy postugi-
waniu sie parametrami &,, e, lub ¢ w réwnaniu typu (3.7) zmienia sie
jedynie wyraz kwadratowy. Wprowadémy do réwnania (3. 4) parametry y
(2.1), & (3.5) oraz parametr charakteryzujacy smuklosé preta

1/QF,
3.8 = —F =
(3.4) $ ]/ EI,

(dla preta pryzmatyeznego parametr ten jest rowny
' Q
(39) §==8y = 2 "E" )
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gdzie A =21/ jest smuklosma preta pryzmatycznego) Wprowadzmy da—
lej parametr

: F
‘(3_'10) . | . . . == Fz’
wreszele bezwymiarows niewiadoma

{8.11) . : . =l % .

Przy tych oznaczeniach btrzymujemy réwnanie przestepne o postaci

(3.12) tg[(l'——y)x -?;Si]tg[yx(l—!—s,)]/s ”“C"}

o1 1/ (s* — »%) (&5 — o)

1-+¢, (£8% — %) (s — cx®)

Niewiadoma jest teraz funkcjg pieciu zmiennych niezaleznych x=

=% 5(p, 5, ¢, 6, &) . Wprawdzie dla przekrojéw geometrycznych podobnych

ma zastosowanie zwigzek _
{3.13} ‘ : g=¢—1

i ilog¢ zmiennych niezaleznych mozna wtedy zredukowa¢ do czterech, ale
w zastosowaniach praktycznych przekréj ostabiony z reguly nie jest geo-
metrycznie podobny do przekroju nieosiabionego i z tego wzgledu nalezy
rozpatrywaé » jako funkcje pigciu zmiennych. Przy danych wartosciach
tych zmiennych mozna -kazdorazowo, z dowolna dokladnosciy, obliczy¢
pierwiastek » réwnania (3.12). jedna ze znanych metod przybhzonych TOZ-
wiazywania réwnan przestepnych ale przedstawienie rozwigzania w po-
staci szeregu, podobme jak w przypadku poprzednim (sprezystym), jest
tu wielokrotnie trudmejsze Totez ograniczymy .sie jedynie do podania
gorne; i dolnej granicy obcigzenia krytycznego, przy czym zwrocimy uwa-
ge na granice dolna, szezeg6lnie wasna dla zastosowan praktycznych (blad
na korzysé pewnodei), i podamy oszacowanie bledu.

4. Oszacowanie sily Xrytycznej w zakresie sprezysto-plastycznym

Pewne oszacowania sily krytycznej dla preta ostabionego bardzo iatwo
jest podaé: jezeli I, <|I; oraz Fy < Fy, to sila krytyczna dla preta ostabio-
nego jest w kazdym razie mniejsza od sily dla preta pryzmatycznego
o przekroju i momencie bezwladnosci odpowiednio Fy i I) (preta bez osta-
bienia), a wieksza od sily krytycznej dla preta o przekroju i momencie
bezwladnoci Fy i I; (oslabienie rozciaga sie na diugosc calego preta). Te
oszacowania sa jednak z reguly zbyt grube i moga byé stosowane jedynie
w mato dokladnych obliczeniach.
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Dia zwiekszenia dokladnosci zaproponujemy inne oszacowania, oparie
na wzorach, wyprowadzonych w p. 2. Wplyw zmniejszenia momentu bez—
wladnosci i zmniejszenia modutu wyboczenia (wskutek zmniejszenia prze-
kroju) mo#na rozdzieli¢ — por. np. wzér (3.7). Rozdzielenie takie jest ko-
rzystne, poniewaz wplyw zmiany momentu bezwiadnosel uwzglednia sie
tatwiej niz wplyw zmiany modulu wyboczenia zaleznego- od obliczanej
sity krytycznej. W zwiazku z tym jako dolng granice sily krytycznej pro-
ponujemy site dla preta o stalym module wyboczenia E = Es, 1 «kombinc-
wanym» momencie bezwladnoscl I=- u, I , gdzie u, jest okreslone szeregiem
(2.18) lub (2.25), w ktérym s==¢, {wplyw zmiany samego tylko momentu
bezwladnosci). Podstawiajac §cisla warto§é u, (dostateczna ilosé wyrazéw
szeregu) uzyskujemy wiedy Sciste uwzglednienie zmiany momentu bez-
wladnosei oraz oszacowanie od dolu z uwagi na zmiang modulu wybocze-
nia. Gérna granica, ktéra postuzy nam przede wszystkim do oszacowania
bledu granicy dolnej, bedzie okreslona dwoma wzorami. Z jednej strony
bedzie nig sila krytyezna dla preta o stalym module wyboczenia E==F
a «kombinowanym» momencie bezwladnosci I—= M;I1 Z drugiej strony,
naprezenie krytyczne w przekroju oslabionym nie moze przekroczyé¢ gra-
nicy plastycznodcl @ (rozwazania nasze ograniczamy zasadniczo do mate-
rialéw, ktore posiadaja rzeczywistg granice plastycznodci; jezeli granica
ta nie istnieje, to — zgodnie z uwaga A. Ylinena, [21] — role jej
" przejmuje wytrzymatosé na dciskanie R). Tak wiec po wprowadzeniu ozna-
ezenia ‘

drugie oszacowanie od gory stanowi prosta
(4.2) - ' m=1.

7 obu przytoczonych oszacowan od goéry lepsze bedzie oczywiscie to, ktdre
daje mniejsza wartoéé sily krytycznei: dla preidw o znacznej smuklosci
bedzie to oszacowanie pierwsze, dla pretéw krotkich —— oszacowanie drugie.
Przejdziemy do wyprowadzenia odpowiednich wzoréw. OUszacowanie
od dotu bedziemy oznaczaé¢ jedng kreska u gory: wobec tego zgodnie ze
wzorem (2.16), w ktérym u =y, uwzglednia tylko zmiane momentu hez-
wiadnosci, natomiast E-=—=E,, = '

(4.3) By LN QFy—P

Hy 412' QF, —cP
lub po wprowadzeniu oznaczenia {4.1)

2Bl  1—m

(44 T TR, 1o
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Wprowadzimy jeszcze oznaczenie stosunku sily krytyeznej dla zakresi

sprezystego (2.16) do sily na granicy plastycznodei w ostabionym przekro_‘]u
m? E1, mt

(4.5) — R =

i zapiszemy rdwnanie (4.4) krotko w postaci
' 1—m

"~ Jest to rownanie kwadratowe ze wrgledu na m, mianowicie
(4.7) em® —(1+H)ym+H=0,

Jego rezwigzanie zapiszemy w postaci

(4.8) '!_n = i_'_ p—
1+H +y{(1+H)®— 4cH

lub

(4.8.1) 2H _QF,,

T H el

w ktdrej niewymierno$é przeniesiono do mianownika dla wygody obliczen:;
bowiem unika si¢ wtedy odejmowania dwdch niewiele roznigcych sie
wielkosci, Drugie rozwigzanie réwnania (4.7) nie posiada sensu fizycznego.

Wzér (4.8) proponujemy’ jako zasadniczy wzér do obliczenia sity kry-
tycznej dla preta ostabionego. Jest to wzér uniwersalny obejmujacy zakres
sprezysty i sprezysto-plastyezny, poniewaz dla pretéw o dostatecznie du-
zej smuklosci warto§¢ H jest mala i ze wzoru (4.8) otrzymujemy w przy-
blizeniu m=H lub '

7 B,
(49) . . Pmi”! FYERE

czyll wzor dla zakresu sprezystego. Wykazemy teraz, ze w rdZnych przy-
padkach szczegolnych wzdér (4.8) daje wartosci poprawne. Gdy podsta-
wimy ¢ =1, to rownanie (3.2) daje w granicy material idealnie sprezysto-
plastyczny typu Prandtla: prosta Hooke’ a i prosig 6= Q. W isto-
cie, wtedy wyrazenie pod ple_I‘WlaStklem we wzorze (4.8) jest réwne (1—H)
i dla H<{1 mamy ]/ (1—H) ==1—H oraz m=H (wzér dla zakresu
sprezystego), a dla H>1 mamy / (1 —HP2=H —1 oraz m—1 (sila
krytyezna wywoluje w najmniejszym przekroju naprezenia na granicy
plastycznoéci). Gdy H zmierza do nieskonczonosci {smuklosé preta do zera),
to bez wzgledu na wartos¢ ¢ wartoéé m zmierza do jednosci, jak byé po-
winno. Gdy podstawimy &, = 0, to otrzymujemy wzor dla preta pryzmar
tycznego, bowiem wtedy
(4.10) H=H,=—"F
: - 4o ;{ZQ
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i wzér (4.8) przechodzi we wzér Y1linena. Nalezy zaznaczyé, ze jest to
chyba najprostszy i najbardziej dogodny zapis wzoru Ylinena, nie
przytaczany przez autora. Wreszcie gdy podstawimy yp==0, to wzér (4.8)
nie przechodzi we wzér Ylinena dla preta o przekroju Fy i momencie
bezwladnosci I;. Tak jednak byé powinno, poniewaz w zakresie sprezysto-
plastycznym «nieskonczenie male» ostabienie (np. nadciecie) musi posia-
daé znacznie bardziej istotne znaczenie niz w . zakresie ‘sprézystym cho-
ciazby dlatego, e napreZenie krytyczne w najmniejszym przekroju nie
moze przekroczy¢ granicy plastycznosci bez wzgledu na to, jaka cze§é
pre'ta posiada ten przekroj. Wzor (4.8) spelnia wiaénie ten warunek, pu-
niewaz zawsze m<1. Tak wiec wzor (4.8) spelnia wszystkie warunki,
wymagane od wzoru obliczeniowego i daje bledy na korzysc. pewnosci,
a poniewaz posiada przy tym prostg budowe, moze by¢ z powodzeniem
stosowany w praktyce inZynierskiej. Dla obliczenia g, wystarczy przy
tym z reguly zastosowaé pierwsze przyblizenie rozwiniecia na szereg, mia-
nowicie wzor (2.34).

Zajmiemy sie jeszcze obliczeniem gérnej granicy sily krytycznej dla
oszacowania biedu wzoru (4.8). Gérng granice bedziemy oznaczaé dwiema
kreskami u géry. Zgodnie ze wzorem (2.16), w ktorym o= u, uwzglednia
tylko zmiane momentnu bezwladno$ci, natomiast E==F|, mamy

B , =
(4.11) p—, B @F, =P
4" QF, —cP

czyli po wprowadzeniu oznaczen (4.1} oraz (3.10)

— #°El, &—m
(12) M HREQE, ¢ om

Wprowadzajac wielkosé H za pomoca wzoru (4.5) otrzymujemy -ostatecz-
nie po rozwigzaniu réwnaniu kwadratowego ze wzgledu na m wzoér

2HE

(4.13)

it = . .
E+H+ ) (L H)— dcHE

Przystapimy teraz do oszacowania bledu wzoru (4.8). Réznica miedzy
gérna gf:anica m 1 dolng granicg m zanika dla wielkich s, czyli matych H,
bowiem wtedy znajdujemy si¢ w zakresie sprezystym i Esy == Ej. Przy
wzroScie H réznica ta rosnie. 7 drugiej strony, oszacowaniem od gory jest
réwniez me=1, (4.2); réznica miedzy m+=—1 i m==m jest réwna zeru
dla s==0, czyli H=o00¢ i rosnie ze zmniejszaniem sie H. Tak wiec doko-
namy oszacowania bledu dla przypadku m=1, co odpowiada pewnej
smuklosci s*, bowiem dla s <{s* zmniejsza si¢ réinica. pomiedzy m i i,
adla s> s* zmniejsza sie réznica pomiedzy m i m (rys. 2).
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Najpierw -obliczyn?ﬁ §* -~ jest to w pewnym sensie smuklosé gra-
niczna. Podstawiajgec m =1 oraz s=s* do réwnania (4.12), ktére zapi-
szemy w postaci

3

— a® E—m
(+14) T S

ofrzymujemy po rozwigzaniu ze wzgledu na s*

. W E—1
(415) & —’2" ‘u‘,*é_“:.
Tej wartosci s* odpowiada pewna warto$é m, okreslona wzorem {4.8),
ktéra oznaczymy przez m¥ By obliczyé m*, najlatwiej jest zapisaé¢ (4.4)
w postaci

(4.16) My o ATm

g 5

Rys. 2. Szacowanie blgdu wzoru przyblizonego ma site krytyczna

Po podstawieniu s =g* [wzor (4.15)]. m == m* otrzymujemy

E—c 1—m¥
o B

a jezell wprowadzimy dla uzyskania podobienstwa z réwnaniem (4.6) ozna=
czenie

. e
(4.18) .
to wiedy

£ 3
(4.19) m* 2H

T H YO — doH*
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Scista warto$¢ m dla s=s* zawarta jest pomiedzy m* i 1. Przyjmujac -
m =m* (dolna granica sity krytycznej) popelniamy blad wzgledny nie
wiekszy niz

{4.20) B< 1% 160%, == (1 —m*) 100°/,,
czyli

S ] - #\2 T
@.21) L —H* + {1+ H* P —4cH 100/,

1+ H*+/(1+H*? —4cH*

Rys. 3. Zalefnost m =m/s, ¢} dlg y =L/l =02 oraz ¢= 0,977 (stal}

Jest to poszukiwane ogélne cszacowanie blé,du wzoru (4.8). Moze ono
by¢ zastapione oszacowaniami mniej dokladnymi, ale posiadajacymi
prostsza postaé. Blad B jest mianowicie, za posdrednictwem H*, funkcja
dwéch zmiennych & ic:B==B{(&, ¢). Jest on rowny zeru dla £-—1 (pret
o stalym przekroju lub e==1 (material idealnie sprezysto-plastyczny),
a ponadto, jak mozna sprawdzi¢, w rozwazanym zakresie 0sles=I1,
1=C¢& <00, pochodna 0B/3¢ jest nieujemna, a pochodna 0B/0c jest nie-
dodatnia. Tak wiec mozemy uzalezni¢ oszacowanie bledu tylko od jednej
zmiennej, przyjmujac we wzorze (4.21) wartosci skrajne, najbardziej nie-
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korzystne, &=o0 lub ¢==0. Podstawiajac & ==oco czyli H* =1 otrzy-
mujemy oszacowanie ' '

. F1—
(4.22) | B 1228
_ H+yY1—c
natomiast gdy ¢ =0 czyli H* == /(£ —1), otrzymujemy
(4.23) BTl
26—1

Na przykiad gdy &==1F/F,—15 oraz c¢— 0,977 (stal), to najdokladniej-
sze oszacowanie (4.21) daje B = 11,4%0, oszacowanie (4.22) daje B = 13,2%,
wreszcie z oszacowania (4.23) wynika B =< 25% (stosunkowo duza roz-
biezno$¢, poniewaz ¢ jest bliskie jednodci). W rzeczywistodei bledy wzoru
(4.8) sa z reguly znacznie mniejsze, co mozna sprawdzi¢ poréwnujac wy-
niki tego wzoru z pierwiastkami réwnania Scistego (3.12).

Rysunek 3 podaje wykresy obliczonyeh ze wzorow (4.8) 1 (3.8) zalez—
nosci m==m (s) dla y=40.2, c==0,977 (stal) oraz ¢ =0; 0,1; 0,2; 0,3;
0,4; 05. Krzywa g,=0 jest krzywa Ylinena dla preta pryzmatycz-
nego. .

5. Przyklady liczhowe

- 5. W precie o przekroju prostokgtnym 10 X 5 cm ze sofniny fin-
sk1e3 {¢=10,875) wykonano otwér kwadratowy 4 X 4 cm w._poblizu prze-
kroju utwierdzonego (rys. 4). Obliczymy sile krytyczna dia tego preta
przy zalozeniu, ze jego dlugo$é wynosi =25 cm 1 =50 cm.

' Obliczamy kolejno I, — 104 cm%, I,=62,3 cm% F,—50 cm? Fy—
=30 em?. Wobec tego s,=1/ 104 : 62,3~ 1=—0,291, &= 50 : 30 — 1,67.
Jezeli 1=2b em, to y=4:26=0,16; wspdlezyn- y
nik g4, wynosi w przyblizeniu, zgodnie ze wzorem .
(2:34), u,=10,823.""W dalszym ciggu H = 3,12, /
m=——0,949 oraz P, —=—10,94%9 45030 =12820 kG, Dla
poréwnania podajemy inne charakterysiyezne warto-
$ci sit krytycznych dla rozpairywanego preta. Gdyby
pret nie byl oslabiony, wowezas Hy = 2,28, ze wzoru : // /
¥ linena m=—0,920, ale whedy odnosimy sile kry- ‘
tyezng do sily na graniey plastycznodci w przekroju ly
nieoslabionym @QF,; = 22500 kG, wige P, =0,920X 50
® 22500 == 20700 kG.”.W.p]iyw _osk:abi.enia wynosi tu Rys. 4. Prostokalny
okolo 38%. Gdyby w rozpatrywanyni przypadku na- pizekroj preta z osla-
prezenia nie przekraczaly granicy sprezystosci, wow- IHeniem
czas  mialyby zastosowanle wzory wyprowadzone
w p. 2. Wiedy dla preta nieoslabionego sila Eulera wymoalaby
Pre==51300kG, a dla oslabionego P, —==p, Py— 42200 kG. Wplyw osla-
bienia wyniostby wtedy tylko 17,3%.

w0
|
40
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Jezeli 1=50 cm, o y==4:50=0,08, u,— 0909, H==0861, m=—
— 0,683 oraz P, == 0,683 -450- 30 = 9200 kG. Dla preta nieostabionego mie-
liby§émy Hy=— 0,570, m==0,507, Py—11400 kG. Wpiyw oslabienia dla
tego preta wynosi juz tylke okolo 19%/s, poniewaz smukloé¢ preta jest
wieksza niz w przypadku poprzednim i wyboczenie niewiele odbiega od
sprezystego. Sila eulerowska wynioslaby tutaj Pp=—12800 kG, sila kry-
tyczna przy zalozeniu sprezystosci wyboczenia P,=u,P,= 11620 kG,
a wplyw oslabienia 9,2%. W kaZzdym razie wplyw oslabienia jest w rze-
czywistosel 2 reguty znacznie wiekszy niz wynikatoby to z obliczen prayj-
mujacych sprezystosé wyboczenia,

52. W precie dwuteowym o przekroju znormalizowanym I100 ze stali
5t 37 {c=0,977) wykonano otwoér kwadratowy 4 X 4 cm w poblizu prze-
kroju utwierdzonego (rys. b). Obliczymy sile krytyezng dla tego preta przy
zalozeniu, Ze jego diugesé wynogi =25 em i 1==50 cm.

Z normy PN-H-93407 odezytujemy [;==12,2 em% F;=—106 cm?
w przekroju oslabionym obliczamy I,==11,96 cm’, Fy— 8,8 em? Wobec
tego e;=]/12,2 111,96 — 1 =10,010, §&=10,6 : 8,8 =1,20. Jezeli I=—25 cm,
to y=0,16, u,— 0,994, H=4,78, m = 0,996 oraz P, =—0,996-2400-8,8 =
= 21000 kG. Dla preta nieostabionego mielibyémy Hy— 3,98, m— 0,993

oraz' Py= 0,993-2400-10,6 — 25200 kG. Wplyw osla~

bienia wynosi wiec 16;7%. Przy zalozeniu sprezystosci

Y wyboczenia Pg==101 000 kG, Py =g, Pr=100 400 kG,
@W a wplyw oslabienia wynosi tylko 0,6%%.

Y] Jezeli 1="50 cm, to y=10,08, p; = 0,997, H=1,183,

x flix m == 0,929 oraz P, = 19600 kG. Dila preta nicostabionego

§ mielibydmy Hy=— 0,987, m = 0,857 oraz P,'= 21800 kG;

wplyw oslabienia wynosi okolo 10%. Przy zalozeniu spre-

zystosel wyboczenia Pp=—=25230kG, P.=—py,Pg 25200

Mfaﬁ kG i wplyw oslabienia jest niemal nie do uchwycenia,

50 Wynika stad, ze w przypadku przekrojéw profilowych

obliczenda, zakladajace sprezystodé wyboczenia, sg jesz-

cze bardziej mylace niz w przypadku przekrojéw zwar-

Rys. 5. Dwuteowy . . PO s

przekré] prete z tych, bowiem w rzeczywistosci wplyw oslabienia jest

cslabienfem i tu doéé duzy.

o

40

6. Uwagli koficowe

6.0. Przy rozwigzywaniu zagadnienia korzystalimy z teorii elemen-
tarnej nie uwrzgledniajac nigdzie wplywu spietrzenia naprezen, wywo-
lanego miejscowym oslabieniem, na wartos¢ silty krytycznej. Wplyw ten
bedzie prawdopodobnie inny w zakresie sprezystym, gdzie wystepuje sto-
sunkowo duge spietrzenie naprezen, a inny w zakresie sprezysto-plastycz-
nym, gdzie spietrzenie jest zredukowane nieliniowoscig wykresu rozcig-
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gania (sciskania). Jak dlugo nie zostanie opracowana $cislejsza teoria wy-
boczenia pretéw z miejscowymi oslabieniami, zaproponowane wzory
nalezy sfosowaé ze zwiekszonym wspdlczynnikiem bezpieczenstwa.

6.2. Czesto oslabieniem preta jest otwor kotowy. Wiedy jako dlugose
czescl ostabionej mozna przyjmowac srednice otworu; przyjecie takie po-
woduje blad na korzys¢ pewnodci, ¢ ile nie bierzemy
pod uwage problemu spietrzenia naprezen. L

63. Wykonanie otworu moze zmienia¢ kierunek wy- ly
hoczenia preta, co nalezy zawsze mieé¢ na uwadze. . !

| =
i
f
a

wykonaniem otworu Iw>Iy, ale po wykonaniu otworu £
Io<<I,. W takim przypadku sily krytyczng bedzie
w rzeczywistodci mniejsza z sit krytycznych, obliczonych /
z osobna dla obu mozliwych kierunkéw wyboczenia,
6.4, Wielu autorow, np. [10] i {11], zwraca uwage na
fe?kt,. iz ré\’;vngninei prz-estepne {1.1} jest zarazem rowna- Rys. 6. Preykiad
niem okreslajacym sile krytyczng dla preta o stalym  yeytartu przekroju,
przekroju, ale obeigzonego dwiema silami w dwoch réz-  w ktérym po wy-
nych przekrojach (nalezy w nim dokona¢ jedynie sto- konaniu  otworu
sownej zmiany oznaczen). Totez wzory niniejszej pracy 2mienia sie kieru-
bedzie moina wyl,{orzystaé bez wickszych zmian i do nek 'najwigkszego
: N . . ~ momentu bezwlad-
tamtego przypadku, przynajmniej jezell w gre wchodzi nodei
zakres sprezysty. Warto rownie? wspomnied, ze w szere-
gu innych przypadkéw (np. pret dwustronnie utwierdzony, ostabiony
w poblizu przekroju drodkowego lub w poblitu obu przekrojéow ulwier-
dzonych, A. Pfliager, [10]; pret dwuprzegubowy, ostabiony przy jednym
z koncéw; M. T. Huber, [5], A. Pfliiger, [10], A.R.Rzanicyn, [121)
wyjsciowe rownanie przestepne ma postaé¢ bardzo zblizong do postaci (1.1)
i metody tej pracy moga by¢ bez wiekszych zmian stosowane i do tam-
tych przypadkow.

1.2a

Rysunek 6 podaje preyklad przekroju, dla kiorego przed /
¥
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PerwomMe

BAMAHUE OCJABJIEHWA CTEPXHA HA KPUTHYUECKYI) CHUIY
B YIUPYTIO-HJIACTHYECKOW OBAACTH ’

-

. B palfoTe onpepesiseTca  KPWTHYECKSS CHMIZ I8 CKATBIX B 00—
BOM HalpPaBJIeHMM OfHCCTOPOHHE 32INEMIICHHBIX CcTepikuell, oesabieHHbrx
BOayMzK samemmensoro cedenna (puc. 1). 1lpu sTom 6Buma MCHOIB30BAHA
HICMEHTADHAH TEOPUA HE YUMTBIBANOIUAA BIMAHMA KOHUEHAPAMM HaIpsH-
FEHW Ha KPUTMHIECKYI0 CWUIy. B KauecTBe MCXOEHOTO yDPaBHEHWA mpH-
mmaerca ypaereuwe (1.1), onpepesarnlee KPUTHIECKYIO CHIY A HBYX-
CTENEeHHOTO CTEPKHA B 0BAacTyH YHPYTOCTH. JTO ypaBHeHMe I0CIe. cReme-
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Hus K DespasmepHoMy BUAY, PelIaeTcs METOLOM MAJIOTD TapaMerpa, 3a
KOTOPBH DPUHMMALTCH OYEPENHO y U &, onpeferenunie dopmymami (2.1)
u (2.2). Hosry4uenspre TaxmMM 00paz0M nepBble IpMOIIMCTKeT CPABHMBATOTCA
< Gopmyaocit A. H. IuuHUK a (2.32), BLIBEIEHHON SHEPIeTHYeCKUM Me-
TOLOM KOHCTATHPYH, WTO TIOTPEIEHOCTH B Clydae MaJOTo Tapamerpa &
FABJIATCH SHATMTENbHO MEHLITIMMYS, H9eM I0TPEIlIHOCTH (hOpMYyIsl A. H
JAxaeEnxka (trabmma 2). :

B ynpyro-naacruyecrkodl obIacTi nCoNs308aH0 GopMyay A, Mo mH e-
Ha (3.2). Ilpeskpe ®BCero BLIBEAEH0 TPAHCHEAEHTHOS YPABHCHME, TOWHO
OTIpeneIAIoee KpuriideckKyo cuny (3.12). Satem parres nprbnmeHHbIe
hOpPMyIIbI OOpPENENAIONIMe BEPXEN ¥ HUWIKHMI Npemeldbl KpUTHUecKod
bl B 0001Mx cayvaAx TOYWHO VUMTHIBAETCA WIMEHEHME CAMOIO TOJBKO
MOMEHTa MHEPIMY, TPUYEM B NEPBOM CIydae IPIHMMACTCA MEHBIHMA 13
MOZY et npojoasHore uarmba E, Kax o6Hpl juis BCero crepiHA [dhop-
myma (4.8)], a Bo BropoM —- Gonninoi uz momysein E, [dopmyma 4.13)].
Hyeeumii npenea (4.8) mpepnaraerTead B BUAe OKOHYATENLEON OpPMYISHI
A OPVMEHEHHMA B MHMEHEDPHOM IpagTMKe, TOTAd KaK BEPXHWH Ipegern
CILY¥RIAT AJA OLEHKM TOTPEIIHOCTM HMMKHero npefess, Hawowery, ompeme-
JIAETCA TIOTPEITHCCTE ¢ HoMOmbio (opMyns: (4.21) wau  yopomenmnix
hopMy I (4 22) u (4.23), XOoTOpBIE O/IHAKO HAIOT MEHEEe TOYHYIO OIEHKY.

B paore NPMBOAMTCA HECKOILKO HPMMEPOB OIPENeJCHHMA KPUTUIEC-
KWX CHII IS CTepIRHeH, 0ClabieHHbrx BOMMIM BAIEMIIEHHOTO COYCLINMS,
A TAKXKE YIOMMHAENCH O APYIMX NPUMeHAEMBIX MCI0NL30BAHHOTO B HA-
crosamedt pabore mMeTona. '

Summary

‘THE INFLUENCE OF A WEAKENED CROSS-SECTION ON THE CRITICAL FORCE
OF+A BAR IN THE ELASTIC-PLASTIC RANGE

This paper is devoted to the computation of the critical force for
axially compressed bars clamped at one end and weakened in the neigh-
bourhood of that end (Fig. 1). The elementary theory is used, the influence
-of the stress concentration on the critical force not being taken into
<consideration, The starting equation is (1.1). It determines the critical
Torce for a two-step bar in the elastic range. This equation, after reducing
to the dimensionless form, is solved by means of the perturbation method,
the small parameter being first  and then s, defined by the Egs. (2.1)
and (2.2). The first approximations .thus obtained are compared to
A.N.Dinnik’s equation (2.32) derived by means of the energy method.
It is found that in the case of small parameter ¢ the errors are much
smaller than those of the Dinnik formula (Table 2),

In the elastic-plastic range, the equation of A. Ylinen (3.2) is used.
Tirst, the transcendental equation (3.12) is derived, accurately . deter-
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mining the critical force. Next, approximate formulae are given, de—
termining the upper and lower bound of the critical force. In both cases,
Aonly the change of the moment of inertia is accurately taken into con-
sideration. In the first case, the smaller of the buckling moduli [Eq. (4.8)],
and im the second case the greater of the moduli [Eg. (4.13)], is assumed
to be common fo the entire bar. The lower bound (4.8) is proposed as
the final equation for praetical use, the upper bound being used for the
purpose of appraising the error. Finally, the error is appraised by means
of the Eq. (4.21) or the simplified equations (4.22) and (4.23) giving,
however, less accurate appraisal.

The paper gives also a few examples of the ‘computation of critical
forces of bars weakened in the neighbourhood of the clamped end, other
possibilities of application also being mentioned.
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