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1. Uklady sprezyste nieograniczone o ciaglym rozkladzie mas wyka-
zuja podezas drgan wiele ciekawych wiasnosci, zupelnie odmiennych od
wlasnosei ukladéw sprezystych ograniczonych, Réznica wynika stad, ze
w ukladach sprezystych nieograniczonych pojawiaja sie opréez stojacych
fal naprezen fale naprezen ruchome, poruszajgce sie od miejca wymusze-
nia i rozprowadzajgce energie mechaniczng na elementy takiego ukladu.
Powstaje wtedy interesujgce zjawisko tlumienia falami naprezen. Naj-
prostsze zagadnienia tego rodzaju oméwiono w pracy {[5]. Okazuje sig
jednak, ze rowniez uklady spreiyste ograniczone moga posiadac w pew-
nych warunkach wyzej wspomniane wlasnosci, Trzeba jednakze uwzgled-
nié w obliczeniach rzeczywiste wlasnoscl materialu, w szezegdlnosei thu-
mienie materialowe 1. ograniczy¢ si¢ do dostabelcznde duzych czestoscl
drgan, {6].

W niniejszej pracy zajmiemy sie zbadaniem zjawiska rezonansu kilicu
prostych ukladéw sprezystych, jakie tworza belki proste potograniczone.
Pominiemy przy tym sily tlumienia wewnectrznego (materialowego) oraz
sity tlumienia zewnetrznego (tarcie na podporach, na powierzchni ota-
czajacego ofredka itp.)..

Uklady nasze sprowadzaga sie we wszystkich przypadkach do belek
prostych, polograniczonych, pokrywa;[acych sie z osia x. Rozréinimy
w tych belkach nastepujace czedei skladowe: }

(a) czesé belki od kofica swobodnego lub zamocowanego do miejsca
przylozenia sily lub momentu wymuszajgcego drgania bedziemy nazy-
wall rezonatorem,

{b) punkt (przekrdj) przylozenia sity lub momentu wymufsza]acegO'
drgania bedziemy nazywall miejscem wymuszenia;

(c) czesé belki od miejsca wymuszenia do nieskoriczonosci bedziemy
nazywali wpustem;

(d) miejsce wymuszenia bedziemy traktowali jako punkt (przekroj)
wspolny nalezgey zaréwno do upustu jak i do rezonatora.

Rozpatrzmy drgania. wymuszone pod dziataniem sily lub momentu
zmiennych harmonicznie lub drgania harmoniczne wymuszone kinema-
tycznie w jednym z przekrojéw belki. Amplitude sity lub momentu wy-
muszajgcego przyjmiemy za stala, r'-zaleZng od czestodci. Zbadamy wy-
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lgeznie stan ustalony pfzy zerowych warunkach poczatkowyeh ruchu,
(Poczatkowa energia mechaniczna réwna sie zeru).

. Bedziemy moéwili, ze w danym przekroju belki o odcietej x wystepuje
zjawisko rezonansu amplitudy ugiecia, kata ugiecia lub przemieszczenia
podluznego, jezeli te wielkodci jako funkcje czestoscl drgan o osiagaja
maksimum, gdy we(0, o). Zwykle bedziemy poszukiwali maksimum tzw.
«wspolczynnika uwielokrotnienia», tzn. ilorazu amplitudy przez przyjeta
wielkos¢ poréwnawczg niezaleing od czesto$ci drgan wymuszonych,

Nieco odmiennie okreflimy rezonans dla rezonatora lub upustu, tzn.
w pewnym przedziale. Bedziemy méwili, ze w upuscie lub w rezonatorze
zachodzi rezonans, jezeli w przedziale okre§lajacym rezonator lub upust
bedzie zachodzito maksimum mnajwigkszego wspdiczynnika uwielokrot-
nienia rozpatrywanego jako funkcja czestodci drgan e, gdy we(0, 00),

Aby unikngé Zmudnych rachunkéw, ograniczymy sie do prostych belek
jednorodnych o stalej sztywno$ci zginania EJ i stalym przekroju. Przy
drganiach gietnych postuzymy sie modelami Naviera i Rayleigha,
aby zbada¢ wplyw bezwladnodci obrotowej przekrojéw tak istotny przy
wysokich czesto§ciach drgan. Przy drganiach skretnych rozpatrzymy tylko
przypadki belek o przekrojach kolowo symetrycznych. Oméwimy kolejno
drgania gietne podiuine i skretne.

2. Rownanie drgani gietnych belki pryzmatycznej, uwzglednlaJace
wplyw bezwladnosci obrotowej przekrojéw, mozna przedstawié w naste-
pujacej postaci: 5 64 »
= Rt R T O
gdzie ¢ jest predkoscis rozchodzema sie fal podiuznych w belce

Zajmiemy sie drganiami wymuszonymi, harmonicznymi z czestoscig w
w stanie ustalonym. Rozwigzanie réwnania (2.1) mozna wtedy przedsta-
wi¢ w postaci :

(2.2) y ==y, (x) e,

Zakladajac, 7e rozwazana belka pokrywa sie z osig x dia x 2 0 1 ze miejsce
wymuszenia drgan znajduje sie w przekroju x—0, otrzymujemy po
uwzglednieniu warunkow brzegowych przy x — oo nastepujace rozwiaza-
nie dla funkeji yy(x): _ :

(23) - Yo @) == C e~ 4% 4 Cye—itnr,

gdzie

(24) | 51_]/ l/ o' + g

: - 2 1 R
9.4, : =1 2 ooy
{ 42)_ . 52 Vzaz +V4ad+ igﬂ.z
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Zalézmy nastepujace wymuszenie kinematyczne drgan dla x=0:
(2.5.1) y{0,t) = Be'!,
(2.5.2) y(0,1)=0. :
Wyznaczajgc state C; 1 Cy z powyzszych warunkoéw i obliczajac reakcje
belki w miejscu wymuszenia otrzymamy '
(2.6) R=—[ALrY + %17 §x=,

gdzie A, , jest wspolczynnikiem {lumienia, a #, , masq zredukowang belki
pélograniczone].
Wprowadzajae oznaczenia:

{2.7.1) _ Mo=AVoE,

(2.7.2) #1, oo == pAis,
_ ob

(2.7.3) f=—,

otrzymamy po. kilku przeksztalcenia-ch WZOry:

(2.8.1) MR e

74, ]/
(2.8,2) L, ’.?.. — I/ |/_

We wzorach powyfaszych A oznacza pole przekroju oraz ¢ gestosé. Pomi-
jajac wptyw bezwladnosci obrotowej przez odrzucenie drugiege wyrazu
w rownaniu (2.1) otrzymamy

;L Fi e
(291 - R =VE,
(2.9.2) LN 1

51, 00 ]/ ,5

Podobnie mozna wyliczyé wspodlczynnik ttumienia i zredukowany mo-
ment bezwladnosci dla nastepujacego sposobu kinematycznego wymusze-
nia drgan:
(2.10.1}) y(0,t) =0,
{2.10.2) y'(0, t) = De™’.
Moment reakcyjny w miejscu wymuszenia moina wtedy przedstawié
w postaci o
(2.11) M= {12,132}' 4wy, R Y |0,
gdzie 4, , oznacza wspolezynnik tlumienia, a 2, , zredukowany moment
bezwladnoscl belki pélograniczone]. ‘ '
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Wprowadzajac oznaczenia

(2.12.1) - A, == ALV oE,
{2.12.2) %200 = Apt2,
(2.12.3) £

a

ofrzymamy po wykonanm przekszialcen

. me /T /T T
13. [ S S . e
(2.13.1) Fi 2+]/44 R

R 1

(2.13.2) e e,
2 /1 11
& ]/—2-- + ]/-4 +

a’ po pominieciu wplywu bezwladnodei obrotowej

(2.14.1) A 1
. | Tow VVE
(2.14.2) v 1
e EYE
" i
2 : A_=AVGE g r
£mtule]
)
T -
y=g Lsle)
' P " : i
Rys, 2

Na rysunkach 11 2 wykreslono krzywe wedlug réwnan (2.8.1), (2.8.2),
(2.9.1) 1 (2.9.2), natomiast na rys. 3 i 4 wedlug rownan (2.13.1), (2.13.2),
(2.14.1) 1 (2.14.2).

Jak widaé¢ z poréwnania krzywych dla betek wedlug modelu Navie-
ra i modelu Rayleigha dla malych wartosci & mozna napisaé |

(2.15) Ay, wmedy g, e nm=la R, L NFERL R, wg NAY e R,
Iflatormast dla duzych wartogei & wplyw bezwladnosci obrotowe] przekro- |
Jow znacznie rosnie i nie da sie pominaé. Dla wartodci gramicznych
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AN 2‘2,N’ Hy v Mo N 31,13, }*2,9’ "R i%y, p przy &—o0 otrzymujemy
z (2.8), (2.9), (2.13) i (2.14) nastepujace ZaleZnodci: :

lim 3.1,N=OO, lim 21,}?:21,&5,
geo fyoo
lim s, v=0, limy 21, p = %1, e,
oo Eyoa

2.16 & :

( ) lim 12! n==10, lim /12, R = 12‘9‘:,
fyee fden
lim 9, v =0, lim %2 g == 0.
£-yoo Epon

Otrzymaliémy zatem pelng charakterystyke sil reakeyjnych upustu
przy drganiach gietnych dla rozmaitych sposobéw kinematycznego wy-
muszenia drgan. Jednakze otrzymane wspélezynniki 2 i % nie sa zaleine
od amplitudy drgan, zatem odnoszg sie rowniez w przypadku ogélniejszym
wymuszenia drgan sila harmonieznie zmienng w czasie lub fak samo
zmiennym w czasie momentem. Oczywiscie amplituda sity wymuszajacej
lub momentu wymuszajgcego drgania nie musi by¢ stala i moze zmieniac
sie wraz z czestoscia drgan w, jak to ma miejsce np. przy drganiach wy-
muszonych dzialaniem niewywazonych wirnjgeych mas.

Wiy

LN B .3
} ;\A;‘ X _ W =Agi; £~

z

Rys. 3 Rys. 4

Warto zaznaczyé, ze dla powyzszych przypadkow upust nie ma ugiecia
statyeznego 1 dlatego w réwnaniach (2.6) i (2.11) nie wystepuja skladniki
proporcjonalne do ugiecia lub do kata ugiecia w przekroju x==0.

3. Wyznaczymy teraz charakterystyke sil reakcyjnych rezonatora dia
belek wedluyg modelu Naviera i- Rayleigha dla przypadkow
przedstawiohych na tablicy 1, na ktérej punkt B oznacza miejsce kine-
matycznego wymuszenia drgan.

Podobnie jak dla upustu zajmiemy sie najprostszym. przypadkiem re-
zonatora prostoliniowego o stalej sztywnosci zginania EJ, stalej gestosci
materialu ¢ i stalym przekroju, ktérego pole wynosi A. Rozpatrzmy drga-
nia wymuszone kinematycznie w przekroju x == L harmonicznie zmienne
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w czasle z czestoscig w 1 ustalone. Ponlewaz rezonator stanowi uklsd spre-
zysty, ograniczony zatem w stanie ustalonym, otrzymamy rozwiazania
w postaci fal stojgcych, a nie ruchomych jak to otrzymujemy dla upustu.
Zatem w ogolnych wzorach na sile lub moment reakeyjny nie wystapig
skladniki proporcjonalne do predkosci ruchu w miejscu wymuszenia. Ogol-
ne réwnania do obliczenia sity lub momentu reakcyjnego w miejscu wy-
muszenia bedg:

(3.1.1) R=— 54 — =1,
{3.1.2) M=— [XQy"_' X j}’],r:,[,,

gdzie g, i y, 0zZnaczajag wspolezynniki sprezystodci, », mase zredukowang
rezonatora oraz x, zredukowany moment bezwladnosici rezonatora.

Oczywiscie dla niektérych przypadkéw nie bedzie sit reakeji zaleznych
wylacznie od przemieszezenia -czy kata -obrotu, jak np. dla przypadkéw
przedstawionych na rys. 2 i 3 w tablicy 1, gdzie 21 =20, lub dla preypad-
kéw przedstawionych na rys. 6 w tablicy 1, gdzie x, —0, gdyz ugiecie
statyczne dla tych przypadkéw nie istnieje. :

Rachunek jest tutaj bardzo prosty i powszechnie zZnany, ograniczymy
si¢ zatem do podania funkeji normalnych dla belki Naviera i belki
Rayleigha i zestawienia odpowiednich réwnan do wyznaczenia y i .
Dzigki wprowadzeniu funkcji normalnych bedziemy mogli uzyskat jed-
nolite réwnania dla obydwu przypadkéw.

Dla drgai harmoniczniych belki wedtug modelu Naviera funkeje
normalne znane réwniez dla tego przypadku pod nazwa funkeji Prage-
ra sg nastepujace:

(3.2.1) Splx) == ; - {ch dyx + cos d,x),

(3.2.2) Twlx)= 2%50 {sh dyx + sind,x},

{3.2.3) Un(x)= 233 {ch dyor — cos d,x},

{3.2.4) Vlx) : 2165 {shé,x —sin é,x),
0 .

przy czym 4, obliczamy wedlug réwnania (2.1) z pominigciem drugiego
skladnika, Dla drgati harmonicznych belki wedlug modelu Rayleigha
mozna z rownania {2.1) wyznaczyé nastepujace funkeje normalne:

2 -1

!

(3.3.1) Srlx)=—— - chdx+ —s— .  cos dyx, \

_ &% + &2 ! 8% -+ 62 “

3.3 S B -l sind,x, -
(3.3.2) Tr(x) NGRS shd,ax+ NGRS sin dyx
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(43.3.’.3)_  Unlw) = 62 + 62 ~ché,x— BFIE cos §;
o S s, 1 e

gdzm (‘31 16y obhczamy z rownan (2.4.1) i (2 4 2)
Réwnania do wyznaczenia y 1 » wraz z warunkami brzegowymi zesta-

wiono w tablicy 1.

OtrzymaliSmy zatem pelna charakterystyke sil reakcyjnych rezonatora
dla rozmaitych sposobéw kinematycznego wymuszenia drgan i rozmaitych
sposobéw podparcia rezonatora. Obliczone wspdlezynniki % i y nie zaleig
zupelnie od amplitudy drgan, zatem podobnie jak dla upustu sg stuszne
w przypadku ogélniejszym wymuszenia drgan harmonicznie zmienng silg
lub momentem o amplitudzie stalej lub zaleznej od czestosci. Mogemy
zatem wykorzystaé otrzymane wartosci y i » do zbadania zjawiska rezo-
nansu w najprostszych nieograniczonych belkach sprezystych.

Masy zredukowane x, obliczane wedlug wzoréw zamieszezonych w ta-
blicy 1, osiggaja dla odpowiednio dobranych parametréw rezonatora i cze-
stosci drgan warto$ci nieskoriczenie wielkie, Przypadki te odpowiadaja
rezonansowi rezonatora przy kinematycznym wymuszeniu drgan o stalej
amplitudzie w miejscu wymuszenia. Jak wiadomo, stan ustalony ruchu

w takich przypadkach nie istnieje, jezeli w ukladzie nie wystepuja sily.
thumienia odpowiedniego rodzaju. Energia kinetyczna rezonatora osigga’

w przypadku rezonansu wartosci nieskofczenie wiclkie, zatem poniewaz x

jest masg rezonatora zredukowana do predkosci wymuszenia, kiéra jest

skonczona, » dla przypadku rezonansu musi byé nieskonczenie wielkie,
Warto rowniez zwrocié uwage ha to, ze x i y sg zalezne od warunkéw
brzegowych dla rezonatora.
4 Rozpatrzymy dwa proste przypadki drgan wymuszonych belel
przedstawmnych na rys. 5 1 6, podpartych w miejscu wymuszenia elemen
tami sprezystymi, ktérych mase mozna

poming¢. Zbadamy najplerw drgania g
wymuszone obydwu belek dla modelu ,
Naviera, a nastepnie dla modelu ,:g“: P
-
!

Rayleigha.

Przyjmujac, ze mamy drgania har-
_ moniczne, ustalone, latwo napisa¢ row- Rys. 5
nanie do wyznaczenia sily reakcji R
upustu i sprezystego podparcia w miejscu wymuszenia wedlug schematu
na rys. 5:

(4.1) R=-[giy+ A w9 4w n U ]x=o0,

gdzie y, =k, natomiast Ao 1 %y Obliczamy ze wzoréw (2.9).

k
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Poniewaz podczés drgan musi zachodzi¢ rownowaga pomigdzy reakejg
upustu i sprezystego podparcia w miejscu wymuszenia oraz silg wymu-
szajaca, mozemy napisac, ze
(4.2) R+ Pysinwt=0,
skad po wstawieniu R z (4.1) otrzymujemy réwnanie drgan wymuszonych
w miejscu wymuszehia:

{4.3) : {1, 88 + A vy + 1 Ylamo=P, sin wt.

Powyzsze réwnanie jest warunkiem brzegowym dla upustu w punkcie
x== 0. Oczywiscie nie mozna bada¢ za pomoca tego réwnania drgan swo-
bodnych dla x =0 przy niezerowych warunkach poczatkowych, gdyz drga-
pia te nie bedg harmoniczne, Mit)

Wprowadzajac czesto$¢ pordwnawceza: x:g\@

(4.4.1) %:]/ ko : Rys. 6
1, om }

ugiecie statyczne poréwnawcze w miejscu wymuszenia

|
}
i

(4.4.2) Yoo ="y

oraz paramelr bezwymiarowy

_ t/EA
(4.4.3) B== ]/ o

i bezwymiarcwa czestosé drgan

(4.4.4) p=-=,

. CN . CL'.O
dfrzymamy nastepijacy wzor ‘do obliczenia wspolezynnika uwielokrotnie-
nia ugiecia statycznego w miejscu wymuszenia: ‘
- ‘ 1
(4.5) y = — .

V'1-—2Bu*® + 2B’

Latwo wykazaé, ze funkcja v==f(u) posiada przy stalym B tylko jedno ma-
ksimum dla nastepujacej wartosci g = prez ‘

(46) - - T S Y—

Podstawiajac te wartodé u do réwnania (4.5) otrzymujemy

{4.7) rez =1V 2.

Zatem maksymalna Wé'ftbéé' wspdlczynnika uwielokrotnienia ugiecia sta-
tycznego jest dla tego przypadku stala, niezalezna od wartoscl parame-
tru B. Z réwnan (4.4.3) i (4.6) wnioskujemy, ze gdy przy zachowaniu sta-
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lego przekroju belki bedziemy zwigkszali moment bezwladnosci przekroju
i sztywnosé podparcia, czesto$¢ rezonansowa bedzie szybko rosta.

Spostrzegamy z powyzszych rozwazan, ze uklad nieograniczony posiada
zupelnie odmienne wlasnofel przy drganiach wymuszonych od ukladu
ograniczonego. Zamiast przeliczalnego zbioru czeslodci rezonansowych, przy
ktérych dla sit harmonicznych nie ma ruchu ustalonego, mamy tylko
jedng czestosé rezonansowa, przy kbore] wspdlezynnik uwielokrotnienia
ugigeia statycznego osigga maksimum zawsze réwne ‘|/ 2. )

Analogiczne wyniki mozna otrzymac dla przypadku przedstawionego
na rys. 6. Przyjmujae, ze moment wymuszajacy jest harmonicznie zmien-
ny o czgstoscl w i amplitudzie M, otrzymamy réwnanie

(4.8) [, 40" + Ao, v ¥ + ¥p¥ | w=n = M, sin ot

gdzie %, y i 1, , nalezy podstawi¢ zgodnie ze wzorami (2.14), natomiast
%2 =k. Symbol k oznacza tutaj wspblezynnik sprezystosci sprezyny spi-
ralnej.

Wprowadzajge czestosé poréwnawezg

k

4.9. =3/ —
{ 9 1) Gy ?132,:>c »
ugiccie stafyczne poréwnawceze
A ’ M
(4.9.2) Yst — ’?n,
parametr bezwymiarowy 7
4.9.3 B ( A, )3/4
oraz bezwymiarows czestosé drgan
(4.9.4) = ﬂ,

Ay

otrzymamy nastepujgcy wzdér do wyznaczenia wspolezynnika uwielokrot-
nienia ugiecia statycznego » w miejscu wymuszenia:

1 —
T V1— 2B F2B
Tak jak w poprzednim przypadku istnieje tutaj tylko jedno maksimum
funkcji »=f(u) przy stalym B dla nastepujacej wartosct u:

1
(4'11) Moz = IBE.

(4.10)

Podstawiajac te wartoé¢ do wzoru (4.10) otrzymamy po Wykonamu ra-
chunkéw

{4.12) re: =V 2.
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Zatem i dla tego przypadku wspédlezynnik uwielokroinienia ugigcia sta-
tycznego jest staly, niezalezny od parametru B, a ilos¢ czgstoSci rezonan-
sowych ukladu redukuje sie do jednej.

Na rysunkach 7-13 przedstawiono wykreslnie funkcge (4.5) i (4 10) dla
kilku  wartosei parametru B. Wykresy potwiherdzajg wnioski z obliczen
przedstawionych wyzej.

!

14
18
40

|
I |
; |
}
Br x=0 y'=0 ll g‘i |
6 g=03 | ' |
04 |- | G4 |
s ! B2y o
1 S U VR SN EVO T B | N N I NS S .
82 04 9,5 08 40 12 40M 45 18 20 }_/ a2z 34 GEERI Q8 40 42 44 45 18 20 P

Rys. 7 Rys. 8

Dla obydwu przypadkéw otrzymujemy nastgpujace wartodci » przy
Yool '
(4.13) Hm »=0.
By
Zanim prezejdziemy do zbadania wplywu bezwladnoéci cbrotowe] prze-
krojéw w powyzszych przypadkach drgan, poszukamy maksimum wspol-
czynnika » dla upustu.

y [y

14
12
10
i
46
[
02

. . . I S S : -—
OHIT G4 96 06 40 47 44 16 48 20 4 04857 G4 06 08 1042 14 46 48 20
Hys. 9 Rys. 10

5. Aby wyznaczyé najwieksze amplitudy drgan na upuscie dla po-
danych poprzednio przypadkéw podparcia upusiu w miejscu wymuszenia,
trzeba wyznaczyd stale €y 1 Cy W rozwiazaniu o:gélnyrn dia funkecji yo(x)
przedstawionym roéwnaniem (2.3}

Przyjmujac warto$¢ stalej B w warunkach brzegowych (2.5)

(5.1) ‘ B=1wy,,,
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gdzie » jest wspolczynnikiem uwielckrotndenia ugiecia statycznego
w miejscu wymuszenia zgodnie ze wzorem {4.5), otrzymamy szczegolne
rozwiazanie dla funkcji yelx):

(5.2) Yo(x) = V‘gﬂ {a — e 0 - (1 + ) e o]

m x
r oA
= e
&
o
[;

o e

=]
=
w
LS
Y
Ty
M
=
=Y

Rys. 11 Rys. 12

Dzielac amplitude drgan w kazdym punkeie upustu przez ugiecie statycz-
ne pod dzialaniem amplitudy sity wymuszajacej w miejscu wymuszenia
otrzymamy wspdlezynnik uwielokrotnienia ugiecia statycznego dla upustu
vy zalezny od x i w:
. i
(5.3.1) | py— @]
' Yst

Po wykonaniu rachunkéw otrzymujemy

v (5.3.2) »,— % V2{e 0 2e=%¥ gin §,x+-1).

Graniczna wartoéé », przy x— 00 wynosi

V2
(5.4) lim », :l/—l'-
rsea 2
Gdy » osiaga wartos¢ najwicksza, tzn. gdy
w miejscu wymuszenia zachodzi rezonans,
otrzymujemy zgodnie z réwnaniem (4.7)

! ) — s
60625 g5 0 15 oy ® 5)‘ lim »,=1.
- X—»oa
Bys. 13 i d

Zatem amplitudy drgaft w nieskoficzono$ei nigdy nie przekraczajg ugiecia
statyeznego w miejscu wymuszenia pod dzialaniem amplitudy sily wy-
muszajgeej. Aby odpowledzieé na pytanie, gdzie znajduje sie najwicksza
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wartos¢ », na upuscie, zmajoryzujemy funkcje ujeta w nawiasy okragie
pod plerwiastkiem rownania (5.3.2) prosta funkcja wykladnicza w naste-
pujacy sposob:

(5.6.1) 0 e+ 2 Fsiné +1<(e¥+ 1)
gdzie '
(5.6.2) £—dyx.

Oczywiscie wartosel », = » mogg znajdowaé sie tylko w przedziale ¢, dla
ktérych &> 0 oraz

(5.7 et 12
Rozwigzujac te mierowno§é wzgledem- ¢ znajdujemy

(5.8) 0<<&<<In(l+y2).

Na rysunku 14 przedstawiono wykres funkeji

(5.9) fE)=e %+ 2eFsiné 1

w przedziale << 0,1n (l—i—}/ 9>, Jak widaé na wykresie funkcja f(£) jest

w tym przedziale malejaca, zatem : ek

(5- 101) l"’u] miax — ¥ Wr——
48

oraz Zf T AEfE)-1

(5-10-2) Vi, rez — Vrex = |/72 . a6
a5

A wiec i dla upustu mamy w tym przypadku

|
I
|
f
a1 |- Fgl=e et sing i
tylko jeden rezonans dla bezwymiarowe]j cze- 03 lg)me Hete bsing 44 |
' S |

!

stosei drgan g ' 342:

. ) ' : 1 I NI AN O |!|tn{|4+/2_|}

(5.1 1) frez = o T, ¢ gz 44 05 08 4
;/432 Rys. 14

Dla drugiego sposobu podparcia miejsca wymuszena (rys. 6) otrzymamy
po wykonaniu szeregu rachunkéw maksymalng amplitude na upuscie
w przekroju
(5.12) x = 2,289 9,1,
kiorej wartosé moina obliczy¢ ze wzoru

A
(5-13) Anmx:j' ? T
Ve — 2Byt + 2B i
gdzie B i p wedlug (4.9.3) i (4.9.4), a stala Ay nie zalezy od czestodci. Lat-
wo wykazaé, #e Amac jest malejaca funkcja czestosci drgan o, zatem re-
zonansu dla ugie¢ upustu nie ma. Dla katoéw ugiecia natomiast rezonans
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istnieje. Szereg rachunkéw prowadzi w tym przypadku do nastepujracych
wynikéw:

(514 1) . ('Vu)max v,

(5.14.2) Varez =V 2,
. | 1

(5-14-3) . Prez = —‘EE .

Zbadamy teraz wplyw bezwladnosci obrotowej przekrojéw na zjawisko
rezonansu w miejscu wymuszenia.
6. Wspotezynnik tlumienia i masa zredukowana wyraZzaja sie teraz dla
przypadkéw podparcia upustu jak na rys. 5 i 6 wzorami (2.8) i (2.13).
Prosty rachunek prowadzi do nastepujacego réwnania dla wspolczyn-
nika uwielokrotnienia ugiecia statycznego w miejscu wymuszenia dla przy-
padku przedstawionego na rys. 5

(6.1) YT T 9B 1 TrEn
RIS — 312 3 3
]/1 H” +2B(2H2)"
gdzie
o
(6-2.1) p —— T eee——
Tk
1, oo
(6.2.2) mz

a funkcja pomocnicza -
_1/r /L B4_i)
(6.3) H—]/Bg(l/4+ 23
Cheae ofrzymaé réwnanie nie uwzgledniajace wplywu bezwladnosel obro-

towej przekrojéw nalezy w réwnaniu (6.1) podstawié¢ H=1.
Latwo wykazaé, ze

{6.4.1) IimH=1,
. po0
{6.4.2) ' lim H = 0
py=s

oraz ze H jest malejacyg funkcja u. Zatem podobme jak dla wspdiczynni-
kéw tlumienia i mas zredukowanych wplyw bezwladnosci obrotowe]j jest
znaczny ‘dopierc dla duzych czestosci drgan.

Na rysunku 15 przedstawiono wykres funkeji

(6.5.1) H == f(a},
gdzie :
(6.5.2) | a=-§-§.
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Latwo teraz oceni¢ wplyw bezwladnosci obrotowej przekroidw na zja-
wisko rezonansu i wielkosé wspdlezynnika uwielokrotnienia ugiecia sta-
tycznego » w miejscu wymuszenia. Wystarezy w tym celu oszacowad
wielko4¢ parametru a dla pg= .. Rugujac

H
p z réwnan (6.5.2) i (5.11) otrzymujemy
Hefl) a-Ly 4’0
(66) Qrez = 3 }___, “ ‘ 8 Y
]/ 48"
oczywiscie dla ar
(6.7.1} 0 <<aper<€ 1 i 1 1 I
a ] 0 % 2 o
wplyw bezwiadnofci obrotowej przekro- Rys. 15

j6w ma zjawisko rezonamsu jest niewielki,
zatemn krzywe na rys. 8-10 nie ulegna wiekszej zmianie w ofoczeniu
punktu rezonansowego, natomiast dla

(6.7.2) 1<€ trer

wplyw bedzie znaczny. Dla przypadku przedstawlonego na rys. 7 B=10,3,
zatem arez 3> 1 1 wykres ulegnie istotnej zmiane. Na rys. 16 poréwnano
krzywe == f(u) wykonane zgednie z réwnaniem (6.1) i (4.5). Jak wida¢,
wplyw bezwladnoci obrofowej na rezonmans jest tutaj bardzo znaczny.
Rezonans dila belki Rayleigha jest
przesuniety w kierunku mizszych czestosci
) "w stosunku do belki Naviera, ailoraz
W wepolezynnikdéw uwielokrotnienia ugiecia
statycznego dla rezonansu wynosi

vh

B=03 y'=0 ’
o * (6.8) =T 8.

‘ YN, rex
Zastanowmy sie jeszeze nieco dokladnie]j
nad interpretacja warunkéw (6.7), ktére
mozna napisaé¢ dla parametru B w postaci

tlll;tlllg_{&g‘l} 1<<B’
02 64 6F 08 40 42 44 16 48y

S ks ot & en T o T

zamiast (6.7.1) 1
Rys. 16 (6.9.2) 0<B<1,

zamdast (6.7.2), Poniewaz

+/EA
(6.10) Bz-l/ml_ci ,

zatem wplyw bezwladnosci obrotowej na zjawisko rezonansu jest znaczny
w przypadku sztywnego podparcia (k duze) i belek o duzej sztywnosei zgi-
nania (i, duze). ‘ '
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Analogicznie do réwnania (6.1) mozna wyprowadzi¢ rownanie dla
wspélezynnika uwielokrotnienia ugiecia statycznego » w miejscu wymu-
szenia uwzgledniajae wplyw bezwladnosci obrotowe] przekrojéw dla przy-
padku podparcia upusiu przedstawionego na rys. 6. Otrzymamy wtedy po
wykonaniu rachunkéw

(6.11) . E—
1oy o[ 1THT) g
1 - 2HBu'* 42 SHE B*u

gdzie H oznacza funkcje pomocniczg (6.3). Dyskusja tego réwnania pro-
wadzi do podobnych wynikdow.

Na rysunku 17 przedstawiono wykres funkeji » = f(y) dla B=10,5 (6.11)
i porownanc z wykresem funkeji (4.10).
- Dla tego przypadku wplyw bezwladnosci obrotowe] przekrojow ]est
znaczny dla belek o maile] sztywnnosm zginania {i, male} lub dla helek
o duzej sztywnodcl podparcia (k duze).

7. Rozpatrzymy podluzne drgania wymuszone rezonatora z upustem
jak io przedstawiono na rys. 18 i 19, Ograniczymy sig¢ do najprostszego
vi przypadku drgan de]iu7nych opisane-

?

=h (1} go réwnaniem
1
Fu  Pu
12 2 =
- (7.1.1) a? 9 O 0,

&

08
as
04

1127
1 ! i I 1 | | 1 i f ——
¢ 07 04 A5 08 47 42 14 15 14 20 p

gdzie

(7.1.2) a—]/f

oznacza predkosé rozchodzenia sie fal
. podiuznych- w belee,

Aby wyznaczyc charakterystyke sit reakcyjnych rezonatora i upusty,
rozpatrzymy drgania wymuszone kinematycznie w przekroju x =20 przy
zerowyech warunkach poczatkowych (poczatkowa energia mechaniczna bel-
ki réwna sie zeru); drgania sa ustalone, harmoniczne z czgstoscig w.

Warunki brzegowe dla przypadku przedstawionego na rys. 18 beda
dla rezonantora

Rys. 17

(7.2.1) -—g;::o, x=—1L,
(7.2.2) 1% = U, sin wt, x=0,
a dla upustu i

(7.3.1) I . U == U, 8in o, x=0,
{7.3.2) l‘n;n u=1.
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Drugi z warunkow brzegowych dla upustu moZzna spelni¢ w stanie usta-
lonym tylko wtedy, gdy zalozymy istnienie fikcyjnego tlumienia w upu-
scie (por. p. B). Rzeczywiste rozwigzanie odpowiadajgce fali poruszajgcej
sie od miejsca wymuszenia otrzymamy obliczajae rozwigzanie graniczne
przy wspélezynniku fikcyjnego tlumienia zmierzajacym do zera.

£=F, sin wt I 7 P=L, 5in wi i
S I B ) T 1.
1 4 1] —
‘—L-—»! i : b | £-~..->i o i
-L 0 3 L g g
Rys, 18 . Rys. 19

Po wykonaniu rachunkow otrzymamy nastepujgce rozwigzania dla
funkeji u {x, £):
dla rezonatora

(7.4) U =1, (cos @ x—tg—w-—Lsin @ ;c) sin mt,
o a o

a dla upustu

(7.5) W = — 2 Sin (Z’x——m).

Rozwigzania (7.4) i (7.5) traca sens, gdy cos wL/a — 0 przy stalej ampli-
tudzie wymuszenia kinematycznego drgan wy. Odpowiada to przypadkom
rezonansy, gdy nie istnieje stan ustalony ruchu dla rezonatora. Jednakze,
jak zobaczymy w dalszej czedci pracy, mozna tak dobrac¢ wy w zaleznosci
od @, aby istniala graniczna wartosé¢ dla (7.4) przy cos wLfa— 0. Z roz-
wiazan (7.4) i (7.5) wnioskujemy réwniez, ze podezas drgan wymuszonych,
ustalonych na rezonatorze twomzy sie fala stojgca, natomiast na upudecie
fala ruchoma poruszajgca sie od miejsca wymuszenia,.

Reakcje w miejscu Wymﬁszenia mozna przedstawié za pomocg Wzoru

(7.6) R = — [Ati]seo— [#fi} =0, -
gdzie
{7.7.1) . A=Ay oE,
(7.7.2) : %= ALg _thE
oraz '
. e @l
(7.1.3) _ 7 : e

Pierwszy skladnik prawej strony réwnania (7.6) jest niezachowawezg reak-
cja upustu, natomiast drugi skladnik jest zachowawczg reakejg rezona-
tora. W reakeji rezonatora nie ma skladnika niezachowawczego, gdyZ nie
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wystepuje w nim fala ruchoma; natomiast w upuscie nie ma skladnika
zachowaweczego, gdyz nie wystepuje w nim fala stojaca. Charakterystyki
sit reakeyjnych rezonatora i upustu sg tutaj znacznie prostsze aniZeli dla
przypadku drgan gietnych.

OczywiScie dla rezonatora {rys. 18) mamy
(7.8) x==0,

gdyz zamocowanie nie daje zadne] reakecjl sprezyste] przy statycznym
obciaZzeniu rezonatora.
Masga zredukowana » ma wlasnosc nastepu]aca

(7.9) lim % = ALp,

o0
tzn. réwna sie masie rezonatora dla bardzo matych czestoSci w, a dla war-
toSel £ spelniajacych nierédwnosé

(7.10) -%+mmnn<&<m

jest % <20, co wskazuje na zgodnoéé sily reakcji rezonatora z kierunkiem
przyspieszenia przekroju x+==0 dla pewnych przedzialéw czestoicl. Na
rysunku 20 przedstawiono wykres »=f(£)} (7.7.2).

n. -
L |
- :
w=AL
15} | L
==
10 { 74
§
251 Il
1 | ] 1 | -—
a K Ig 7 7 4 7 5
05— |
|
101 |
| |
15
' |
wr |
251 !

Rys. 20

Dla przypadku zamocowania rezonatora przedstawionege mna rys. 19
warunki brzegowe sg nastepujace:
dla rezonatora

(7.11)  u=0, =—1L,
(1112 - - w=musinet, . x=0;
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dla upustu

(7.12.1) 1 =— u, sin wt, r=0,
(7.12.2) limu=0.
: X—yoa

Po wykonaniu podobnych obliczen jak dla poprzedniego przypadku otrzy-
mujemy tutaj na wspolezynniki y, 4 i » wzory:

EA
(7.13.2) - 1= AV E,

— 1 ctgé
(7.13.3) » = ALg (E"‘ £ ),
gdzie

ewL
(7.14) &= P
Masa zredukowana » ma nastepujacg warto$¢é graniczng:
{7.15) lim %:'I—ALQ,
w->0 3

tzn. réwna sie przy bardzo malych czestoSciach drgan jednej trzeciej masy
rezonatora. Wartosé ta odpowiada masie zredukowanej rezonatora przy
zalozeniu statycznego rozkladu odksztalcen podezas drgan. Na rysunku 21

- przedstawiono wykres % = {(£), (7.13.3), gdzie réwniez jak na rys. 20 po-
wtarzaja sie okresowo przedzialy, dla ktérych »-<Z0.

Postugujac * sie ofrzymanymi rozwigzaniami mozna réwniez podaé
wspolezynniki sprezystosci, tlumienia i masy zredukowane dla sit reak-
c¢yjnych rezonatora i upustu oscbno. Zestawienie takie podano w tablicy 2.

Dla drgan skretnych pretéw o przekroju kolowo-symetrycznym mo-
zemy od razu wypisa¢ wspolezynniki sprezystosci, tlumienia i zreduko-
wane mothenty bezwladnosci korzystajac z analogii réwnan ruchu 1 wa-
runkéw brzegowych dla obydwu przypadkéw.

Otrzymaliémy zatem pelng charakterystyke sit reakeyjnych rezona-
tora i upustu dla drgan podiuznych belek o stalym przekroju lub dla drgan
skretnych belek o przekroju kolowo-symetrycznym. Umozliwia to roz-
patrzenie drgai wymuszonych, ustalonych rezonatora i upustu ktore
zanalizujemy w nastepnym punkcie pracy.

8. Rozpatrzmy . przypadek przedstawiony na rys. 18. Poniewaz dla
rezonatora nie istnieje ugiecie statyczne, przyjmiemy jako ugiecie statycz-
ne poréwnawcze dla amplitudy drgan w miejscu wymuszenia wielkosé
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Tablica 2

z A %
- - ~ &
1, —E_‘_ 0 0 ALp ,t,g:%’,,.
Rezonator . $
4 .
5 - B4 0 o} - o)
Rezonalar L g 5
|
3. —— 0 AVE 0
Ypust |

Jest to ugiecie statyczne rezonatora w miejscu wymuszenia pod dziala-
niem amplitudy sily wymuszajacej Py w przypadku zamocowania rezona-
tora przedstawionego na rys. 19.

M
¥y |
25

[

Rys. 21

- Zakladajge, ze sila wymuszajgca posiada niezalezng od czestosci ampli-
tude i jest harmoniczna oraz rozpatrujac drgania wymuszone w stanie
ustalonym przy zerowych warunkach poczatkowych (poczatkowa energia
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mechaniczna rezonatora i upusiu réwna zeru) mozemy wykorzystaé¢ w obli-
ezeniach wyniki poprzedniego punktu pracy. Obliczajac reakcje w miejscu
wymuszenia jako réznice jednostronnych granic sily podiuinej w rezona-
torze i upuscie latwo wyzmaczymy wspdlezynnik uwielokrotnienia ugiecia
statycznege w miejscu wymuszenia », ktory bedzie funkeja czestosci. Ra~
chunek, ktérego tutaj nie przytaczamy, prowadzi do nastepujgcego wy-
niku:

&
(8.2.1) p leosEl
£
gdzie
(8.2.2) . g 2L
a

Warto zwrécié uwage na to, Ze rozwigzanie (7.4) posiada ciggly funk-

cje graniczng przy cos wL/a — 0, tzn. gdy zblizamy si¢ do czestosel odpo-

wiadajacych czestosciom drgani wlasnych rezonatora swobodnego.
Warunek konieczry istnienia ekstremum funkceji »==f() ma postac

(8.3) ftg == —1

Przyblizone wartosci pierwiastkow tego rownania dla £2>0 wynosza

S 2 .
nm nta
(8.4) £ = + V 7 —1 (n=1,2,3,..,0),

a przyblizone wartosci » dla kolejnych rezonansow {warunek (8.3) wyzna-
cza tylko maksima funkeji v =f(&)}

PO ‘
@5 ) mz:%—]/“f —1 (n=1,2,3,..,00).

Z réwnania (7.4) létwo {Vylicéyé wspolezynnik uwielokrotnienia ugigcia
statycznego na rezonatorze poréwnujac amplitude drgan w kazdym punkcie
rezonatora z ugieciem statycznym (8.1). Otrzymamy wiedy
lg E

(8.6.1) S LEQ DI

&
gdzie

X
{8.6.2) £ =y
Poniewaz
{8.6.3) — 1000,

zatem

I
(87) , : Pr, ma..‘c ZE .




Funkcja (8.7) iest malejgcq funkcga, £, zatem rezonansu dla rezonatora
nie ma,

Na rysunku 22 wykreslono krzywe (8.2.1) 1 (8.7) potwierdzajace otrzy~
mane wyhiki.

Yatwo sie przekonad, Ze réwnanie (8.2.1) okresla jednoezesnie wspdl-
czynnik uwielokrotnienia ugiecia statycznego dla upustu, gdyz zgodnie
z rownaniem (7.5) amplituda drgan w kazdym punkcie upustu jest réwna
amplitudzie drgan w miejscu wymuszenia. MoZzemy wiec napisaé

(881) Vu :M;
: '3
(8.8.2) Erer :—1‘"51 + ]/ " L L (n=1,2,..,00),
NI 2 2 , -
883 . Vu, rer ="y l/”T“—1 ' C(n=1,2,..,00).

10

Ciekawe zjawisko Wystepu]e dla czestosci réwnych czestodciom drgan
wlasnych rezonabora swobodnego, tzn. dla

(8.9) : 5:—2— -+ ng m=0,1,2,..,00).
Podstawiajac (8.9) do réwnania (8.8.1) otrzymamy
(8.10) p=0.

. A wiec przez upust nie przeplywa wtedy energia mechaniczna. W miej- .
scu wymuszenia tworzy sie tzw. korek dynamiczny. Jednakze rezonator
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ma wtedy ograniczone amplitudy i zgodnie z (8.6.1) wspdlczynnik uwielo-
krotnienia ugiecia statycznego », dla rezonatora wynosi

snf(5 -+ va)e]

(8.11) = n==0,1,2,..,00).
x -+ nm
2
Vrwax Otrzymujemy np. dla {==—1,a jego wartod¢ wynosi
, o 1 | _
(8.12} . ' Ve, max — 7 ('ﬂ: 0»1,2: ’OO)
1A
E‘ + nw

Moe $rednia przenoszona przez przekréj upustu mozna obliezy¢ za pomﬁca
nastepujacego wzoru: ‘ ‘

P}
{8.13) Ngp == ————cos*{ .
AY oE
Maksimum mocy zachodzi dla
(8.14.1) £ =mnm m=1,2,..,00)
i Wynosi
Py
(8.14.2) ) Ner, max = ==
S AY oE

Poréwnujac {8.14.1) z (8.8.2) widzimy, 7e maksimum mocy jest przesunigte
w stosunku do rezonansu w kierunku dodatnich & o wieclkosé

_ E

Obliczymy jeszcze; jakie ilo§ei energii mechanicznej znajduja si¢ w rezo-
natorze, gdy w miejscu wymuszenia tworzy sie korek dynamiczny. W tym
celu obliczymy energie sprezysty rezonatora w skrajnym polozeniu. Pro-
sty rachunek prowadzi do wzoru:

: : " sin 2¢
.16.1} = . mhas
(8.16.1) v V0(1 o )
gdzie
1 PiL
8.16. - 9
(8.16.2) Vo 4 EA

jest polowa energii sprezystej rezonatora przy statycznym obeigzeniu am-
plituda sily wymuszajacej. Korek dynamiczny w miejscu wymuszenia
powstaje, gdy & osiaga wartosci : ‘ : '

(8.17) | ; 5;‘§+nn C (n=0,1,2,..,00);
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wtedy w rezonatorze jest zamknicta skoficzona ilos¢ energii mechaniczne].
'Sila wymuszajaca nie wykonuje pracy i energia odksztalcenia sprezystego
w skrajnym polozeniu rezonatora jest réwna calkowitej energii mecha-
nicznej W. Mozemy zatem napisaé, ze w tym przypadku
8.18 Vo=W= 1 P2L
#18 V=Vo=W=r py

Dla przypadku zamocowania rezonatora przedstawionego na rys. 19
otrzymujemy po wykonaniu podobnych rachunkéw nastgpujgce wzory do
obliczenia wspdlczynnikdw uwielokrotnienia ugiecia statycznego:

(8.19) o SOE|
&
in & |
I _!__s.l_gé, josli 06 7 3
{829) Yr, max —
]—1-, jedli o < £;
£ 2
(8.21) py SREL

Wykresy powyzszych funkcji przedstawiono na rys. 23.

Tutaj takze wystepuje zjawisko korka dynamicznego dla-czestesei od-
powiadajacych czestosciom drgan wilasnych rezonatora. Latwo sie prze-
konaé, ze dla tych przypadkéw w rezonatorze jest zamknigta energis me-
chaniczna, ktérej wiclkosé mozna obliczyé ze wzoru (8.18).
~ Otrzymane wyniki dla drgan wymuszonych podiuznych mozna uogol-
ni¢ na przypadek drgan skretnych rezonatora i upustu korzystag@c ze
znanej analogii réwnan ruchu i warunkéw brzegowych.

9. Podane wyzej opisy zjawisk drgan wymuszonych nie sa wyczerpu-
jace nawet dla rozwazanych najprostszych przypadkéw wymuszenia i mo- |
deli belek. Np. przy drganiach belek pominieto wplyw sil tngeych, ktére
niewatpliwie -s3 wazne w duzej ilodci przypadkow i mogy znacznie zmie-
ni¢ obraz zjawiska, [5]. Szczegdiows analize wplywu sit tngeych na zjawi-
sko rezonansu podamy w osobnej pracy.-

Podobnie zwezono opis drgan skretnych wylgeznie do belek 0 preze-
krojach kolowo-symetrycznych jako najwazniejszych w zastosowaniach.
Tutaj nasuwa sie od razu dalsze rozwiniecie tematu: obliczenie drgan
wymuszonych dlugiego walu okretowego z uwzglednieniem tlumienia hy-
dromechanicznego $ruby, [4], oraz zbadanie drgan wymuszonych belek
o innych ksztaltach przekroju, w szczegélnosci belek cienkosciennych.

Szezegolnie ciekawe jest zjawisko korka dynamicznego omoéwione
w 8§ p. pracy, polegajace na nieprzepuszezeniu energii mecheaniczne] przez.
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miejsce wymuszenia i zamknieciu okredlonej ilodci energli w rezonatorze
przy wyrdznianych czestodciach drgan tworzgcych cigg nieskonczony. Na-
suwa sie tutaj od razu zwiazek z pracami J. Naleszkiewicza o kwan-
tyzacji zjawisk niestatecznoSci sprezystej i poziomach energetycznych
w dynamice belek sprezystych, [11, [2], [3]. W nastepnych pracach po-
$wicconych zagadnieniom statecznosei ruchu belek prostych i ukladow
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Rys. 23

pretowych nieograniczonych przy drganiach wymuszenych rozpatrzymy
zjawiska drgan z tego punktu widzenia. Nalezy tutaj przypomnie¢, ze
wyniki otrzymane dla nieograniczonych ukiadow pretowych bedzie mozna
stosowaé do ukladéw cgraniczonych pod warunkiem ustalenia kryteriéw
stosowalnodci zaleznych od tlumienia materialowego, wymiarow ukladu
ograniczonego i czestoscl drgaﬁ.
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. Peamome
ABJIEHUE PE3OHAHCA JId MMOAYBECKOHEYIIEIX YIIPYIMX BAJOK

B pabore paeTca aHasms BBIHYKCHHBIX TapPMOMMHYECKMX, CTalMoHap-
gerx Komefammii TPy HYJIEBBIX HAYAJLHBIX YCJIOBMAX (IONHAA MEXaHN-
YecKas SHEPrMA B IepBOHAYANLHBLI MOMEHT paBHAeTesd HYJII0) AJIA IOy -
BECKOHETHBIX YIPYTHMX BAJOK C OFHOM TOTIKOH BHIHYKICHIA TIPY M3THOHLIX,
OPOOIBHBIX ¥ KPYTUILHBIX KoAeOaHMsAxX.

OnpeneisnoTesa XaparTePHCTHEY CUL Peartiyy IPU PasIIfTHOM IOIoMe-
HMY CHABL MU BEIHY¥KICHHOIO MOMEHTA, CROJSIIUECH K TPEM Koscpcbmmefﬂ—
TaM a MMEHHO K!

(1) wosduhuimenTy HPOTOPLIMOHATBHOCTH JLIIK CIJI IIpOTEOpI.‘(MOHaJIBiHBD{
K TICPEMEIIIEHMAM,

(2) RoodbpuIenTy IPOITOPIMOHANBHOCTH JJIA CHIX nponopn;monaﬂﬁnmx
X CKOPOCTH,

(3) xosdbdMOMenTy TPOIOPIIMOHANBHOCTI JJIA GIII HPOIORIMOHaNBHEIX
X YCEOPOHIMIO.

YKa3piBaeTcA Ha COBEPLICHHO PARIMYHbIE CROMCTEA TTONYDeCKOHeTHBIX
BaIoK IIpH PesOHANCE II0 CPABHEHMIO ¢ OTPAHMYEHHLIMM GalKaMiL I OTIVIChHI-
BaeTCA ABJCHME IMHaMIYeckoil npobKM, COCTOAINEE B HE NPOIYCKaHNMIM
MEXAMWMHECKON SHePYHy TUepe3 TO4YKY BRIHYXAeHMA IPKM ONPeNeJleHHBIX
YaCTOTaX BBIHYEACHHBIX KoXebammit, co3nareIux BecKOHeUHBI P,

B zaxmoverme ofcysuaercd gaiabHeNIIas TemaTHxd pabor,

Summary

. THE PHENOMENON OF RESONANCE IN SEMI-INFINITE ELASTIC BEAMS

An analysis of forced harmonic steady-state vibration is presented with
zero initial conditions (the total mechanical energy equal to zero at the
initial moment for semi-infinite elastic beams with single point of acton
of the external force and for longitudinal and torstonal vibration).

The characteristics of the reaction forces are determined for various
locations of the external {force or moment. These characteristics reduce
to three coefficients:

the coefficient of proportionalily of forces proportional to the dis-
placement,

the coefficient of proportionality of forces proportional to the velocity,

the coefficient of proportionality of forces proportional to the accelera-
tion.

It is shown that the resonance properties of semi-infinite beams are
entirely different from those of finite beams. The phenomenon of dynamic
obstacle is described, consisting in that the mechanical energy does not
pass across the point where the external force acts for certain frequencies
of forced vibration which constitute an infinite sequence,

The topics of papers to come are discussed.

Praca zostala zloZzonu w Redakcji dnia 17 kwietnia 1958 »r.






