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Sprawa okreflenia stanu napiecia tarczy ksztaltu pélplaszczyzny pod
wplywem dzialania wewnetrznych sii skupionych oraz momentow bedzie
sie sprowadzala w zasadzie do wyznaczenia naprezen X, X, ,Y,, panuijg-

eych w dowolnym punkeie tej tarezy.

Wzory okreslajace wartodci wymienionych naprezen przy wprowadze-
niu zmiennych zespolonych z—x iy, 2 —x—iy maja, jak wiadomo,

[11, nastepujgca postac:

Xt ¥y =3 |0+, )],
2K, (Xe— ¥y) — — 22, (2 F (2),

przy czym funkecje @(2) 1 Fz) zosta-
ng wyznaczone tutaj za pomocg wgo-
ru Schwarza,

Cbcigzenie wewnetrzne bedg sta-

Rys. 1

nowily dwie sity skupione, réwnolegle do prostolinijnego zarysu omawia-

nej tarczy (rys. 1).

W' przypadku iarczy nieograniczonej, obcigZonej dwiema silami P,
dzialajacymi w punkiach polozonych w odleglofei a od poczatku ukladu
wspélrzednych, funkeje @(z), @,(2z;) i F(z) beda mialy zgodnie z pracg [2]

postad nastepujaes:
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Powyzsze funkcje po przeniesieniu poczgtku ukladu wspélrzednych
(rys. 1} do punktu (0, — b) przyjma kszialt odpowiednio zmieniony, mia-
nowicie:

2P 1 1
@(z):ﬂ(wk)(é—a—iB*era—ié)’

o (2)— 2P 11
== (zl—a—l—ib 2, +a+ibf’

F2) iP )[_ a+ib - a—ib +k( 1 lib)‘i‘

T 2(1+k)| Gra—ib)?  (z—a-— i) z—a—ib z+a—

Na prosbej y==0 tarczy nieograniczonej panuja naprezenia X,,7Y,,
ktorych wartosei mozna bedzie okresli¢ ze wzoréw mastepujacych:

(1) 2(Yy+iXy) =i[2X, + (X — V) + X+ Y, =1 {“%21@'(Z)+F(Z)J +

1 P 1 1
—%—2" [@ @)+ ()] = w{l+k) & l(z—i—a— by (z—a — ib)“] +

P atib a—ib 11y
' +fs(1+k) [(z—;—a—-ib)2+(z——a——z'b)z_-k(ZMaib z+a—ib)J_§_

az(l—i—k)(z—a——ib zta—ib  z,—atib z1+a+ib)'

Przykladajac do prostej y = 0 naprezenia X, Y, okreSlone wzorem (1),
lecz ze znakiem przeciwnym, i dodajac powstale przy tym naprezenia do
naprezenn wyznaczonych uprzednio w tarczy nieograniczonej, otrzymamy
w wyniku dzialan naprezenia panujace w dowolnym punkcie tarczy
ksztaltu polplaszezyzny, powstale pod dziataniem dwéch sil skupionyech P
(rys. 1). :

Lecz okreslenie naprezen w tarczy kszialtu pélplaszezyzny bedzie moz-
liwe dopiero po wyznaczeniu odnoshych funkeji @(z) 1 F(z).

W tym celu zostanie zuzytkowany wzor Schwarza

oo

(2) fz) =+ f UPLEEY

it
okreslajacy funkcje holomorficzng f(z) w obszarze ograniczonym gérng
pélplaszezyzng, gdy znana jest wartosé rzeczywista @(t) tej funkcji na
brzegi obszaru, a wiec na prostej y == 0, czyl na osi x.
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- Podobny ksztalt ma réwniez wzér
- 1t
®) = | w05,
ckreslajacy funkcje holomorficzng f(z) w obszarze ograniczonym gdérng
polplaszezyzng, gdy znana jest wartosé urojona iy(t) tej funkcji na brzegu
tego obszaru, tj. na prostej y =0, czyli na osi x.
Dodajac stronami wzor (2) i (3) otrzymujemy

(@ o= [ ot tie], 2 b te,

—oa

zad odejmujac wzor (3) od wzoru (2) mamy
17 Y
6 i [ =i 2 i — g =o.

Wzor (4) okresla funkcje holomorficzng w gérnej polplaszezyinie, gdy
znana jest cze$é rzeczywista i1 czeié urojona tej funkeji na brzegu powyz-
szego obszaru. Natomiast wzdr () wskazuje na to, Ze w przypadku wia-
dome]j funkeji sprzezone] na brzegu pdiplaszezyzny otrzymujemy w wy-
niku okreélonych dzialan tylko wielkos¢ stala.

Przechodzge do sprawy ockreslenia funkeji @(z) napiszemy w tym celu
rownos$¢ nastepujgcy:

(6) Y, —iXy) = —i[2X, — (X, — Y,)| + X Y.

. Ponlewaz jest
1 .
X4Yy= 9 [P(2)+ P, {z,)] =Re[®(z}],

oraz
2K, K= V) = — 4 (&) 1 F (D) =
—— L@t iy 2m) () + FA) = — g () 20 (D F @),
wige na brzegu polplaszezyzny, tj. dla y =0, bedzie

2X,+i{X,—Y,)=— é—z@’(z*) +F(z),

92X, — (X — Y,) = ; 2 D2+ FL (2,).
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Wobec powyzszego shosujac do plerwszego wyrazu prawej strony réw-
nodci (6) wzor (5), zad do drugiego wyrazit prawej sirony tejze réwnoseci
wzbr (2), otrzymamy w wyniku dziatan

=5

0 @(z):fg f (Yj,ﬁiXJ.)-t-hdm—tz+c.

Wartosé 2 (Y, -—iX,) dla y — 0 mozna otrzymaé z réwnocsci (1) zmie-
niajac jej znak na przeciwny oraz zmieniajac i na —i, i wykonujac jed-
noczesnie przeksztalcenie za pomocy zaleznoscl z =—z; w ten sposéb, azeby
otrzymana funlkeja @ (z) dawala skoticzone wartosci naprgyen w obazarze
objetym pdlplaszezyzng. :

Po wykonaniu odnoénych dziatann funkcja 2(Y,—1iX,), wystepujaca
‘pod znakiem calki, ma nastepujacg postaé:

P [t+a—db i—a—ib
n(l+k}{{t—|—a+ib)2 t—atib?

2(YJI_?:X}I) =

1 1 1 1 ’
(kml)( —a-+ib t+a_:F_im5)+tz—a—ib_t1+“‘”ib“},

Nastepnie przyjmujac pod uwage wzor (5) oraz ponadto w przypadku
funkeji meromorficznej wzdr

o i
j' 1(t) dt = 2mi Z res flag),
- =
[gdzie res f(a;) oznacza residuum omawiane] funkeji w punkeie a,] otrzy-
mamy ze wzort (7) po wykonaniu odpowiednich dzialan
2F lz+a—ib z-—a—ib

{

P(z) =— A +E) e

z4a+ib)?  (z—a+ib)

1 1
=Dy z+a+ib” +C-

Natomiast funkecje F(z) okredlimy z roéwnosci 2(Y,+iX,) =
- =i[2X, - i(X—Y,)] + X+ ¥, stosujac do pierwszego wyrazu prawej
strony wzor (4), zad do drugiego wyrazu tejze strony wzor (2).

Wowezas znajdziemy

oo

2 . dat s .
pry f (Y, +iX,) o 20" (z)+ 2iF (z)+ D{z),
skad olrzymujemy
1f20 (o o dt , N
(8) F(2) :E[;i f {Y,+iX,) -t__—z-vz@ (z)—Q)(z)J.
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Tutaj funkcja 2 (Y, + iX,) znajdujaca sie pod znakiem calki, na pod-
stawie wzoru {1) i po przeksztalceniu przy pomocy zaleznodel z ==z oraz
smianie znaku na odwrotny, posiada nastepujgca postac:

I t,+a-+ib 1y —a+ib
w(l-+k)

2(Y y--1X,)) = t ta—ib)? (t,—a—ib)

1 1 i 1
— =1 (f,_: a—ib t,:'amz-b) LS m] :
Po wykonaniu odpowiednich dzialat otrzymujemy ze wzoru ()

Flo)— zta—3ib_z-—a—3b, k—1 k-1 1.
¢ (1+k){ lz+a+tb)” (z—a+ib)F ' (eta-tib)? {z—a+ib)2}

z+ o —ib z—a—ib 1 1
lefatitr T E—atiwr T (g:aﬁs - z:l—_a—l—éb)] .

Poniewaz dla x=—1y = 00 naprgzenia w polplaszezyznie powinay by
rowne zeru, wobee powyzszego stale Cy 1 Cy muszy byé réwne zeru.

Zatem odnosne funkeje @(2), @,(z,) i F(z) odpowiadajgce stanowil napie-
cia tarczy ksztaltu poiplaszezyzny, obciazonej dwiema silami skupionymi
rownogleglymi do prostolinijnego zarysu tej tarczy wynoszg:

q)(z) —_= 2}9___ 1 e — 1 +
w{l+k)lz—a—ib z4+a—1ib
+E—1 1 : 1 ‘ ____Z_ﬂr;j_& ,z_:gﬁ:ﬂ
z—a-|ib z—i—a—l—ib) (z-+a+ibp ' (z—a-+-ib)?)’
' Coap ] 1 1 |
8y @)= Ty lél ] S
Fle—1) 1 ".-—) 2 tatib 4 zl__—__qriil_)g ,
Z a——zb zl+a——zb‘ (z,-Fa— bR ' (z,—a-—ib)?|
P atib @i 1 -
Fz) = a(l+k ){ (z4+a-—ib)? (z—a—v,b)’Jr (z—a~zb z+a-—ib)+
Gz z+a dib z—a—3ib k—1 k—1
(zta+ib)  (z—a-tibP " (z+a-ib)? (z—a—l—zb)

T (ztatiby ' (2 a+tb)2 . g4-ib z+a—!—ib )
Wobee powyzszego wartofei naprezen X, Xy, ¥, panu]acych w do-
wolnym punkcie polplaszezyzny, obciazonej dwiema sitami skuplonymi,
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réwnoleglymi do jej prostolinijnego zarysu, mozna bedzie okreﬂlc Z na-
stepujacych réwnan: :

P 1 1 '
X_\-—[LYy —— EQJ(Z "‘@1( 1)J (1+k) g_ah_zbmz—i—a—'bg +
o 1 zha—ib  z—a—
+fk—1)(za+zb“““z+a+zb) (zFa-tibp " (z— a_}_lb)2+
1 1 1 :
Fomern s T Vi +“*“’) N

z,+a+ib -2 —a+ib
"~ (z,4a—ib)® (z,—a—ib)t|’

. i N 1
2Ky i —Yy) = — g2 W @A F ) =— i {(z+au1b)
1 i i 1 2-4+a— 3ib
e T T G a | Grarhy
__z—a—3ib S T _a—ib o
(z——-a—}-zb) } w(1+k) (z-+a—ib)? (z—a— zb)z
1 1 z2+a—3ib z2—a— 3ib k—1 .
_Hc(zh-—a——tl; z—ié'a:'i_b) Jrz[(z—!—a—i—ib_):“”"(z~a+ib)3+(z+a+z’b)3'
k=1~ zt+a-—ib L z2—a—ib 1 . 1
(z—a-iby (z+a+zb) (z—a+ib)? z—a+ib  ztatib

! W przypadku b =0 ma miejsce dzialanie dwoch sit skupionych P na

pmstohm}nym zarysie podlplaszezyzny (rys. 2).

Wtedy warto$¢ naprezenia X,
w punkcie x — vy = 0 omawianej tar-
czy wynosi

by

X,\:z'—"g

d

Stosujac prawo niezaleznosci dzia-
lania sil i odkszialce’t mozna bedzie
[/ x ;
- rozwiazaé w podobny sposoéb kazde
Rys. 2 zagadnienie dotyczace stanu napiecia
tarczy ksztaltu polplaszezyzny, ob-
cigzone] w dowolny sposéb wewnelrznymi sitami skupionymi jak réwniez
i’ momentami,
Ponadto wyzej przedstawiony sposéb umozliwia okreélenie stanu na-
piecia tarczy; kiorej obszar daje sie odwzorowaé na ‘gérna po]:plaszczyzne;
za pomocy przeksztdlcenia konforémnego.
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PeszwoMe

IIAACTHUHEA OIIPEIEJEHHAN HOJIYHJIOCKOCTBIO ITOH BIMAHMEM
BHYTPEHHEY HAI'PY3IKU

Brrsogares dopmynsl, amodme BOSMOKHOCTL OIPENENUTE 3HAYEHMST
Hanpssxenmit Xy, X, ¥, — cyiuecrByronmx B a0boil TouyKe IIACTITHENL
B (hopMe IOIYRIIOCKOCTH oY BIMAHMEM NBYX BHYTREHHUX, COCPENOTOMeH-
HEIX CMJI, NAPAJIIENBHBIX K TFPAMOIMHETHOMY KPAK I[LIACTHMHEM.

HpyBenenHas BhIOle 3ajada peluaeTcsa B (PYHKUMAX KOMILTEKCHBIX
NepEeMERHBIX [P MCHOIB30Batym hopmyasl 111 B a p 17 a,

Summary

A SEMI-INFINITE PLATE ACTED ON BY AN INTERNAL LOAD

Equations are derived enabling the determination of the stresses
Xy, Xy, Yy at any point of a semi-infinite plate acted on by two concen-
trated internal forces parallel to the edge of the plate.

.This problem is.solved in functions of complex variables using
Schwargz s formula.

Prace zostela ziozona w Redakcedi dnia 5 wmaja 1959 +.






