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TARCZA KOLOWA POD WPLYWEM DZIALANIA SILY SKUPIONE]
1 OBCIAZENIA CIAGEEGO

Okreslenie stanu napiecia tarczy kolowej, poddanej dziataniu sity sku-
pionej @ i obcigzenia cigglego p dzialajacego na czgé¢ powierzchni bocznej
(rys. 1), zostanie poprzedzone rozwigzaniem pewnego pomocniczego za-
gadnienia polegajacego  na 1
okresleniu napreief w dowol-
nym punkcie powyisze] tarczy
kolowej, lecz obcigzone} w spo- =

sob uwidoezniony na rys. 2, tj. R 57 B
obcigzone] na jedne] czefcl ob- 1 g p
wodu obeigzeniem ciagtym p, o ' p g .
a na innej obciazeniem cigg- Di~Je ~ -
tym q. )

Zagadnienie to zostanie roz-
wigzane w zasadzie przy uzyciu
calki Poissona/

Podstawowe rownania teorii ' P
sprcgiystoéci w funkcjach zmien- ,
nych zespolonych maja, jak wia- Rys. 1
domo, postaé¢ nastepuijaca, [1]:

2Ro+i(Rr—O0) —— o @' @+ S F(2),

R, + 06 =5 (0(:) + B (2],

gdzie @{z) i F(2) sy to funkcje holomorficzne w obszarze polozonym we-
wnatrz kola ¢ promieniu R, za$ funkeja @ (z,) ma ten sam ksztalt co
funkcja @(z), tylko zmienna zespolona z zostala w niej zastapiona przez
zmienng zespolong z;. Wprowadzajac do tych réwnan zmienng J==£|in==
=Inz=Inr+i® znajdujemy :

122 Re +i (R, — Go)] — — —% v @ (0) 4 B F(EY,
Rt O=t[00)+0E)].
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7, réwnan tych otrzymujemy

1,00
o 2Ror’=—"5"" 5
1,080
(2) (Ry— @@)7'.2 =—5 " 5F + v,
(3) Ri+Be=1,
gdzie - o

gtip=etF{).

=

N _ m_
=

Rys. 2

W rozpatrywanym zagadnieniu na obwodzle kola o prormemu T“R
mamy Re==0. Zatem 7z réwnania (1) powstanie zaleznosc

a0
__-_‘_‘ 2 J—
(4 | s B o Te=0
zas na podstawie réwnania (2) ‘czes¢ zespolona przyjmie wtedy wartos¢
: " - Cadee, 08 . -
5p . - LR p="C:
" Ponadto z rownan (2) i (3) otr_zymuj‘.én-ly _zaleihoéé-nastqpujgca:
1,00 '
6 P
{6) ZR?‘ 2?‘ aE+QT+w

Poniewaz na obwodzie tarczy kolowej panuje znane napre;zen1e Rg,
to na podstawie zaleznoci (6) mozna naprsac .

8



2R p(RE— %) dt -

1 2 09 5 11 .
2 R Jg¢ jL‘QR _H'U_A‘ Zﬂf R® — 2Rrcos (t — &)+ -+
. - ’ nt g T
o L aRem - Mar
T 2w RE=—2Rvrcos{t— @)+~
: g

Uwzgledniajac w powyZsze] réwnosel zwiazek (5), otrzymamy osta-

tecznie .
R? e g2 3 dt _
@ =TT [ e ¢
c — g

T L oodt e _E__
T4 RE_-2Rrcos(t—@)+ 1 TR
w8 . I

_ 2 (Rtr, o—® R+r, _at+@
_nlp[arctg(R_T‘tg ) )+arctg(R_Ttg ) )}4—

+ qlarc tg (%iitg }i%——@)—— arc tg (gi:tg fﬁg“?)]}w_ %2

Majac W ten sposob okreslong 'wértoéé sumy naprezeh Rp-+6@s =4,
mozna z kolei okreélié wartogé naprezenia Re korzystajac z zaleznodei (1)
oraz (4). :
| Zatem bedzie e

, 1 .00 . R*—1* 00
2ReT ="y T 5g TPT Ty 90

skad otrzymujemy
ST L g Roroe

© R

gdzie . - : - ?

o8 " - (R+7)*sin” 3__2;@ +(R—P co?® =2

+ — }4“
 (RFP sinza_‘z_@_—k(R——'r)ﬂcos*aF“gQ

”:(R+1‘)“‘Si1‘12‘ : 2‘—%(R—~T)QCOSBJ—-—2*——"

- T a = - ”
(R + 7)* sin® p_%ﬂ 4 (R—1)* cos® a —% —@ o




Analizujac powyzszy wzér mozna zauwazyt, ze na ocbwodzie farczy, tj.
dla r=R mamy Re—0, zas dla r— 0 naprezenie Rg posiada wartosé
skonczong.

Nalezy dodaé, ze z réwnania rzutéw sit (dzialajgeych na tarczt—;) na os

pozioma wynika réwnoéé
@

[ deaCDSa_j qRdpcosf,

_ 0

z ktérej wynika zaleznoseé 7
psine—gsing.
. \

Wartod¢ napreienia R, mozna okredli¢ z réwnosci (6) przy jednoczes-
nym uwzglednieniu zwigzku (5),

Tak wiec wzor okreflajgcy warlo$¢ naprezenia R, ma tutaj nastepu-
jaca postaé:
RE—y" 00 Q@ C (R—1 R

O R="y e P tbgET o
2 2
O B P _“‘”é+% a+@ "
_ (Bo—7) + (R0 ig? 5 (R—1 H(R PP tg
tg H_—E;ﬁ_ -6 tgiﬂm‘gﬁ@,
+4q +

(R—T)2+(R+1)Zt 2:"‘7+ﬁ @ (R—T)E—HR—I—T)% tg” %9

Lol R4r, a8 R+r, atO\]
—?—ﬂiplarc‘t?g(R_rtg 5 )—,—arctg(R Ttg .2_..)]+

+ q{are tg(§+: gw'{;#@)warc tg(gi:tgﬂwg-- 0)]}7

przy czym stala C musi mie¢ wartosé réwna zeru, gdyz dla r =0 napre-
zenie R, nie-moze osigga¢ wartosel nieskonczenie wielkiej.

Z powyzej wyprowadzonego wrzoru okreslajagcego warto$é naprezenia
R, mozna - zauwazy¢, ze na obwodzie tarczy kolowej, tj. dla r=R
t —a<@<a, mamy R, = p, zaé dla #-~—f=<"@<n-+p naprezenie R,==gq,
adlar—=Rie<O<nm—p oraz i+ @ < 2rn—a naprezenie R, ==10.

Ponadto dla r =0 posiada R, wartoé¢ skofczona.

Co sig tyczy wartodei naprezenia #e, to warto$¢ powyiszego napre-
zenia moina okredlié ze wzoru

: , B =2 —R,,

gdzie £ oraz R, zostaly okredlone juz uprzednio wzorami (7) i (9).
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Zatem bedzie

_ ! Rtr, e Rtr o160
(10) @@—ﬂ{p[arctg( tg )+ arctg(R qtg 5 )|+

+q[arctg(R+rgn+g @)
_ Rtr a—F—6\[ _ (R*—") R
arc tg (‘Rwrtg P )l} —
tgiﬁ@ tgg +£9
2 o 2
B L S A SR LS
ta _@#_ tg ﬂ—_g—"ﬁ’ l
(R—T)2+(R+T)2 tgz ﬂ_'—ﬁ;z—_@ (R_T‘)“]-f»(R%T)gt gt@ J

Majgc w ten sposéb rozwigzane pomochicze zagadnienie mozna roz-
wigzaé zagadnienie wymienione na wstepie, a polegajace na zastgpieniu
czedciowego obcigzenia ciaglego g sila skupiong @, przy czym wartosé po-
wyzsze] sily musi wynosié @—2q R sin g =2pRsina. :

Aby olrzymaé ze wzordw (8), (9) i (10) wartosei odpowiednich napre-
zen, nalezy w wyrazach zawierajacych kat § zastgpié wielkosé g warto-
Seig @/2 R sin B i zmniejszaé wartosé kata § do zera, obhcza}ac przy tym
w zZnany sposob powstajace nleokresionosm

Zatem po wykonaniu odpowiednich dzialan otrzymamy nastepujace
WZOL'Y:

R@ —_— ng - T?}g p - - 1 -
A (R+?) sin a;_@)_;_ (R— 7) cosJ a“@
1
_{, O +
(R4 1) sin® “ er@ + (R— )% cos® a_—éﬁ
' rﬂn@ r
+2Q@—F——- 3 lr

[(R 1) 51n"—+ (R4+7)? cos? (;)} }




R,
7 7 ,
(T tg f':i S o g a+@ R
¥ p g i 2 . +
l [(R_fr) + o0 Rt R
o Ee—RePary
Q. 2
+§E , : R -
PR gins 2. [(R—r) +(R—I~f)2ctg2—2~]
1 Rir a—8 R 6\
+;‘; p[grctg(Ri:tga )+arctg( +: gaz —)— +
Rz'm 2
+2Q—R o in O - e[
(R—r)? sin”?—l—'(R—i— 7y cos“"'—zn
R R+, a— Rtr. atO\])
o — {p arctg(Rﬁfrtg )+arctg(R tg— %) )]—i—
- T T o
*‘2%’“ 2eis © Sl
(R"—_ T)a sin?',-zf' + (R + 7)2 COS? ‘E Fee
RJA? R ‘ o £ S e, g LB .
= Pl o a—@+ a-i—@ F
[(R—7)* (R +7)* tg° i_ ' (R—mr)2 R-{*fr)2 tg“’ 1"

<
2R sin? % [(R — 'r)f + (R4 7)E ctg® % ‘

(R 1P — (R +1)* cig? g o
+ ]2}

W podobny sposdéb mozna bedzie otrzymaé¢ rozwigzanie stanu napie-
cia tarczy kolowej, obciazonej na obwodzie dowolng iloscig sit skupio-
nych oraz cze$ciowych obcigzen maglych tworzacych jednakze uktad sit
pozostajgcych w réwnowadze, ‘

Literatura eytowana w tekseie
RS

[1] T B. Konocon, Hpubterenus nosdnacionei nepestennod & meopuy yrpiyoom,
Moskwi-Leningrad 1935.
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Peswume

KEPYIOBO¥ JAUCKE HOJ BAUAHHEM COCPEAOTOUBHHONM CHJLI
W HATPY3KH

B HacTOSIEed paboTe BRIBOAATCH (POPMYJIBI ONPENEIIHIONIE 3HAYOHAA
panpaxeanit Re, Ry u @g B Opon3BoabHOY TOYKe KPYTOBOTO IMCKA, HAXO-
IAmecs 1o/ peficTBIeM YaCTHIHON cmmumon HArPY3KHM q, PACTIOMOeH-
HOH TI0 OKPYIKHOCTH U qac'rwmom cmro:.m—xon HATPY3RH P,

3aTeM BLIROBATCA cpopMVJrH OITPETeAIOLIME 3HAYEHUSA COOTBETCTBY-
rowwmx - Hanpsxeauil Re, Ry v G, 8 cxyuae HaIpy3KyM 5TOTO Teja COCPENO-
TOUEHHON, cruAaolk @ 1. o pmeliCcTEMem . MACTWIHOH- CIIJIOIIIHON Harpyssu: .

Summary
CIRCULAR DISC UNDER CONCENTRATED AND DiS'I‘RIBUTED LOAD

This paper contains first the derivation of equations determining the
stresses Re, R, and ®e at any peint of a circular dise with two continuously
distributed loads g and p acting oh the periphery and then — the deriva-
tion of the analogous equations for a concentrated load @ and a continu-
ously distributed load p.

Praca zosieta zlozonmg w Redakcji dnia 6 lutego 1957 r.
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PIERSCIEN KOLOWY POD WPLYWEM DZIALANIA
DANEGO OBCIAZENIA

-Rozwigzanie zagadnienia dotyczacego - stanu ﬁapigcia izotropowego
piericienia kolowego pod wplywem dzialania danego obeigZenia sprowa-
dza sie w zasadzie do wyznaczenia wartodci naprezen Re, Rr 1 e (rys. 1)
oraz przemieszezen u, i ug dla dowolnego punktu fego pierscienia.

y

Rys. 1 |

Wartosci powyzszych naprezed 1 przemieszczen przy uzyciu zmien-
nych zespolonych. okreglaja, jak wiadomo, nastepujace wzory, [1]:

(1} 2R@+i(Rr—@@)=~—3§ &'(z) + f;F(z),
(2) ) Rr‘}"@@:% [(D(z)—l—@1(21)],
. " i A
(Ug+tu,) e'—’oz—a—;z,(b(z) —+- 8i T}— D (z))dz, + f

gdzie, jak wida¢, wystgpuja tylko dwie niewiadome funkcje @(z) i F(z).
Istotg wige takiego zagadnienia beda wiasciwie sprawy zmagzane Z okre-
sleniem gléwnie tych funkcgl
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Jednak przed przystgpieniem do rozwiazania tak postawionego za-
gadnienia zostang najpierw ustalone zwigzki, zachodzgce poniiedzy war-
toscig funkcji holomorficznej f(z) w pewnym punkcie ohszaru plerscie-
niowego, a wartoscig czesci rzeczywistej -jak réwniez i czesei urojonej,
jakie przybiera ta funkcja na kole zewnetrznym o promieniu R i na
kole wewnetrznym o promieniu ¢ tego obszaru pierécieniowego. Wy-
prowadzone wzory znajdg w pracy zastosowanie,

' Jak wiadomo, funkcje holomorficzng f(z) w obszarze plersmemowym
maoZna przedstawié¢ w postaci szeregu Laurenta

(3) f(Z) = qy+ Z(a"zn 4 bz ) =a,+ Z (@nre® bar e 9
n=1 n=1

Dla pewnego punkfu u=:Re” kola zewnetrznego funkecja ta przy-
biera wartosgc . .

f ) == aq +2(anR”€”“+b R e~i7),

==}

co mozna napisa¢ tez w postaci nastepujgcej:

4)  flw) =g, +ip,(¥) = a, + i, - 2 (e - ian) R*(cos ny + isinny) -+
=1
4 fn+ifn) R "(cosmy — isinny)],
gdzie przyjeto oznaczenia:
{5) ty == Gy - iﬂ{) 3 . ty = ap + ia), , b;z == ﬁ” + ?.ﬁ;g .

Zeo wzoru (4) otrzymujemy zatem

(pk,(y) — oy | 2 (ank" + ﬁ R ﬂ) cos 'ny w—(anB® — BaR "y sinny] ,
e |

==

P (v) =aj+ 2 [(a;lR”+ ﬁ;lR_") cos ny + (ay R* — f, R %) sin ny} ;

A==l
stad wynikajg zwigzki

2er - 95

1 . 1
H=g f%e( Jdy, - %:%J‘wg(ﬁd%_
b D
2 Qe
" 1 1
(0) } anR bR = f Doy cosmydy, o, RP+B, R — f pply) cosmpdy,
o o
27 ' 27r
1 .
a R'—pf R —=—= [@J,,(y)smnydy, an R ——p’n R™= % [va(y)sinnydy.
‘} [
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' - Podobnie dla. pewnego punktiu - w= ge wewnetrznego kota obszaru
p:ersc1en10wego funkcja f{2) przyhiera postac ‘ .
J‘(w)mao + 3 (e e""’+b oo ”"‘)“aﬁwﬁ e

E n—l Y N
Z [, - ?,a")g cosnﬁ—i— i sin n6)+ (ﬁ + ?.ﬁ )9““"({:03 na —isin n&)]
! = o (d) + o (3},
skad mamy

nel® =y + 3 [lane b ) eosnd— (c, b )siri"nai,

=1

po(6) = +2 (a, 0" 1—{5‘ g*”) cos nd —I—( ”Q”—ﬁ”g ") 51nn6]

R =1
oraz . o
2z . s
=y - @o(3)d5, . t =175~ | yeld)dd,
1 T 7 B
. . . 1
(7 lo,0"+p,0" :.—;f%(é} cos f@ﬁdé, a, 0"+ o :;fy;g(é) cos hédd ,
7 0 : 0

e o ST T 21

g"——ﬂ 9‘“" = f Do (b) sin mﬁdé a,0"—p p "= ~ [ e () sin nddd |

H J 8

Ze wzoréw (6) i (7) otrzymujemy

. 2n ;
ay = T f‘fp,q( )d?fﬂ— *f%(é)dﬁ
0: ) . R
T S ’ T g e o R
. 1 Tl
4 R — g | B f %(r)cosnydr—_ ¢ [ \3)FOS mﬁdf’]
- - 2 s
) i R X L ;
®) {p,= “;—(ézg,r:-"zu— " f Pp{y) cosnpdy — RY f Pe () cos nddd ]
! h
: 2 . 2
T .y 'l i 1 - DR = 77 210 L. J“!‘
AR | aﬂcﬁ;wim R f__(p,e(y) sinnydy — @ f ) sin nédé} ,
- h L]
) P2 . 27
. \ Q.ﬂ Rﬂ ) . Ty
B ey (€ f wpln)sin pydy— B f Pe (0} sin: nada]
L. .
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oraz ponadio -

Bar 25
. 1 1
aﬂ:%fw;\w{w)d}’:%f%(é)dﬁ,
H ]
E -~ 2 27
=gy B [ 9 sty — ot [ pe(dhsin moas,
L - - 6 -
e "Q{‘R”.‘.‘- i L2 N 7 2 .
(9) ﬁ”:W"‘QW e" [ () sinnydy — R" f e (d) sin néddq,
L. : i
. . 7 Zar 2z _
a;z — W:_W Ruf Ve (y) cos nydy— o ffjjgu_(_‘é_) cos nddd|,
. 0 . -
ﬁ":ﬁ@T_ﬂRﬁ 3 0" ( P, (y) cos nydy — R" f e (8) cos nddd .
- ¢ o '
"' Uwzgledniajac wyniki (8) i (9) we wzorach (5) znajdujemy:
iZH h 27 |
1 sy NP P .y
R [ w1y + 0= o [ pe(®)a0 +ic,
H ‘ K
Y e 2 : R 11 '
1 ' 4 '
{10) 1 ay == (RE” 2;;) [ f‘?’R('P) e~ dy -— an?’o (d)e ~ind dé}
. . 0y e 0 o
Trgg e D 2z
H.Rﬂ .
bu:: _JZ (92,1 - R2”) [ # f\ (?) emyd}, —R"* f ((3:‘2”!6 dé]
SHS i S )
oraz .
2 25
1 . ' 1,
wes by, [ttt [0, |
_ o T H o :
. 1 2? . . 2n
(11) i O = (RZ" _ an) [an E?J’E‘I(y)eim?’ d'}}-M- Qn f 17’?0(6) e_”mdajl »
0 b ) 0
' ;.«Rn ” . 3 » ;
b” — (W[ j 'H,LF (y) .e"'n:”d’}l‘.“— R”[ i@pg{é)e”‘adé] .
h 0




Wprowadza]ac wyze] otrzymane wartosci wspblezynnikow (10) i{11)

" do wzoru (3) mozna naplsac

an f@=i%+5, f prl)dy -+

o ‘ 2 o
- 1 . : |
+ Z § 7% @in® 7(R‘H :_'ﬁ) {Ruf‘P]e(?’)e_”Wdy — " [ q)g(a) e%”“id(ﬁ] +
n=% ¢ - S 5
2 2
: R — e an ‘ n ity n ind '
+ Z € . 2n R‘an) P ('}’)e rdy —R (Pg((S) e"ddy,
H#- E] . ¥
jak réwniez
2

0y fE—aly, f i) +
f

27 2T

+ Z Tler’IQﬂﬁ{MleszlR'lj ipply)e " dy — o fmpp(
: 0 0

n==1

8) e—ind dé‘. +

2

2T
e ) I Rn 3 . A . . A
_%_ Z el e—m(-) _ _2%“&?1_) \ Q-”f 1'WR(?) e”‘"d‘y — R? f 1"1’9(6) emd dé] i
n=—1 .
0

mlo .
0

Wzory (12) i (13) mozna napisaé réowniez w postaci:

2 2ar

V . i ; 1 = Rn
{14} T(Z) =10, T oy [ (pR('y) ,d'y + - f q)R{-},) Z RZJ: 2” (zte iy
0 0 n=1

- — T V) 1 y S Q"
el ¥ dy — n [' ¥e ® 2 Eﬁ:gzn (2" e

0
2 . . 2 . 2

1 1 [ 3
= idy f @rlv)dy + [ g (y) Mdy — J g (0)Ndd,

0 b

—ind gt g méR n) da —

]

. Pir - 2n
R" .
(15) fl@)l=as + —2 fml;;R(y) dy + - I tyn {y) 2 . 2” (2" e imr—
i) =1

0
pd1d

o
o euzg_‘-‘m)d,})__‘,l_ (.“,[, (5)2 Rﬂﬂ 4_\ - (Zue—-um,zgnemﬁRﬂu) ds =
0 n==1
27 2 :
—at o I iy + = {‘i () Mdy — = [ir: (8) Ndo
0 T PRAVICY T PelY ¥ = Vo ’
0

B

18



gdzie oznaczono

{16) ’ M 2 Rgﬂ 2'.: zn e—lu’)’ zfi’leiﬂ? 9211),
a==1

{17) N= Z Rz” o (2" e — zr—t!emd R™).
a=1

Tak wigc wzir (14) okre§la funkcje holomorficzng f(z) . w dowolnym
punkcie obszaru pierScieniowege, gdy dana jest jej czesé rzeczywista- gu(y
na kole zewnetrznym oraz jej czest rzeczywista @g(d) na kole wewnetrz-
nym, zaé wzor (15) okre§la réwniez te sama funkcje hoiomorfchnq (%)
w dowolnym punkcie obszaru piericieniowego, lecz gdy dana jest jej
czgSt urojona iy,(y) na kole zewnetrznym oraz jej czg$¢ urojona iy, (9
na kole wewngtrznym.,

Ponadto dodajac stronami wzory (14) i (15) otrzymamy

bd 2

{18)  2f (Z):ﬂoﬂal&;—% ]‘{cpﬁ(?) +ipp () dy +—i— [0 (9) +im ()] Mdy —
i h) :
— f lw, (0) -+ iy, (8)] Ndd,

zag odejmujge stronami wzory (14) i (15)
2z

-, 1 [ . S
(19) igy—an+ 5 f lop(y) ity (dy + ;1; [@ply) —ip,(»)] Mdy —
: 0 h

b f le, () — iy, (8)]| N6 =0

Wzor (18) okresla funkcje holomorflcznq f(z) w dowolnym punkeie
obszaru pierScieniowego, gdy dana jest jej wartosé ¢g(y)+ivg(y) na
kole zewmetrznym oraz eu(d)-Fiye(d) na kole wewnetrznym, zad§ wzér
(19) daje zaleino$é w przypadku wprowadzenia funkeji z nig sprzezone;j.

Nastepnie zajmiemy sie spraws przeksztalcenia wzordéw (16) i (17),
okreslajacych wielkogci M i N.

Otdz wielkosel te mozna napisaé w postaciach nastepuigeych:

2w
(20) M= [Zﬂ e YR . — emy (_Q__) Rn} ,
Z (e Rj
a==l R ]
e

H 1—( )2;1
n=1 R

Rozprawy Inzynierskie — 2

(21) N = lzneﬁde 1 zunemd R“} .

K




. Poniewaz

oraz

wiet wzory (20)

i (21)- przyjma postat odpowiednio zmieniong, mia-

nt)W‘iCIE Co
(22} M Z (2" eﬁmy R«-n Z_" e‘"ﬁ' R® qu) +
n-—j . e ; . . .
- T s ze= 7R
i T H um}s —R_ 2n " iny QA Saf . 7 .
+ Y R — gz e R G = T R
h=1 n=1
)""'tiﬂz-;-‘leiyR + s thR—-—ieml'y : q2n+zz—'1Reiy ) _
l—qsz—?ei?R ;,21: l_qzth—le t-y 1— q'z""'zz“lRef?
| ) qzk——1( Z_ __M) 7
I~ B gRe? 2% !
~ T Ty . gRe' g’) oy
=t 1—q (qRef*/ z T4

(23) N 2 q (zte~ indp—n . ﬁneinan)"_}w

=1

]

k=1 n—=1

qé—l Reid[ 21 Rt o B
1—gHzR-1e ™

Ty — qz-—lRei&

+j(

Jr=
2h--1
q

Z
&

2!2-—1(
gdzie
_ k=h+1
Wprowadzmy jeszcze do wzoru (22) zmienny

_K.,.z_Kr

T im tn qR !
zas do wezoru (23) zmienna

i#m R a
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4 2 Z (zn —ind gt z—Reind R1) g {1+20) e

1=

gzR e
1— qz R—-l e 7

qzh—:—iz-—1 Ref® ) -
q2h +1z_1 Reid'

(Re_“’ )
e R s
r + z“)‘+ g2

Refd
-4

Z -




gdzie K oznacza polowe okresu funkcji eliptycznych. Znajdziemy: wow-
CZas -

N %ﬁ =2 . -"‘-“q2k.--—-1 s A 3K 194(

) "
M= 2igin — § — .
K f(-—_—l 1—2q2k"1 cosﬂ + q&k—z ) 43 (t)
S I | xE SV K ' * .
Zm q‘”’:j, _iK %(n)
\ ﬁ.‘zzsm Wk

k=1 1— zqzk—1 + q4.'z —2

gdzie 9,(t). lub 9,(v) s4 to funkcje Ja t:ob egao. _

Powyzsze zagadnienie w nieco odmiennym ujeciu zostato podane przez
H. Villata, [2]. . :

Teraz wrotmy do naszego wkasmwego zagadmema postawnmego na
wstepie i oznaczmy naprezenia normalne i styczne, dzialajgce na ze-
wnetrznym okrégu kola. obszatru’ plerscmmowego przez o, i 15, za§ na-
prezenia normalne i styezne, dzialajgce na wewnetrznym okregu kola po-
wyzszego obszaru, odpowiednio przez e iz (rys. 1),

Dla-dowolnego punktu obszaru p1erscaemo«wego jak latwo StW1erdz1c
ma miejsce nastepujaca zaleznosc ‘ :

. (Rr+09) = 2(R, +1R@ ——1{2R@—z( @@)]
Zatem dla 7 ——'R, ]ak réwniez dla r==g mozna napisaé
(R +00),_ =2, + i) i[2Ry — iR, — CR)
(Rr+@s), _, = 2(cq + ity )—i[2Re— i(R, —Be)l, _,
Majac na wzgledzie zaleznosci (1) 1 (2) oraz stosujgc do wyrazow

plerwszych wzér (14), do wyrazdw drugmh WZOT (18) 7zas do wyrazow
trzecich wzor (19), znajdziemy’

2o T oeg

{24) @(z)—w—--f‘?(ur,eﬁww,,)dy—{— f2(a,‘,+i1:R)Mdy———

] i

"——"f GQ+%TP)Nd6+C

gdme C oznacza pewng Wielkosc zespolona stala:
7 zaleznosSci -

~ 2Re+iR) = [3RoF i(R, — O0)| + i(R, +60)=

CATeTITD T T _mﬁ, _Z_z p i : - _f;.
L =R Ere t et el

19




otrzymujemy
F(Z) — z { Z(RO +iRr) + _? (,D{(Z) _—;_l@(?i) + @ (g) ] } ’

7
3

przy czym dla r==R oraz dla r=¢ marhy odpowiednio

a3

Pl =2 {2(1R+¢UR) +i'2‘f-@‘(u)—jz-{@(@a)+@(%i ”

r

F{w):ﬁ;{Z(zg—l—ia@) -+ i—;vm(b'(w) —%[@(w)+@(%)]},

Tutaj stosujac wzor (18) otrzymamy ostatecznie

g 2 29r

(05 F@=,. J Fm)dw;l?;J Fm)de-%;f F(w)Ndo D,
b b b

gdzie D oznacza pewnhs stald zespolong.

Zatem funkcje (2) i F(z), okreslone wzorami (24) i {26), rozwigeuja
calo$é postawionego na wstepie zagadnienia.

W kohcu nalézy nadinienié, ze powyzsay sposéb jest dlatego dogodny,
poniewaz umozliwia réwniez rozwigzywanie innych zagadnien, w kto-
rych obszary dwuspojne daja sie odwrzorowat konforemnie na piericief
kolowy. ‘

[iteratura cytowana w tekscie

[11 T.B. KomdocoE, Hpuaerenue soAnaercHol nepeMeHtol K MeoPuwn YnPyocIL,
Letningrad-Moskwa 1935. )

121 H. Villat, Le probléme de Dirichlet dans une atre annulaire, Rendiconli
del Circolo Mathem. di Palermo, t. 33, 1912.

Pe3oMe

KPYTOBOR KOJBIIO 10/ AEHCTBHEM TAHHOY HATPYSHI

B uacrosauesr paborTe AaeTcsA pelieHue BOIPOCA, KAacamoilerocs M30-
TPOTIHOTO KPYFOBOTO KOJIBIIA, TIOXBEPHEHIOTO neiffCTRUI0 JAaHHON HAIPySK
Ha BHEINHEeH ¥ BHyTpeHHeH OKPYHOCTIL. B ripmLyiie BOIPOT CBOJUHTCA
K OTIPEAEJCHIIO ABYX HEM3BECTHBIX romomopdueix pymxni D(z) 7 Fi{=),
PHICTYTIIAIONMX B (DOPMYNAX, OTPEUEIANIX RHAYEHWA HATIPAKEHII
Re, R n Og (pmc. 1), a Takxe ﬁbmﬁﬁﬁemalﬁﬁx nepemMelnesyit s, U
A TPOM3BONEBHON TOMKM KpYLOBOH obmacti. Vemons3ydA 3aBMCHMOCTH,
CyIieCTBYIOIME MeIy SHAYeHMEM roqovopHeil (YHKLIK KpyroBoi 00-
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JactH M AeHCTBUTEILHON ‘ia-c'i'ﬁxo, & TaKMe ¥ MHMMON 9aeThio, KOTOpPRIE
TpUBUMAET T2 (PYHRIMA Ha HAPYIKHOM, PABHO KAaK M Ha BHYTPeHHeH
ORPYFHHOCTAX 3TOrC KPYTOBOTO IIPOCTPAHCTBA, BLIBONATCH OKCHUATEILHELIC
thopmyet (24) u (25), onpenensouye yexoMbIe QYHRIVI DBz} m F(z).

Summary

A CIRCULAR RING UNDER THE ACTION OF A GIVEN LOAD

A solution of the problem of an isotropic circular ring subjected to an
arbitrary load on the inner and the outer circle. This problem reduces
essentially to the determination of two unknown analytic functions, ®(z)
and F(z), appearing in the equations for the stresses Re, R, and @p (Fig. 1),
and the corresponding displacements u,, ue for any point of the region.
Using the relations between the value of an analytic function at any
point of a ring region, and its real and imaginary part on the inner and
the outer circle, final equations (24) and (25) are derived for the func—

.tions ®(z) and F(z). '

Praca zostale ztozoma w Redakcii dnie 20 wrzesnie 1957 r

21






