ALEKSANDER LISOWSKI

STATECZNOSC T DRGANIA POWLOK "~ -
W OPARCIU O WYNIKI BADAN MODELOWYCH

i

ROZPRAWY " '
INZYNIERSKIE
LXXXIX



$PIS TRESCI

Wstep .
1. Okreslenie praw modelowych dla p_o_w}ok

1.1. Obliczenie ugigé powloki

1.2, Ustalenie praw budowy modelu :

1.3. Ustalenie praw modelowych powick W przypadku badania
statecznodei

1.4, Ustalenie praw dla modelowania powiok W przypadku badania
drgan

2, Wyboczenie powlok cienkogciennych
2.1, Przyjecle czynnika wyboczajacego uklad
22, Analiza znanych rozwigzan okredlajacych wartofé obcigienia
krytycznego w kopulach
2.3. Zastosowanie badan modelowych do okreflenia wyhoczenia
dowolne] powloki

3. Drgania powiok cienkodciennych
3.1. Okreslenie podstawowej postaci drgan ukiadu
3.2. Drgania powiok cylindrycznych
3.3. Okreflenie postaci oraz czestotliwodel drgan witasnych powiokl
za pomocg metody si
3.4, Poréwnanie drgafn powloki z drganiami plyly
3.5, Odpowiednios¢ modelowa drgan powlok
3.6. Zastosowanie odpowiednioscl modelowej do dowolnych powko

4. Metody pomiasrowe
4.1. Optyczna metoda mierzenia odksztalcen sprezystych ukladow
przesirzennych na modelach
4.2. Metoda elektroakustyczna pomiaru drgan
4.3. Czujnik pojemnoiciowy do pomiaréw drgai

< 4 4. Akustyczna metoda okreflania czestotliwosei drgan wlasnyeh

5. Wykonanie modell

5.1. Nadanie powtoce igdanego ksztattu
5.2 Modele z celuloidu i plexiglasu

5.3. Modele z metali- -

5.4. Obrablarki do wykonywania modeli

Btr.
25

28

29
.31

34

36

38
38

40

4%

47

417
48

50
65
87
68

70

TZ
il
™
83
83
83
84
856
87



WSTEP

Cienko$cienne pokrycia powierzchniowe sg od kilkudziesieciu lat
{okodo czterdzaestu) coraz powszechniej stosowane w budownictwie
w ogéle, a zwlaszcza w budownictwie przemyslowym. Fakt, ze clenka
powloka zelbetowa, ktorej krzywizna jest stala lub zmienia sie w sposéb
ciggly, pod obcigzeniem rozlozonym w sposéb ciagly (ciezar wlasny, Snieg,
wiatr) przenosi zasadniczo tylko sity wosjowe, pozwolil na niespotykane
poprzednio przykrycie duzych rozpietodci za pomoca cienkich powlok.

7 typowych przykryé cienko$cienmych wymienié mogna wizelkiego
rodzaju kopuly oraz sklepienia cylindryczne, konoidalne, beczkowe i sio-
diowe. Pierwsze sluzg najezesciej do przykryma powierzchni kolowej
czy eliptyczne], drugie oparte sa na prostokatach.

Istniejg dwie teorie obliczert: bezmomentowa oraz momentowa ieoria
powlok. Momenty w powloce wystepuja (od typowych obcigzen) zasad~
niczo wskutek utwierdzenia w sztywnych elementach brzegowych, nato-
miast w czgsciach oddalonych od elementéw brzegowych panuje w przy-
blizeniu stan blonowy. Jednak nawet przy uwzglednienin wptywu mo-
mentéw zginajgeych i squca]a,cych w powloce ofrzymujemy maksy-
malne naprezenia w Zelbecie w granicach kilku, kilkunastu, a najwyzej
dwudziestu kilku kG/em? Widzimy zaftem, ze naprezenia te sg jeszcze
bardzo dalekie od wystepujacych normalnie w elementach konstrukeji
zelbetowyoh gdzie o zniszezeniu decyduje wytrzymalosc materiatu,

_ Istnieje zatem mezwykle wazne pytanie, czy wykonane dotychezas
sklepienia sa juz ma granicy ich stosowalnosei, a jezel nie, to jaka jest
spodziewana maksymalna rozpietoéé powloki oraz jakie zmiany konstruk-
cyjne nalezy poczynié, aby granice te dla poszcrzegolnych typow sklepien
jeszeze bardziej powlekszyé. A

Rozwoj konstrukeji powierzchniowych mozna przedstawié chyba naj-
lepiej ma kopulach, ktére stosowane juz byly w starogytnosci (np. Pan-
teon, ktorego kopula ma rozpigtosé 43,20 m). W okresie mowozytnym
wybudowano w 1542 r. kopule katedry $w. Piotra w Rzymie o rozpie-
tosci 42,562 m, [1]. )

Zastosowanie zZelbetu pozwolile na konstrukeje cienkich powlok
o znacznych rozpietodeiach i to wptynelo na ich rozpowszechnienie. I tak
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w 1913 1. powstaje Hala Ludowa we Wroctawiu o rozpigtosci 65 m,
w 1929 r. Hala Targéw w Lipsku ¢ rozpietoéei 65,80 m, a w 1935 r. han-
gar w Orly o rozpietosci 97,00 m, Sposréd kopul o wigksze] rozpietosci
wymieni¢ mozna kopule teatru w Nowosybirsku o §rednicy 55,5 m (wy-
budowana w 1934 r.) oraz kopule u nas w Zastawicach pod Krakowem
o rozpietosei 56,00 m przy gruoboéel powloki 15 em i promieniu krzywiz-
ny 41,14 m.

Triteresujacy rzeczy bedzie informacja, jak kolejno malak ciezar wilasmy
pokrycia na 1 m? ezutu. Konstrukeja ¥oputy katedry Sw. Piotra wynosi
8800 kG/m?, ciezar konstrukeji nad hala we Wroctawiu 2030 kG/m?, a-nad
hala w Lipsku 700 kG/m?. Ciezar konstrukeji przésklepienia hali w Alges
ricas o rozpietosci 47,62 m wynosi tylko 260. kG/mo?, tzn. 1/30 ciezaru kon-
strukeji katedry Sw. Piotra.. S o :

7. zestawienia widzimy, jaka oszezednosé w materiale pokrycia uzy-

skano przez stosowanie. bardzo. cienkich (w. granicach 4-12 cm) powlok
selbetowych. Dalsza oszezednodé zwigzana bezposrednio z konstrukeja
skiepienia zalezy od zmniejszenia przekroju stupow, lub murow. nosnych
oraz fundamentow. R T L
 Analizujge wartodei naprezen w powlokach widzimy, Ze dotychezas

udowane sklepienia sa jeszcze bardzo ‘dalekie od granicy ich bezpiegzen-

stwa, obliczonej z_-wamin‘ku przekroczenia wytrzymatodci, rhateriatu. Pla-
tego tez w tych wiadnie ‘konstrulcjach, gdzie elementem noSnym jest

clenka powloka, niezwykle wagne znaczenie ma warunek- statecznosei,

Mozliwosé wyboczenia sklepienia jest tym czynnikiem spodziewanym,
ktéry ogranicza stosowalnosé sklepieh cienkofciennych. ' -
" Pierwsze prace teoretyczne o zagadnieniu statecznosci powtok (zgod-
nie zreszta 2 historycznym rozwojem sklepief) dotycayly kopul. I tak
Zoelly, [4], obliczyl wyhoczenie kopuly kulistej przy zatozeniu obro-
towo-symetrycznej. postaci odksztalcenia. E. Schwerin,. [3], rozwa-
zyl przypadek ogolniejszy udowadniajac, ze obie postacie wyboczenia,
tj. obrotowo-symetryczna i niesymetryczoa wzgledem réwnika, dajg iden-
tyczng warto§é sity krytycznej, a wiec obie s3 réwnowazne pod wzgledem
wytrzymalogel, . - - T L
. .;.'Naagj-mniejszé obcigzenie krylyczne rozioione réwnomiernie na cale]
powierzehni kopuly kulistej i dzialajace w kierunku jej $rodka wedhig
obliczen Zoelly ego wynosi- . L
o ':“ I -' (p)u)rmn E R2 ]’ST]_‘-_——Fj 1,1?5_E RP‘ -

We wzorze tym F oznacza wspotczynnik spirezystosdcl podiugzne], h gru-

Bosé “powkoki, R promiefi krzywizny. kuli oraz:v - wespblezynnik P ois-

E‘;'-Oin-a'.""' i e IR . R i R

2%



“-Jednak 'obSerwaqe konsatrukcp -oraz modeli wykazairy, e wyboczeme
nasteplije juz przy znacznie mmejszym obeigzeniu. Dalo to podstawg do
szeregu dalszych. pmac oriz do przyjecia zalozema m1e3.scowego Wybacze—
mia powloky (por prace [7]-[14])."

- W 1952 1. autor podjal prébe obliczenia oheigzenia krytycznego plélw
skiej kopuly kulistej, [2]. Za schemat wyboczenia przyjeto analogicznie
do odpowiedniego schematu w teorii tukéw plaskich postaé odksztatcenia
osiowo-symetryczng i, aniysymetryczng. Brak jednak. .danych doswiad-
czalnych nie pozwolilt wowezas ustali¢, dla jakiej- wyniostogei. kopul za-
lozenia te sa sluszne. A

Zagadnieniem statecznosei pokryrc c1e4nkosc1ennych Z&jlﬂlll]e s1e Pra—
cownia Teorii - Konstrukcji Zalkladu Mechaniki- Osrodkow Claglych In-
stytutu Podstawowych Probleméw Tachmki PAN {porn, [15]) Z inicja-
tywy -‘W. Wierzbickiego, kierownika Ppracowni, [podjeta zostala
przez autora praca nad rozwigzaniem zagadnienia dotyczacege akraslenma
postaci wyboczenia powlok. Praca Jowyzsza zostata oparta na wymkach
badan modelowych.

W tym celu zorganizowane zostalc w latach 1954-56 Laboratorium
Modelowe Pracowni na terenie Akademii Gérniczo-Hutniczej w Krako-
wie. Prace do§wiadczalne Laboratorium objely réwnies zwigzane Scigle
z wyboczeniem zagadnienie dngan powlok cienkofciennych. Wyniki te
zostang przedstawione w trzecim rozdziale niniejszej pracy.

Juz to kroétkie zestawienie prac teoretycznych i dodwiadezalnych do-
tyczgacych zagadnienia statecznosci kopuly kulistej wiskazuje, jak wazne
dla praktyki jest wlasciwe okreSlenie bezpieczenstwa budowli ze wzgledu
na mozliwoéé jej Wylboczema -oraz ze zagadnienie to jeszeze w dalszym
ciggu jest aktualne: :

W pracy niniejszej na podstawm kilkuletnich daswwdczan poczynio-
nych na modelach sformulowano zaloZenia, ktore Scisle uzalezniaja za-
gadnienie wyboczenia i drgaf danej powloki od postaci jej odksztalcenia.

W oparciu o te zalozenia przedstawiono metode, ktéra pozwala (wpraw-
dzie w przyblizeniu) w prosty sposob okre§lié wartodé obcigzenia kry-
tyeznego oraz czestotliwo§é podstawowa drgan powloki,

Celem tej pracy opartej na w-yﬁ_ika-c_h badan qud—e__lquch jest;

{1) zbadanie pracy powlok réznych typow \(kdpusl obrotowych i skile-
pien cylindrycznyceh oraz trudniejszych do matemat}qcznego ujecia po-
wlok konoidalnych), e

(2)- postawienie prostego zaltozenia umoezhiwidjgcego: okrelsleme po-
staci wyboczenia oraz obliczenia. obeiazenia krytyeznego w' powlokach,
dla ktdrych potrafimy obliczyé odksztatcenia Wywolane dowcﬂnym oba-
cigzeniem, R S I eIt
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(3) olkresienie praw modelowych w celu przeniesienia wynikéow otrzy-
manych Przy uiyciu obiektéw wielokrotnie zmniejszonych (modeli) 1 wy-
kbn'anych z innego materiatu na konstrukeje rzeczywiste, _ :

(4) omoéwienie zagadnienia drgan whasnych powlok scigle zwiazane-
go z wyboczeniem. : ,

1. OKRESLENIE PRAW MODELOWYCH DI.A POWLOK

Zanim przejdziemy do badan powlok, nalezy ustali¢ warunki, jakie
powinien speiniaé model obiektu rzeczywistego, ktorego wiasnosed cheie-
libyémy pozna¢ na podstawie badan modelu. Nastepnie wyprowadzimy
zwiazki okreslajace prace modeh;, aby za ich pomocy odpowiednie wiel-
ko$cl pomierzone na modelu mozna byto przeniesé na obiekt rzeczywisty.

Yatwo przewidzieé, se wielkodel, o ktéorych moéwimy dalej (ugiecia,
sity 1 odksztatcenia), zalezg od wymiaréw modelu, cech materiatowych.
obcigzenia i warunkow brzegowych,

Rys. 1

Rozwazmy element powloki o statej grubosci H podany na rys. 1. Wy-
miary elementu okreslaja nastepujace wielkoSci: A jest szerokodeis,
B diugoécia, H grubodcig oraz R, 1 R, gownymi promieniami krzywizny
powloki. . ‘

Do rozwazah przyjmiemy, ze material powloki jest jednorodny, izo-
tropowy ‘i linlowo sprezysty, a wiec ze okreslaja go tylko dwie sialte
materialowe: E wspéiczynnik sprezystosci podiuznej oraz v wepélezyn-
nik Poissona. 3
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Znajdziemy ogélng zaleano$é ugiqeia powloki F od parametréw po-

danych wyzej oraz od wielkoSci obeigzenia statycznego @ obcinzajzoege’

uklad. Bedzie 1o funkeja
1.1 F=@(A, B, H,R,, Ry, E, », Q).

Ugiecie F jest wige funkcja oémiu wielkosei, ktérych wymiar mo-
zemy wyrazi¢ za pomocg dwoch jednostek: sity kG oraz wymiaru dtu-
godel m.

Poniewaz w naszym przypatdku chodz1 o ustalenie og6lnego zw1aﬂku
a nie o konkretne rozwigzanie pewnego przykiadu, najwygodnie] bedzié
postuiyé sie zasadami analizy wiymiarowej. Oplerac sie bedziemy na na-
stepujgeym zasadniczym twierdzeniu sformulowanym przez E. Buec-
kinghama (twierdzenie (=), [6]).

Jezeli w wymiarowo nlezmlenmczeg i.jednorodnej funkcji @ (4,, ... A,,,,
Py, .., P,) argumenty A4,, .., Am 53 wymlarowo niezalezne, a argumenty
P, ..., Py 83 od 4,, .. , A wyrmarowo zalezne to znaczy, ]ezeh wyrazajg

sie w naste;pujacy sposob

@ P AN A p g g AT
gdzie @, ..., #; sg wielkoSciami bezwymiarowymi (liczbami), a wyklad-
niki 7, .., Tine 58 licdbami rzeczywistymi, to funkeja @ musi mieé postac
’(1.3) & (Ag sy veey Am; Pl s ey Pq) == ?7(:'31 R ﬂq) A{l, . A{,’:L,
gdzie ¢ (m,, ..., my) jest zwyklg funkcjg liczbows argumentéw bezwymia-
rowych (liczbowych) ny, ..., 7g i nie zalezy od A,, .., A,, a wykladniki

Fiy ey Fm lrzeczywiste) nie zalezg od =y, ..., g ani od A, ey A

1.1. Oblierenie ugieé powloki

Aby méc wyznaczyé ksztalt funkeji ugiecia F trzeba zalozyé, ze |

(1) wszystkie wymientone wielkosci A, B, H, Ry, R., E, » i @ sg wiel-
koSciami wymiarowymi, elementami pewnej przesirzeni [7, '

(2) funkcja F jest wymiarowo niezmiennicza i jedndrodnaa,

(3) funkecja F zalezy od wielkodei juz wymienionych A4, B, H, Ry, Rs,
E, » 1 @ i tylko -od tych wielkoei.

Widzimy zatem, jak istoing rzecza jest okre§lenie wielkosci, od kto-
rych zalezy poszukiwana funkcja. Przyjecie innego zaloZenia moze po-
wodowaté w konsekweneji uzyskamie innego wynikuw

Poniewas wszystkie wielkoéei, od ktérych uzalezniona jest funkeja F,
mozna wyrazi¢ za pomocg dwoch jednostek kG i m, zatem moga wysta-
pié najwyzej dwie wielkosci wymiarowo niezaleéne, :
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. Jako, wielkodel wymlarowo niezalezne . przyjmiemy -E (;kG‘ m—2) oraz
H(ml) Sprawdzamy, ezy rzeczywiscie Eihsg wymlarowo mezalezne

kG m
E 1 —2
H Q0 1

Wyznaczmk ulworzony z wykladmkow przy Wymiacfach tych' w1e1kosc1
pow1n1en by¢ rozny od zera, €0, 1ak latwo stw1e=rd21c meczywmme ma.

miejsce. o
‘ Funkcge (1 15} prmplszemy zgo’dnie'-z’ lewa;.-s’e‘m:mac rownania:-('lﬂ.?));'.
(1 4} - . F=0(EHR A,/B, R,, 25 Py Q),

gdzie E 1 H sg wielkosciami Wymiarowo mezaleznym, a pozostale A B,
Rl, R, v 1 @saod nich wymiarowo’ zallezne.

Wyrazmy kole;n.o wielkodel Wymlarorwo zalezne za pnmm:a wwlkosm
wymlarowo niezaleznych wedtug (1.2). Mamy w1qc :

{1.5) A= o, B H".
Wyrazajac A W uk&adme jednostek kG i m naplszemy
: RSP kGﬂ 1‘ . lkGlc, fze, mlh }

Z”w-arunk‘u wymmgagacego po obu stronach rowna,ma tych sa:mych mian
pirzymujemy - o
: 0=1ey,. 1--r4zel+1hi.

Leoedoe

Rozw:azugﬁc ten uklad ‘dwoch Téwnan otrzymujemy ej = 0 oraz h1 =1
Uwzgledniajac obliczone whartosel w wyrazeniu (1. 5) mamy- S

(1.5.1) o m:%. _

Analogicznie otrzymamy

- B R R,
(1.5.2) R | %::_ﬁi ‘ mﬂ_ﬁa__ __\

Dla W'selkds’é-i‘ y od,pc;wiédmid om-zymarhy , .
) B He, RGOS — [kGo .
Z porownama wspolczynnlkow przy jednmstka;_-cw:hi;z_._h:iaj._ti_ziemy:  3
0=en 2t - |
1 otirzymugemy ef, , h = 0 ‘a sstad ostateczme ‘

(1.5.3) o my=a
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::. Dla wielko$ei @ olrzymamy- podobnie
Q@ =m E=H",  [kG'm°] = [kG" 2 ms]
oraz uktad réwnaf N .
Do 7'1"7‘_—"35) 0:—2e{,+hﬁ R

i rozwigzanie e, = 1 oraz h, = 2.-

Y

Po uwzgle;dmemu tego wymku Oh'zymu]e!rny

'Q
Stosujac twierdzénie BuckLngha-ma do funkcp (1.4) otrzymamy %
F—@(E H A B R1!R2! ¥, Q)—W‘ﬂ;u TLyy T3y Ty Tgs %)EeHh

Uwzgﬂedma]‘qc Wczesmeg Oibhczone warmsm 7 zna}du]emy, ze e

_ B /A B R, R, )
1.6 e : it e A N 1 1Y & LY
{ ) 7 - ) i F‘ (p(H H H H? ’EHJ)E H

W wyrazeniu (1.6) wielkosé . ¢ (:m], Ty, e ®g) jest-zwykla funlkc;q mcz—
bowa argumentéw bezwymiarowych i nie zalezy od E i H,'a rzeczywiste
wyktadniki potegowe e i h mie zaleza od =; ani od E 1 H. Po przedsta-
wieniu funkeji ¥ w postaci (1.6} 1 poréwnaniu sttronamn wykladnikow
poteg przy jednostkach (wielkoci F, E i H) otrzymamy wartosci e 1 b

(kG m'] = [kG* m—* m"],

skad e = 0 oraz h = 1 Uwzgiedmagqc obliczone wartosci na e i h w (1 6)
otrzymamy ostatecznie .ogblny wzor na ugiecie C

“: | A B RI R, @
(1.7} F (p(H i H,v,EHz)H.

W analogiczny sposob mozna by’ za'pomoca analizy wymiarowej zna-
lezé ogblne wzory np. na warto§é naprezef czy odksztalcert w powloce.

i.2, Ustalenie ])ftlw budowy modeln

Bezpodrednie korzystame ze wzoru (1.7). jest utrudnione,. gdyz nie
jest znana w ogélnym przypadku postaé wyrazenia zawartego w nawiasie
ani wartos¢ funkcji ¢.- Wzor ten bedzie natomiast punktem wy;smowym
przy- ustaleniu.praw dla modelowania. powlok. -

- Rozpatrzmy dwa rozne. uklady powlok, Uklad pierwszy oznaczamy
przez odpowiednie wielkodei z ]ednym wskaznikiem, a wiec okreslony
wielkogeiami 7 :

o, B, H’; A’, B’,_ Ri, R, v, @,
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uklad drugi oznaczony bedzie przez odpowiednie wielkoSci z dwoma
wskaznikami
(pu, E”, H”, A”, B”, Ril’ Ré’, ?,II’ Q”, F”.
Zgodnie ze wzorem (1.7) otﬁzymamf dla pierwszego. uktadu. wartosei
ugiet : ’

{1.8.1) F :(p'(

£ _B_' R_"i i’z o ._WQ,’ H'
H'H'H ' 'H'® 'EH)?
oraz dla -drugiego uktadu

_ AII Blr Ri’ Ré’ . QII

8.2 =q" TEEEy pytrr pprer Iy Yo i ryiaa .
(1.8.2) F W(HHH’H”E(H)Q)H

Dyzyé powinnismy do tego, aby model (np. uktad piérwszy) mozliwie
najbardziej zblizat sie swymi wlasnogciami do obiektu (uktad drugi), kto-
ry ma odzwierciedla¢. Analitycznie warunek ten spelniony bedzie wow-
czas, gdy bedziemy mogli obliczaé odpowiednie wielkosci (ugigeia, od-
ksztalcenia 1 naprezenia) w jednym i drugim obiekcie za pomoeca tych
samych wzoréw. Uzyskamy to wowezas, gdy angumenty bezwymiarowe
we wzorach (1.8.1) i (1.8.2) bedg sobie odpowiednio réwne

A A" B B’ R _R{ Ry R

1.9 ===, =g T " H

(1.9) H H' H H H H H H
oraz gdy ‘

- (1.10) v =" o g

E(HEY EH)Y
Gdyby sie udalo spemi¢ wszystkie te zwidzki, wowczas otrzymali-
Tysmy
(1.11) _ o =g
i ugiecia w obu obiekiach spetniatyby warunek

L

F_’ L

_H

= -

Spetnienie jednak wszystkich zwiazkow (1.9} 1 (1.10) moze okazal sie

w praktyce laboratoryjnej wrecz piernozliwe i zreszta dla otrzymania po-

szukiwanego rezuitatu mie potrzebhe. ‘
Przeprowadzimy analize zwiazkéw (1.9) i {1.10). Catery plerwsze za-

leznosci (1.9) ‘wskazuja na to, ze powiniio byé zachoiwane geometrycaie

podobiefstwo modelu do obiektu. Warunki-te moga byé napisane w po-

stact

4 ’ ’ i RI
{1.12) H A" B R 2

H 7 ;147 BII:EI; 'EE; .
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Warunek nastepny przedstawia sie w postaci

’ i
P =

s
przy zastosowaniu réznych materialéw w obiekcie rzeczywistym i mo-
delu bedzie z reguly niespelniony. W praktyce, aby méc w prosty sposéh
przenies¢ pomierzone wartoici z modelu o dowolnym ksztalcie na obiekt
rzeezywisty, pomija siq zwykle wplyw wspélezynnika Poissona na
wielkosel statyczne (sity, odksztatcenia) preyjmujge

{1.13) —

Zatozenie (1.13) przyjmowaé musimy z koniecznosci przy powlokach,
ktorych teoretycznie rozwiszaé nie jestedmy w stanie, natomiast przy
powlokach prostych jak np. pray kopulach obrotowych lub sklepieniach
cylindrycznych wptyw wspélezynnika Poisson a. moze by¢ uwzgled-
niony,

Zalozenie geometrycznego podobiehstwa modely do obiektu upowas-
nia do redukeji iloSel parametrow wplywajgcych na prace modelu. I tak
zamiast osmiu wielkosdci wplywajgeyeh na odksztatcenia modely (1.4)
otrzymamy tylko cztery

(1.14) F=@(EL;» Q),

gdzie wymiar L wyraza wielkogei geometryczne modelu. Przy uwzgled-
nieniu czterech parametréw E, L, » i Q wzor {1.7) przyjmie postaé

{1.15.13 erp(ag, E;%a) L,

a przy pominieciu wspélezynnika Poissona uprosci sie jeszeze
bardziej ' ,
' — o 9
{1.15.2) Fcp(ELZ) L. .
Stosowanie wzoru (1.15.2) do przeniesienia pomiardéw ugieé otrzyma-
nych z modelu na obiekt ezeczywisty jest juz bardzo proste.
Wykorzystujae (1.11) otrzymamy

v ol
. 6 T T T 57 77y
(1.16) FTU o AL
4 (E”(L“)ﬁ)

skad F"—=Fk,F’, gdzie

¢ (L,,) .
e )
(& @)

Rozprawy InZynierskie — 3 . 33



W analogiczny spostb mozemy obliczyé wskazniki ks, dzieki ktorym
mozna znalezé wprost wielkosci statyczne w obiekecie rzeczywistym na
podstawie znalezionych wezesniej na modelu (por. {8]}. '

- Przy wykonaniu modelu sklepienia mogg powsta¢ techniczne trud-
nodei w uzyskaniu catkowitej zgodnoéci geometryczne]. Chodzi przede
wszystkim o wykonanie modelu powloki H o grubosei w tej samej skali
co i pozostale wymiary, kidre ogélnie oznaczamy jedra wielkodcia L.
Moze to mie¢ miejsce przy wykonywaniu cienkiej powloki z gipsu lub
betonu albo przy zastosowaniu materialow w arkuszach, gdy liczyé sig
nalezy z asortymentem wykonanym fabrycznie (np. réznego rodzaju bla-
chy, celuloid i plexiglas w arkuszach itp.). Witedy bedziemy mieli dwie
wielkodel okreslajace wymiary powloki: powierzchnig srodkows, ktorg
okresla wielkogé L oraz grubodé powloki H.

Odpowiednio funkcja okreflajaca ugigeia bedzie miala postat
(1.17) F= (D(E,L;v,Q,H):«p(v,%,‘;, E) L

Zastosowanie przeniesienia modelowego napotyka oczywidcie w tym
ostatnim przypadku na wicksze trudnodcl.

1.5. Ustalenie praw modelowych powlok w przypadka badania stateeznoéei

.3.4. Przypadek preta prostego. Na wstepie wyprowadzmy ogblny wzor

na wielkos¢ sity krytycznej dla preta prostego pryzmatycznego Sciska-

g n " nego osiowo (rys. 2c.1). Wielkosé sity krytyczie]

e Py, zalezy od dlugodci preta L, momentu bezwlad-

- é nosci jego przekroju poprzecznego J, wspolezyn-

nika sprezystosci podiuznej E, wspolczynnika

Poissona » oraz warunkow podparcia. Wartos¢
zatem sity krytycznej okresla funkcja

\r.-_,....,_m.,____.___%‘...
i

oy — — — o ———

-.ll
r

' (118) Pkr':@(E!L;"'sJ),

gdzie przyjelidmy jako wielkoscl wymiarowo nie-
zalezrie E i L oraz wymiarowo zalezne J i » Wy-
razajac wielkoéci » i J przez wymiarowo, niezalez-
ne E 1 L otrzymamy

ﬂA
—
—
—
Sy

(1-18.1} _’,TL‘] ::'y, Tto — "3
Rys. 2 .

Korzystajae z twierdzenia (@) otrzymujemy po uwzglednieniu {(1.18.1)

(1.18.2) Pur = 0y, mp) B LI = (v, ‘7—4) E°LE.
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-zenie krytyczne okreéla wzor

Ze wymiary modelu okresla

Uwzgledniajge warunek takiego samege miana po obu stronach réwna-
nia otrzymujemy
[kG'] = [kG* m" 2 m(],

a stad znajdujemy, ze e==1 oraz l==2. Ostatecznie zatem wartosé sity
krytycznej okresla wezbr

(1.19) Per = ﬁ(y, EJZ) EL?.

Przy pominigeiu wspoiezynnika Poissoma wzor (1.19) sprowadza sie
do podstawowego wzoru Eulera dla preta pryzmatycznego Seiska-
nego osiowo

kB J

[ 7 e

(wL)*’

gdzie p okredla warunki podparcia preta.

Rozumowanie to moZemy powtorzyé dla przykiadu, gdy pret pryzma-
tyczny obcigzony jest na koricach w sposéb ciggly 4 réwnomierny sitami
dziatajgcymi réwnolegle do osi preta (rys. 2b). Wartodé obeigzenia kry-
tycznego zalezy od tych samych parametréw, jakie byly rozwazane po-
przednio: :

(1.20) -a'kr =v(E, L; w,L)—v(v, ) Ee L.

Stad otrzymujemy e=1 oraz
=20,
Ostatecznie zatem obcia-

!

(1L.21) o, =w (a;;)E

1,3.2. Przypadek powloki.
W celu uzyskania prostego
wyniku, ktéry bedzie wylko-
rzystany dalej, przyjmiemy,

Rys. 3

jedna wielko$é L. Parame- ‘ _
trami, od ktérych zalezy wartose obcigzenia krytycznego qi, roztozo-
nego ciagle i réwnomiernie po powierzchni powloki, beds E, L i »:

(1.22.1) G = P(E,L;v) =9 E° L. .
Ostatecznie otrzymujemy prosta zaleznost e —1 oraz [ =0

(1.22.2) Gre=wp(»)E.
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_-__::..z@_chowaniu podobienstwa geomeliryeznego oraz pominigeiu
_.Wp&ijﬁ wspblczynnika Poissona przeniesienie modelowe dla okres-
- lenia obciazenia krytycznego dla powlicki ma posta¢ ;

1

(1.23) Dier == i 7

gdzie jak w p. 1.2 odpowiednie wielkosei okreflajace model oznaczone $3
pojedynczym, a okreslajgee obiekt podwdjnym wskaznikiem. Ze wzoru
(1.23) wynika, ze przy zastosowaniu fego samego materialu oraz zacho-
waniu podobienstwa geometrycznego obcigzenie krytyczne dzialajace na
jednostke powierzchni powloki g, ma stala warto$é bez wzgledu na wiel-
kosé obiektu.

1.4. Ustalenie praw dla modelowania powlok w przypadku badania drgan

1.41. Przypadek preta prostego. Rozwazymy na wstepie przypadek preta
statycznie wyznaczalnego opartego na dwodch podporach i obciazonego
masg M (rys. 4).

Wymiar dtugosci preta oraz poloZenle masy okresla wielkost L, prze-
kr6j (mement bezwiadnoscei) J oraz stale materialowe E i ». Przyjmuje
h my, ze na czestotliwost drgan

V.
s {ragissy 2 wlasnych ukladu n majs wplyw
L ‘@LZ% o parametry E, L, J, » i M, czyli ze
Rys. ¢ : (1.24) n=JH(E,L,J,» M),
Wielkosel te wyrazimy w ukladzie jednostek OG5, czyli
E=|g"'em™tsek—?], L==|cm!], J ={em?],
. l E ! forn'] fornt]
y = [g® cm” sek’|, M =g, n = [sek].

Jako wielkosci wymiarowo niezalezne przyjmiemy E, L 1 M.
Wyznacznik utworzony z wykladnikéw przy miarach tych jednostek
" nie rowna sie zeru;

| 11 —1 —2
. 0 1 0|=2.
’1 0 0

Wezor (1.24) przepiszemy w pos’ﬁa_ci
' n=J7H(E, L, M;», J).
Wyrazajae wielkodei wymiarowo zalezne » i J przez wymiarowo nie-
zalezne otrzymamy '
J

?E]:'V, g];g:f;a—.
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Stosujac twierdzenie (z) otrzymamy

(1.24.2) 7n = JIC (?,, :LJTL) Ee LI M,

Z warunku' zachowania tego samego miana po obu stronach réownania
otrzymamy
[sek—1j= |g° con— ¢ sek—?¢ cm g™,
co prowadzi do ukladu réwnan
=¢ -+ m, Q== —e+tl, —1=—2e,
ktérego. rozwigzaniem jest '
{1.24.3) ' e==1/2, m = —1/2, 1=1/2.

Uwzgledniajace (1.24.3) We Wwzorze (1.24.2) znajdziemy postad réwnania
(1.24): ‘
. J EL
(1251) == 0iC (’V, _Ld') —M
W przypadku gdyby wszystkie wymiary geomeiryczne okreflata wiel-
kogé L, wzor (1.25.1) uproéci sie do postaci
, /EL
{1.26) n == e (y) ST
Poréwnujac znany wzdr okredlajacy czestotliwo$é drgafi wlasnych
preta obeiazonego masg M po srodku (w jednostce czasu)

- 1 /JigE]
{1,27) . nm:zﬂ'i/w

widzimy, ze wzbr (1.25.1) mozna sprowadzi¢ do postaci (1.27) przy po-
minieciu wspdlezynnika Poissona {r=10) oraz przy podniesieniu
wielkosci bezwymiarowej w nawiasie do potegi 1/2.
Otrzymamy wowczas
J\b JEL ‘EJ
{1.25.2) n == e (E) ﬂz'ml/ﬁ'

Wzor (1.25.1) jest uogblnieniem (1.27).

1.4.2. Przypadek powloki. W przypadku powloki, kiéra nie ma zadnego
innego obcigzenia tylko ciezar wiasny, cbliczymy czestotliwosé drgan
wlasnych w zaleznosci od masy przypadajgce] na jednostke objetosci po-
wloki # =|g'em—8]. Wtedy

n=@(E,L,# ).
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mujge jak wysej za wielkosci wymiarowe niezaleine E, L i

1 JE
n=14{y) Vo
Analizujace (1.28) WidZimy, ze czgstotliwodé drgan dwoch réznych mo-
deli powlok wykonanych z tego samego materiatu przy zachowaniy po-
dobiefistwa postaci jest odwrotnie proporcjonalna do wymiar6w liniowych,

2. WYBOCZENIE POWEOK CIENKOSCIENNYCH

2.4, Przyjecie ezynnika wyboczajycego uklad

Wobec trudnogci abliczen projektowanie pokrye cienkoéciennych
w ogromnej wigkszoéci odbywa sie na podstawie teorii blonowej, wyklu-
czajacej powstawanie momentéw zginajacych w powloce, Zalozenie takie
niezwykle upraszczajace rachunelk stawia pod znakiem zapytania otrzy-
mane wyniki, tym bardziej ze obliczone w ten sposéb naprezenia w skle-

a Pet b
VAN VAN,
Rys, 5

pieniach Zelbetowych mieszezy sie brzewaznie w granicach 5 - 10 kG/em?,
skad wynika, ze bezpieczefistwo konstrukeji nie zalezy od warunky Wy~
trzymalosei 1 ze decydujgeym czynnikiem powinien byé warunek sta-

{ecznodci.
=1
a
e
M
b
YV VAL
- Rys. 6
Aby. obliczy¢ obcigzenie krytyezne powloki, trzeba znaé rozklad na--
prezen przed wyboczeniem w stanie membranowym oraz postaé wybo-

. czenia. W celu uproszezenia przyjmuje sie bowiem zwykle, ze przy ob-
cigzeniu zewnetrznym mniejszym od krytyeznego nie powstajg w po-~
wiloce zginania, a dopiero wskutek przekroczenia przez obcigzenie war-
tosel krytycznej poszezegélne punkty powloki doznajg przesunieé.
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Poniewaz teoretycznie w elemencie fciskanym osiowo nie ma przy-
czyn do jego wygiecia, uwzglednic trzeba dzialanie pewmego czynnika
zakrzywiajacego.

£

a b -

Hir
» Pay
¢ (T
- Hir
Rys, 7
Przy dalszych rozwazaniach a P .
jako chwilowg przyczyne za- y j //
k?zyw.vviajqca, .Ovbie_rzemy dziala- //- . 7’
nie sity skupionej. / ;/7
‘ Rozwazmy swobodnie pod- ekl =4
party pret prosty obcigzony pro- i '

Charaktér odksztalcenia preta

jest zblizony do postaci utraty .

statecznodel (rys. 5b). _
Wygiecie preta  prostego

opartego na kilku podporach / / / / / / / /

pod dzialaniem sily w lewym

A
przeéle podaje rys. 6a. Charak- j / f,
ter odksztalcenia jest. zndw po- W p
X

Gy
stopadla sita skupiong (rys. 5a). ) Yyl / / / ’J/ / ,

gx

dobny do postaci utraty statecz-
nosei (rys. 6b).

W ‘tukach plaskich odréz-
nimy dwie rozne postacie od-
ksztaleenia: symetryczng i an- |
tysymetryczng wzgledem zwrol-
nika. Otrzymamy je obcigzajac _ Rys. 8
tuk silg skupiong w zwrotniku g
oraz na czesci boczne] luku (np. w 1/4 rozpietosci tuku), Charakter od—
ksztalcenia oraz odpowiednie postacie wyboczenia podane sa na rys. 7.
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beiazmy ‘plyte prostokatng (o niezbyt wielkiej réznicy diugosei po-

mi & i b) prostepadis do jej powierzchni sitg skupiong (rys. 8a).
harakter odksztalcenia odpowiada postaci wyboezenia plyty obcigzonej
itami hormalnymi zaczepionymi na obwodzie (rys. 8b i 8c). Odpowiednie
SR postacie odksztatcenia dla
plyty okraglej podano na
rys. 9. Posta¢ wyboczenia
dla plyty ciaglej utwier-
dzoﬁej na obwodzie przed-
stawia rys. 10,

Na podstawie powyz-
: szej analizy ukladéw pro-
) stych (belek, hikéw i piyt),

ktérych postaé wyboczenia

Qur jest dobrze znana, oraz

wynikéw badadi modelo-

—_— wych nad powilokami przy-

jat autor zalozenie, ze po-

sta¢ wyboczenia ukladu ma

charakter podobny do od-

ksztalcenia tego ukladu

Rys. 9 pod dzialaniem sity sku-

pionej. Miejste zaczepienia

sity skupionej jest zasadniczo dowolne, W przypadkach watpliwych na-

lezy rozwazyé odksztalcenia ulkladu pod dziataniem sily zaczepionej w cha-
rakterystycznych punktach (rys. Ta i Tc). :

Odksztalcen sklepieny
eylindrycznych i koput /
obrotowych oraz ich PO~
staci wyboczenia nie be-
dziemy rozwazali w tej
pracy. Zagadnienia te by~
Iy tematem oddzielnych -
prac autora (por. [17]), ' Rys. 10

2.2 Analiza znanych rozwiazan okreslajacych wartosé obeiazenia krytyeznego
) w kopulach ‘
Wyboczenie koputy kuliste] wystepuje zgodnie z nagzym zalozeniem
w postaci niecki ograniczone] promieniem 7y {rys. 11). Wielko$é promie-
nia 7, znaleziona na podstawie obliczenia ugieé kopuly obciazonej silg
skupiong wynosi, 171, '

4
. - ? hz R2 :
@n - . e Te=0 I/IZH:?E
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Zagadnienie sprowadzimy w celu uproszczenia do rozwazenia piyty
okraglej utwierdzonej na obwodzie, poddanej obcigzeniu § skiercwanemu
radialnie do srodka plyty {rys. 12). Obcigzenie Sy, obliczymy ze wzoru

14,68 D

W,
i S 4

4

Rys. 12

Znajgc warto$é sit wewnetrznych wyznaczymy wielkosé obeigzenia kry-
tycznego w kopule:
(2.2) - g, = Skr __1468D h* O,SSL

# 05R " O05R1 R? 1/3(1 %)

Przy pominigeiu wspélezynnika Poissoma wzér uprodei sie
oo . )

(2;3) ‘ gy, = 0,339 'Eﬁ_z )
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Poréwnujac go ze znanym wzorem Zoelly ego, [4],

h? 2 h®
(2.4) qk,——E ?]/mwl,l55ﬂ'ﬁ§

widzimy, Ze réinice wartoéci obliczona na podstawie obu wzorow okresla
stosunek 2 : 0,587 = 3,4. Rezultat ten zgadza sig z wynikami do$wiadczen
radzieckich, ktore siwierdzaja, ze rzeczywiste obserwowane obciazenie
krytyczne jest 2 do 4 razy mniejsze od obliczonego wedlug Zoelly ego.

Th Kadrman i Hsue-Shen-Tsien, [10], pierwsi podali war-
tosé obciazenia krytycznego dla koputy wychodzac z miejscowe]j utraty
statecznodci 1 otrzymall wspolczynnik niemianowany wWe wzorze (2.4)
rowny 0,3686. ‘ '

Wspblczynnik uzyskany we W2ZOrze (2.3) zgadza sig z obliezeniami
H.M. Musztariego i R. G. S urkina, [13], ktorzy okreslaja go na
0,33. Wychodzac z niecki zaglebienia (a wige postepujae podobnie jak
autor) W. M. Ficodosiew obliczyt wielkosé chcigzenia krytyczne-
go, [9], 1 okreslit warto§é wspoiczynnika na 0,26 (roznica wynikla wsku-
tek zastosowania innej metody obliczen; warto$¢ promienia T, zostala
obliczona metods réznic skonczonych). W tej samej pracy Fieo dosiew
podaje, ze W warunkach laboratoryjnych osiaga sig wartodcl obcigzenia
krytycznego okreslonego wspoiczynnikiem 0,32 (a wiegc bliskim naszego
wyniku). W ;pro-dukcj'i natomiast w warunkach eksploatacji otrzymuje-
my tylko 0,20. .

Nalezy pamietaé, ze obliczona (na podstawie rozwazah teoretycznych)
wielkodé obcigzenia krytycznego powoduje wyboczenie koputy, dlatego
przy psrojektow.aniu trzeba uwszgledni¢ odpowiedni zapas bezpieczehstwa.

Dla zelbetowych kopul cienkobciennych E. Torroja okrefla war-
oS wspodlczynnika we wzorze tylko na 0,069, a P. Csonka na 0,05, [8].
Dwie ostatnio wymienione prace wskazuja, ze w stosunku do zelbetowych
przykryé cienkodciennych nalezy zachowaé bardzo duza ostroznoéé i sto-
sowaé wysokie wspoiczynniki bezpieczenstwa. Autor nie ma jednak ob-
serwacji wiasnych dla wypowiedzenia sie, czy rzeczywiécie zelbetowa
péwloka wyboezy¢ si¢ moze Przy tylokrotnie nizszym obcigzeniu niz uzy-
skanym w laboratorium (wprawdzie przy uzyciu materialéw elastycznych).

2.3. Zastosowanie badaih modelowych do okreslenia wyboczenia dowolnej powloki

Potwierdzenie sie naszego zaloZzenia, ze postaé wyboczenia ukltadu wy-
stepuje zgodnie z charakterem odksztalcen tego uktadu pod dziataniem
sily skupionej, upowaznia do przypﬁazczeﬁ, ze jest ono stuszne nie tylko
dla rozwazanych dotychczas powlok cylindrycznych i koput kulistych,
ale i dla sklepieni konoidalnych, siodtowych, koput eliptycznych itp. Sa-
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dzimy, ze na tym zalozeniu bedzie mozna oprze¢ badania postaci wybo-
czenia, a po jej okreSleniu przeji¢ do obliczenia obcigzenia krytycznego
wychodzge z naprezen obliczonych wedlug stanu blonowego.

W przypadku rozwazania powloki, kidrej ugigcia nie potrafimy obli~
czy€ na drodze feoretycznej, postuzyé sie mozemy badaniami modelowy-
mi oraz okregli¢ dos$wiadczalnie charakter odksztalcenia. Po' ustaleniu
niecki wglebienia pod dzialaniem sity skupionej, zaczepionej kolejno
w charakterystycznych punktach, nalezy nastepnie przejdc do obliczenia
sil wewnetrznych wedtug stanu blonowego. Rozklad sit wewnetrznych
pozwoli ustali¢, w jakim miejscu nalezy spodziewaé sie najpredzej utraty
statecznosci powloki i dla niege nalezy rozwazyé warunek statecznofei.

W przypadku powlok, dla ktorych obliczenie sit wewnetrznych nawet
w stanie blonowym napotyka na trudnodci, znalezé mozemy wartosé ob-
cigzenia krytycznego wylacznie na podstawie badad modelowych.

Oprzemy sig tutaj na prawach wyprowadzonych w rozdziale pierw-
szym dla modeli. Dla uzyskania mozliwie prostych zaleznodei jako za-
sade przyjimiemy, Ze model bedzie wykonany z zachowaniem podobien-
stwa geometrycznego oraz warunkéw brzegowych {tzn. w rozumieniu
analizy wymiarowej wymiary usiroju okre$la¢ bedzie tylko jedna wiel-
kos¢ L), a cechy materialowe okresla¢é bedzie tylko jedna wielkosé E
{przy pominieciu wspotezynnika Poissona »).

2.3.1. Odpowiednioié modelowa dotyczaca ugieé. Za pomocg analizy wymia-
rowej znalezliSmy w p. 1.2 zwigzek (1.16) dotyczacy ugieé F.

We wzorze tym pojedynczym indeksem oznaczono odpowiednie wiel-
kosci okreflajgee ukiad pierwszy (np. model), a dwoma mde[k.saam1 uktad
drugi (np. obiekt rzeczywisty). .

Ograniczajge sie do obeigzefi, ktére powodujg odksztalcenia wylgeznie
sprezyste, oraz zakladajac liniows sprezystosé materialu, przyjaé mozna,
ze ugiecie F zalezy w spos6b liniowy od wielkoéel dzialajacego obcigze-
nia @, czyli ze wykladnik potegi w nawiasie przy @ musi byé réwny 1.
Zaleznosé ta pozwoli na uproszczenie wzoru (1.15.2):

25) F=e (Eciﬁ) L=e (EQL)

Zatem stosunek ugie¢ ukiadu ;pierWsz-ego do drugiego (wykonanych we-
dlug zasad wyzej okreslonych) okresli na podstawie (2.5) zaleznosé
r_Q E'L"

FH - Q” El LJ .

(2.6)

W celu sprawdzenia zaleznosei {2.6) wykonano {rzy modele powloki cy-
lindrycznej {oznhaczenia podano na rys. 13).
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Fablica 1

Ukiad Materiat E&G/em?  afem) blem) h(em) Rem) Q(EG)

1 celuloid 27 000 14 28 0,08 16 1
II celuloid 27 000 28 56 0,156 20 1
Iix plexiglas 41000 14 28 0,08 10 1

Na podstawie wzoru 1(2.6) znajdziemy stosunki ugieé

oraz

F Q" EL”
F;‘,’;':QT W: 1,62.

Pomiary odksztalcen wykonano
metodsg optyczna, [25], oraz precy-
zyinym czujnikiem zegarowym TESA
(podziatka 0,002 mm). Doswiadczal-
nie stwierdzono, ze charakter od-
ksztalcenia we wszystkich trzech mo-
delach byt taki sam (uformowalo sie
5 poifal wedlug rys. 13b). Srednie
stosurki ugisé 6-dp‘0wiednich modeli
wynosity F/F” =22 oraz F/F" ==
—=1,4, co jest potwierdzeniem war-
tosci otrzymanych teoretyeznie w gra-
nicach 10%.

2.3.2. Odpowiednio$é modelowa dotyczaca wyboczenia. Przyjmujac e model
okreslaja wielkosci E, L i » otrzymalismy w.czedci pierwszej zaleznodé
(1.22.2) na wartos¢ obcigzenia krytycznego dma?ta]acego na jednostkg po-
wierzchni q, = p(»)E. Przy pominieciu wspélczynnika Poissona »
otrzymujemy bardzo proste przeniesienie modelowe

- q.;cr E
2.7 = e

Rys. 13

W celu sprawdzenia zaleznosci (2.7) wykonano trzy modele. powloki
cylindrycznej (rys. 14) w kszialcie walca zamknietego. Obcigzenie sta-
nowita réinica ciénien powietrza.

Walec wybacza sie, przy czym tworzy sie czternadcie potial. Zmierzo-
ne ci$nienie krytyczne (w cm stupa rteci) podane zostalo w ostatniej ru-
bryce tabhcy 2,
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Tablica 2

Ukohid Material E (kG/cm?) a (cm) hicm) R{cm) IHo&é fal  qp,
1 celuloid 29000 20 0,15 15 7 17 em*
11 celuleid 27 600 13,3 0,10 10 7 20 em
I plexiglas 41 000 13,3 0,10 10 Ki 28 cm

* cm slupa rtgei

Podstawiajge otrzymane dane do {2.7) otrzymujemy stosunki obcigzen

gi—,:Oy85J ir’i";zolﬁl-
Grr qrr

Doswiadczalnie otrzymane réznice mieszcza sie wiee w granicach 15%.
Znajac postaé wyboczenia powloki cylindrycznej obliczmy w przy-

blizenin wartosé obeigzenia krytycznego, zastepujac powloke schematem

plyty o podobnych warunkach brzego- g

wych. Wymiary plyty okredlajg h i a oraz

dlugoéé pottali L. Cylinder na rys. l4o ©

ograniczajg sztywne tarcze, ktore przeciw- ! |

stawiajg sie odksztalceniom powloki nie

przendszac natomiast sit osiowych dziala-

jacych wzdluz tworzace] powloki. Za- J

stepezym schematem bedzie zatem plyta

prostokgtna o wymiarach ¢XIL i grubo-

§ci h utwierdzona wzdiuz krawedzi L oraz

‘podparta przegubowo i obcigzona sitami b Qs

osiowymi S, na krawedzi a (rys. 15). '
Przyklad 1. Obliczyé wartos$é obcig-

zenia krytycznego ‘qi. dla powloki cylin-

drycznej wedlug zastepczego schematu

plyty prostokatnej podanej na rys. 15.

Przyjeto dane wedlug ukladu pierw- R LR
szego, podanego w tablicy 2: Rys. 14
2aR

2-77:6,72&11, h=0,15cm, E==27000kG/cm®

S:k»orzystafny ze wzoru podanego dla pltyty opartej na wszystkich. krawg-
dziach przegubowo (por. [18]):
nz D L2 2
Przyjmujae »=0,2 otrzymujemy, Ze sztywnoét piyty D = 7,93 kGem.
Ze wzoru (2.8) otrzymamy, Ze
s ~3,14%-7,93
T e120

a=20cm, L=~

9212
(I—I—E-’T% ) == 2,14 kG/cm..




: .";Z;Féft'oéé obcigzenia krytyeznego qg, dziatajacego normalnie na powierzch-
o riié:'powloki (rys. 14b) znajdziemy w przyblizeniu, tak jak dla pierScienia
: k-oliSfego o szerokoscl ¢ = 1 cm: ’
S 214 P
Qpr == R == 15 = 0,143 kG, cme,
Poréwnujac powyzsze z wynikiem doéwiadczenia (17 em stupa rteci
odpowiada 0,258 at) widzimy, ze rzeczywista wartode obciaZenia krytycz-
nego jest wprawdzie o 80% wicksza,

s “, -

—-{:— % T A Jest jednak wynikiem przyjecia do
] . _ obliczeh schematu plyty opartej prze-
- - gubowo, a nie sztywno utwierdzonej
] ' : _ na dwéch krétszych krawedziach, co
S o DI bardziej odpowiada wykonanemu

—] a— modelowl powlokd,
7 DI Po sprawdzeniu doswiadezalnym
—] e— )L_ ) przeniesienia modelowego ugieé (2.6)
& ~ 7 oraz obeigzenia  krytycznego (2.7
Sk | B dla przypadku powlok cylindrycz-
O e _ * nych bedziemy mogli przejsé do roz-
B patrzenia powlok bardziej skompli-

Rys. 15 kowanych.

2.3.3, Odpowiednioéé modeclowa wyboczenia (wartosei obcigZenia krytycznego).
Skorzystamy fu ze wzoru autora (2.3) okreglajacego wartose ohcigzenia
krytycznego dla koput Ekulistych )

: h?
Q= O,BSQEI? o

Oznaczajac odpowiednio uklad pierwszy jednym indeksem, a uklad dru-
gl dwoma otrzymamy stosunki obcigzen

gy _ B (WP (RS
2.9 PO =T ey v e
(29 G F WP R
gdzie h oznacza grubosé powtloki, a R promien krzywizny.

Przy zachowaniu podobiefistwa geometrycznego obu obiektéw otrzy-
mamy w przypadku koput kulistyeh warunek

(2.9.1) R =R"/R’.

Uwzglédni‘ajdac (2.5.1) we wrzorze (2.9) ofrzymujemy niezwykle prosty
zaleznosé '

(2.10) helgh = E"[E.

Wynik ten jest zgodny z zaleznoicig ofrzymang za pomoca analizy wy-
miarowej (1.23), :




3. DRGANIA POWLOK CIENKOSCIENNYCH

Jak juz nadmieniliSmy, zagadnienie drgan ukiadow przestrzennych:

ram, plyt, rusztow i powlok nabiera w budownictwie, zwlaszcza przemy-
slowym, szczegblnego znaczenia, Mozliwodé okredlenia maksymalnych,
wychylen i czestotliwosei rezonansowych uktadu pozwala lepiej zapro-
jektowat konstrukcje w celu zabezpieczenia jej od bezposrednich czy
tez poérednich wplywéw uderzen dynamicznych (np. za poSrednictwem
fundamentéw). Czynnikiem wzbudzajacym drgania bedzie najczesciej nie-
zrownowazona praca maszyn oraz wplyw wstrzaséw wywolanych przez
pojazdy mechaniczne.

Pierwsze prace autora dotyczace drgaf rozpoczete byly w roku 1952
w Zakladzie Elektroakustyki Politechniki Warszawskiej, [19], a nastep-
nie prowadzone w Zakladzie Badania Drgafd Instytutu Podstawowych
Problemdw Techniki Polskiej Akademii Nauk
w Warszawie oraz w Laboratorium Modelowym ’ b
Pracowni Teorii Konstrukeji Zakladu Mechani- ¢ 4 - .
ki Osredkéw Ciaglych Polskiej Akademii Nauk (") ‘J‘JJ@ ]
w Krakowie, [20]. _ \\ /

Celem naszym bedzie okreslenie postaci oraz Ul
czgstotliwosel drgan wlasnych powlok w opar- oy
ciu ¢ wyniki badan modeli. il

Drgania ukladu sg $cisle zwigzane z jego iy
postacig wyboczenia, Wydaje sie, e Sommer-
feld byl pierwszym uczonym, ktéry w roku
1905 powigzal praktycznie wyboczenie ukladu
z drganiami i obliczal wielkos$t obcigzenia kry- Rys. 16
tycznego preta (rys. 16) wychqdzqc z czestotli- .
wodcl jego drgan wlasnych. W miare wzrostu obeiazenia (sily P) czesto-
tliwosé drgan maleje i dazy do zera, gdy sila zbliza sie do obcigzenia kry-
tycznego, [22]. W dalszym ciggu ueczynimy pewne zaloZenie wigzace ze
sobg postacie drgan ukladu z jego postacia wyboczenia i opleraé sie be-
dziemy na materiale przedstawionym w p. T i 2.

T oz

3.4, Okreslenic podstawowe] postaci drgan uklada

Na podstawie rozwazan teoretycznych nad ukladami belkowymi, ra-
mowymi i ptytami oraz pomiaréw drgaf na modelach powlok autor sfor-
mutowal zalozenie wiazgee wyboczenie ukladu z jego postacig drgan. We-
dlug tego zalozenia pierwsza najniZsza (podstawowa) postaé drgasi uktadu
jest zgodna z postaciq wyboczenia tego ukladu. Jezeli uzupelnimy drugie
zatozenie pierwszym (podanym w p. 2.1), to dojdziemy do wniosku, ze jezeli
potrafimy okresli¢ odksztalcenie ukladu pod dzialaniem sily skupionej,
to znana hedzie zarazem podstawowa postaé drgan tego ukladu.
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70 Nie bedziemy tutaj powtarzali rozwazan przytoczonych w p. 2.1 przy
- omawianiu zagadnienia wyboczenia, podkreslimy tylko, ze rys. 5 i 6 cha-
rakteryzuja zarazem postat drgan podstawowych belek, rys. 7 hukéw oraz
rys. 8 1 9 postaé ptyt. Obecnie przejdziemy do rozwazenia drgan powlok.

3.2. Drgania powlok eylindrycznych

Drgania krétkich sklepien cylindrycznych wystepuja w postaci fal
roziozonych wzdhuz krzywizny powloki (rys. 17). Linie wezlowe formuja
sie wadluz {worzgcych powloki
w odstepie L. Pomiary drgah na
modelach wykazaly, ze nie w kaz-
dym modelu sklepienia cylin-
drycznego obserwujemy podziat na
réwne pola ograniczone liniami
wezlowymi (linie zerowych ugieé
powloki). Zalezy to od tego, czy
diugoséé poétfali L, ktéra jest cha-
rakterystyczna dla danej powloki,
utozy sie calkowity 1ilo§¢ razy
wezdluz krzywizny sklepienia.

3.2.1, Podstawowe drgania powlo-
ki cylindryeznej. Ograniczymy sie
do rozwazenia {ylko drgan podsia-
wowych (najistotniejszych przewaznie ze wzgledéw technicznych), Wyz-
sze harmoniczne drgan powloki cylindrycznej oméwione zostang w p. 3.2.2.

W przypadku sklepien cylindrycznych mozemy znalezé rachunkowo
odksztalcenie powloki pod dzialaniem sity skupionej i w ten sposdb okreé-
lic posta¢ odksztalcenia przy drganiach. Jezeli
znana jest posta¢ drgan, to dla danej postaci
odkszialcenia obliczyé moina czestotliwosé
drgan wiasnych powloki. W ten sposéb drgania
calej powloki cylindrycznej sprowadzié mozna
(dla uproszczenia) do drgah jej elementu o wy-
miarach L X ¢ (rys. 18).

“3.2.2. Okreslenie wyiZszych harmonieznych drgain
powlok cylindryeznych. Stwierdzilismy juz, ze
podstawowe drgania krétkiej powloki ecylin- 27 ZAR
drycznej majg postaé n pétfal w kierunku krzy- kb L ne
wizny powloki (rys. 19a). Diugoéé péial L jest Rys. 18
charakterystyczna dla danej powloki. W dal-
szym ciggu okreslié nalezy nastepne (wyzsze) postacie drgafn oraz zwia-
zane 7 nimi czestotliwoéei rezonansowe. Prace dodwiadezalne prowadzone

Rys. 17

z BTy

a
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nad modelami powlok wykazaly, ze nalezy sie spodziewaé Wyzszych po-
staci drgan przez formowanie sig pewnej (wigkszej od podstawowej n)
- iloéci pdMal w kierunku krzywizny powloki (rys. 19b i 19¢), czyli np.
przy nt1, n+2,.. poHal.

Oprocz formowama sie krotszych polfal nastgpié moZze podziat wediuz
dtugoéel powtoki (na rys. 19d linie wezlowe oznaczono kreskami przery-
wanymi). _

Powloke dzielié mosna réwniez na pola o charakterze szachownicy
‘w obu kierunkach (w kierunku dlugosci i szerokosci sklepienia, rys. 19e).
Kazdej postaci drgan odpowiadaé bedzie okreslona czestotliwosé. W przy-
blizeniu czestotliwode drgan obliczymy przyjmujge do rozwazan ele-
ment powloki ograni-czo-ny liniami we-

s
zowymi, q /w

Wprawienie powlokl w drgania od-
powiadajace wyizsze] postaci odksztal- “‘%
(s
b

cenia olrzymuje sie w prakiyce coraz

trudniej. Drgania posiadajg poza tym

coraz mniejszg amplifude oraz wyma- /—\
gaja coraz lepszego dostrojenia czyn-
mnika pobudzajacego de drgan o czesto-
tliwosel rezonansowej powloki,

Na podstawie pomiaréw dokonanych
na kilkunastu modelach kroétkich skle-
pien cylindrycznych stwierdzié¢ mozna,
©0 hastepuje:

(1) Podstawowa posta¢ drgan po-
wioki zgodna jest z p1erwszym i dru-
gim zatozeniem autora charakteryzuje
ja n potfal o diugosei L (lub nieco mniej-
szef) w kierunku krzywizmy powloki
oraz jedna pdifala w kierunku diugodel
sklepienia.

(2) W dalszym przebiegu doswiad-
czenia nastepowal podzial w kierunku
krzywizny powloki na pola o mniejszej
szerokodei niz L, wystepowala przy
tym skonczona ileé¢ péifal (np, n + 1,
n + 2,..).

{3) Zaobserwowano formowanie sie linii wezlowej w polowie lub
1/3 dlugosei sklepienia z tym jednak, ze ilo&¢ polfal uformowanych
w kierunku krzywizny powloki byla we wszystkich zaobserwowanych
przypadkach wigksza miz przy drganiach podstawowych.
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Sklepienia diugie charakteryzuje podstawowa postaé¢ drgan przy ufor-
mowaniu sig jednej péifali w obu kierunkach (rys. 20a). Wyzsze postacie
dngan wyst@pujq przez podzial dlugoécl e oraz szerokodci b sklepienia na
pewny ilos¢ odeinkéw (rys. 20b - 20e).

Z obsérwacji wynika, e przy wielkosci przewyzszajace] kilkakrot-
nie. szerokos$¢ sklepienia b nastepuje latwiej podzial diugosci sklepienia
na odeinki a. Podzial w kierunku szerokosci sklepienia nastepowal w prak-
tyce latwiej, gdy w efekcie uzyskiwalo sie pola prostokatne o niezbyt
wielkiej roznicy diugosci (rys. 20e) niz przy bardzo wydluzonych prosto~
ka;tach (rys. 20d).

Y T e

“l\\‘n\h'
ll /

Wyszezegolnione wyzej wiasnosei drgan sklepien cylindrycznych sg
uzyskane na podstawie badan na modelach powlok. Z punktu widzenia
teorii w sklepieniach dlugich mogg wystapi¢ zasadniczo Wszystkle po-
stacie drgan powloki charakieryzujace sie dowolnym podziatem pola na
m i n polfal w obu kierunkach,

Rys. 20

3.3, Ok}esleme postaci oraz czt;‘itOﬂlWObCl drgan wlasnyeh powiokl 7a pumocq :
metody .sit!

Zajmiemy sie teraz obliczeniem czestotliwodei rezonansowych drgan
wilasnych powtoki oraz kolejno odpowiadajgcych im postaciom drgan.
Zasadniczym dazeniem naszym bedzie wykazanie drogg teoretyczng, ze
w krotkich powtokach podstawowa (najnizsza) postaé drgan moze byé
zwigzana z wyisza postacig odksztalcenia {(najprostsze mozliwe postacie
drgat uktadu w ogdle moga nie wystepowaé).

Nastepnie odpowiemy na pytanie, czy otrzymany rezuliat bedzie sie
pokrywal z drugim zalozeniem autora dotyczacym postaci podstawowej
drgan ukladu. W przypadku zgodnosci zalozenie to przyjete na podstawie
badaf doswiadczalnych nad modelami powlok uzyskaloby teoretyczne
uzasadmenle

.1 Zastosowanie metody. sit. da obhczenla drgan ukladoéw pretowych podal autor
W pracy [21], .
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Do obliczen zastosujemy metodg sit. PoniewaZz sprowadzi¢ musimy
drgania powloki obciazone] w sposéb ciagly do drgan powloki obceigzo-
nej kilkoma masami skupionymi, dlatego rezultat otrzymany bedzie tyl-
ko przyblizony. Stopien dokiadmoSci zaleze¢ bedzie od iloSci przyjetych
do, obliczen mas zastepezych.

3.31. Opis metody. Obliczenie czestotliwosei dngan wilasnych \sprowa-
. dzi¢ mozna przez wprowadzenie obcigzefi silami bezwladnodci do za- .
ga-dnieﬁ statyki. W metodzie {ej przemieszezenia mas wyrazamy za po-
" moca sil. Sposéb obliczen objasnimy na przyktadzie drgan poprzecznych
preta prostego obcigzonego szeregiem mas skupionych {rys. 21). Rozpatrz-
my uklad zloZzony z szeregu mas oznaczonych kolejno My, My, ..., My, ., My
Przemieszczenie masy pierwszej zalezy w ogbélnym przypadku od
wszystkich sit deialajacych na uktad. Zgodnie z oznaczeniami podanymi
na rys. 21e - 21d otrzymamy

e =11 0y +7a bt o Frediet i by,

gdzie r; oznacza sile bezwladno$ci masy i, s przemieszezenie punktu i,
di przemieszezenie punktu i pod dziataniem jednostkowej sily zacze-
pione] w punkcie k. Np.
8y przedstawia przesunie-

a - { N
cie punktu zaczepienia ma- H@%@‘ { %mz

sy drugiej od jednostko- =
wej sily przylozonej w

punkcie 1 (rys. 21b). Przy- b = S & e

jelismy zatem oznaczenia R S — T
indeksami w ten sposob, ze ¢ c“; - N .

plerwszy znaczek okrefla, | <] < =

ktérego punktu dane prze- .. ot _ ] t_______k//
sunigcie dotyczy, drugi d. 3 5 =1 =

znaczek wskazuje na poto- —— E

zenie sily jednostkowei, ' = e
ktéra dane przesuniecie Rys. 21

wywolata.
Wyrazajac odpowiednio przesuniecia pozosta&ych punkiow otrzyma-
‘my uklad réwnaf

h="101F7e digt+ o Frebint ... 101,
(3.1) "72—7’1 531‘!”“2 522"‘ ‘H”k 52k+ ‘F’h 52:;

=71 azl“f’ T 512+ e 5:.&‘;‘ +—‘T: 511
*Na zasadzie twierdzenia Betti'e go o wzajemnodci przesunieé ma-
my {co latwo sprawdzi¢)
(3.2) - B = O

o1




Wyrazamy sily bezwladnofci mas iloczynem masy i przy$pieszenia:

o ' ' d?ay;
: (3.3) ty=—=—m; dt;’
znak minus Wskazu]e ze sita bezwladnosci jest skierowana przeclwme do
kierunku przy$pieszenia.
Wyrazajge nastepnie przesunigeia mas przez maksymalne wychylenia
znajdziemy
(3.4) ' 1i = Cisin(nt-ts),

gdzie C; jest amplituda drgaf masy 'i, n czestotliwoscia kotows drgan
ukladu, t czasem, ¢ fazg drgan w danym momencie (dla t == 0),
Podstawiajac (3.3) i (3.4) do (3.1), otrzymamy po skréceniu przez
sin (nt- &) ukiad réwnan linfowych jednorodnych
(1—m, n*8,,) C; —myn? §,, C, — m, 11"‘613C3+..._-m,-n26u(3‘520 ,
—my 1?8y, C, F+{1—my 1 dy,) C — my n? 855 Cyt ... —myn? Bszi?:O,

.....

(3.5) i

| — 12611 O —mam® 819 Cy—myn? 815 Cyt.. (1 — i 12 825) € =0,

Przyrownujae wyznacznik charakterysiyczny ukladu do zera

(l_mlngall) _——mgnzalg -——'msﬂzals ...yminaali
—my n?d,, (1—myn®d,) —myn®éy, oo — My 1E Bpg

(3.6) =90
—m, 18 — 1y, B2 din —m,n iy LAl —myn?dy) |

ofrzymujemy réwnanie i-tego stopnia wzgledem n?. Pilerwiastki réwnania
dajg koleine wartoei ny, 1, g, ..., B: czestotliwodet drgan wlasnych uktadu.

Charakter drgan uktadu przy poszezegblnych czestotliwogciach znaj-
dziemy podstawiajac obliczong juz czestotliwose drgan n, do uktadu réow-
nan (3.5). Przyjmujge za znane wychylenie jednej = mas np. C, obliczy-
my stosunki amplitud pozostalych mas. Podstawowymi drganiami ukia-
du bgdzie ta postaé, przy ktérej czestotliwo§é rezonansowa osigga naj-
"mniejszg wartosé. .

Zanim przejdziemy do rozwazania powlok, rozpatrzmy jako przykiad
wstepny drgania plyty prostokatnej.

3.3.2. Drgania plyty prostokatnej. Przyklad 2. Obliczy¢ czestotliwodci
rezonansowe drgan wilasnych plyty kwadratowej opartej swobodnie ma
obwodzle pod obcigzeniem réwnomiernie roztozenym ma catej powierzc'h~
ni. Do obliczen zastosowano sposdb réznic skonczonych przy podziale na
kwadraty o 'bokach dx=Ay=a/3 (rys. 22). :
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 Podstawiajac do réznicowego rownania powierzchni odksztalconej ply-
4y kolejno dla punktow 1,-2, 3 i 4 otrzymano uklad czlerech réwnan

n TpT e e e e e oy

q a f : :
gwl—_'ﬂ"wz‘—ﬁlwa‘l‘wn::ﬁ“ 162° E i
t 3 4 !
i . ( I
4w, 1 9wy + w0, — A 1w, = L ot o1 7 ;
AWy S Wy T Wy — L=y g9’ .
: 62 - i i
"_(3.6.1) ‘ ‘ D 1. ‘_ ! T/ 2 i
. qs @a' : “ :
—4w,—!—w2—|—9w3—4w4:—D—1—6—2, 1 . ,%gJ’
) . | LR
’ at oL : &
Wy — 4w, — 4w, + 9w, =1 167 " e 2

Uktad réwnan rozwigzano lpi‘zyjrnujac, Ze na pole zawierajgce punkt 1
dziala obcigzenie g, = 1 rozloZone réwnomiernie na jednostke powierzch-~
ni pnycly. Otrzymaliémy ugiecia

4 4
= 0,001243 qb . wy=w, = 0,000686 qg‘ . w,=0,000472 qg’i
Oznaczajgc przez i przemieszezenie punktu i pod dzialaniem jed-
nostkowego obcigzenia rozloZzonego w sposob ciagly 1 réwnomierny na
pole zawierajace punkt k otrzymamy na podstawie znanego juz rozwia-
zania uwzgledniajge symetrie ukladu:

(3.6.2)

. al . a? at al
anmo,oo12435,u_@Eiw——;_o,ooqﬁsaﬁ, 631=0,000686B, 6,;==0,0004725,
4
P oooosseD, 8y = 0,001243% o 855 = 0,000472 L = 642=0,000686%,
a4 (14
8,, = 0,000686 % D 0w =00004T2 5, 3, =0, 001243D, 843 =10,0006865,
4 4
5., —0,000472% | 8., —0,000686%, 8, —0,000686% = S 5, —0001243% .
D D D
Oznaczimy .
4
(3.7 k:mgw, x—kmn?,

gdzie m przedstawia masg odno:sza,céc sie do jednostki powierzchni &rodko-
wej plyty. :
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" Podstawiajac (3.7) i uwzgledniajac obliczone przemieszezenia punk-
tébw od obcidZenia jednostkowego {3.6.2) do zwigzkéw (3.5) otrzymamy
uklad czterech réownan jednorodnych

(1,243 x — 1) €, 40,686 % C,+0,686 x C, 40,472 % C, — 0,
0,686 % C,-+(1,243 % — 1) C,-+ 0,472 % Cy-1 0,686 » C, =0,
0,686 % C,-+0,472 % C, (1,243 x—1) C,+0,686 % C, =0,

(3.6.3) '
0,472 % C,+ 0,686 » C,+0,686 xC, + (1,243 x— 1) C, =0,

gdzie C; przedstawia amplitude drgah masy i. Warto$¢ parametru » spel-
niajgcego uklad rownan (3.6.3) obliczymy przyréwnujac wyznacznik cha-
rakterystyczny uktadu do zera.

Rozwijajac wyznacznik dla ukladu czterech réwnan (3.6) przy uwzgled-
nieniu réwnosci mas: m, = m; = my = m, = m otfrzymamy roéwnanie

ME(8, Oyg Ogy 0,y — 075 O3g Ogy — 033055 8,y — éi Bgo Oy — 0258, Opy —
~or 8y 8y Oy = 034 Oy Oyt 0T, §§4+ 33034+ 074 8at 26,858, 05,+
28,0150y, 0yy+ 28550504485y 1 2 04401, 515 Oy 2015013809y —
20,504y Opy 0y—2 0138,y 0y 85y 8 —mP (814 09 051843 65y Iy H 011 g By +
+622 8384 6% 533';6§2 84y 030y — 01384y — 67,0y — 5?4 Oy — ‘333 dy—
— 05 84y 03y 0,034 85— 05, Oy — 05, 0y - 204584305y T 20, 844 0y +
+26,56,, 05+ 28,, 6y, 8y 08 m{(d,, ‘522_,; 814 Oga 0,404, T 8,005+ 622344-#
- + 0558, 60— 633—6%—633—6;’4—634)n4~m(511 + 6yt Baq 10,2+ 1==0,

(3.8)

Podstawiajac do (3.8) obliczone wartodci 6z wedtug {3.6.2) oraz uwzgled-
niajac oznaczenia «(3.7) otrzymamy réwnanie czwartego stopnia wzgle-
dem s ,

(3.8.1) 0,640 5 — 3,672 %" +6,962 x* — 4,972 x+1 =0,

Wrykres funkcji y$ f(x} podany jest na rys. 23. W przyblizeniy rozwig-
zande réwnanda (3.8.1) znajdziemy biorge z wykresu wartodei », przy kto-
rych krzywa y=— f(x) przecina o§ » W danym przypadku oirzymamy
np. x, = 0,328, x», — 2,628. Natomiast dwa érodkowe pierwiastki », oraz s,
trudno jest z wykresu dokladnie wyznaczy¢, poniewaz ich wartodei mu-
szg byé zblizone do siebie. Ze wzgledu ma ograniczong dokladno$é wyko-
nanego obliczenia (na suwaku logarylmicznym) nie moina da¢ odpowie-
dzi, czy krzywa wykresu funkeji przecina w czterech punktach cs wy-

" kresu, czy tez jest do niej stycznad w jednym punkcie. W tym ostatnim
przypadku », réwnaloby sie sx,.
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Po wyznaczeniu pierwiastkéw rownania {3.8. 1) czestothwoscz drgan
obliczymy juz bez trudu z zaleznosei (3.7).

I tak pierwsza czestothwosc drgar Wla@nych wymesxe

n ]/ 4/ %1000D _ 181
1= ] ad m

gdzie D oznacza sztywnosé piyly na zginanie,.a m mase piyty na 3ednostke
powierzchni plyty.

Posta¢ drgan plyly odpowiadajgcy danej czestotliwo$el znajdziemy
uwzgledniajac w réwnaniach (3.6.3) wartosé¢ ». Tak wiec dla », = 0,328
otrzymamy uklad réwnan

—0,593C, +0,224C, 10,224 C5+ 0,154 C, — 0,
0,224 C,— 0,593 C, 1 0,154 C, + 0,224 C, == 0,
0,224 C, + 0,154 C,— 0,593 C, + 0,224 C, = 0,
0,154C, + 0,224 Cy + 0,224 C,—0,593 C, — 0.

Przyjmujac ~ amplitude drgan.
pierwsze] masy np. C;=1 otrzy-
mamy z trzech pierwszych row-
naf wychylenia pozostalych mas
C,=—093, C,=—1,07, C,=0,96.
Uwzgledniajac mala dokladnosé 2
obliczenl przyjgt “mozna C, =
=Cy=0C;=0C,;, co odpowiada
symefrycznej postaci odksztatce-
nia przy wychyleniu wszystkich
mas w jedng sfrone. Spelienie
ostatniego réwnania stuzyé moze

3672 x3+a952x2-4,g72x+4

§=8545,,4

jako kontrola prawidlowego roz- o f : i po
wigzania. W analogiczny sposob e
okreShi¢é mozna pozostale postacie - L
odksztalcenia podstawiajac na- % %
stepne wartodcl w,, », 1 %, do
Rys. 23

uktadu réwnan (3.6.3).

3.3.3. Uproszczenia w rozwiazywaniu réwnai kanonieznych. Przy rozwaza-
niu réwnan jednorodnych {3.6.3), kidrych poszezegdlne wyrazy tworzy
uklad symetryczny wzgledem obu przekatnych ukladu, przedstawione
obliczenie mozna znacznie uproécié rozkladajigc dany uklad réwnan na
dwa rozne uklady z zachowaniem symetrii i antysymetrii rozwigzania. -



Rozpatrzmy dla przykiadu uklad szesciu réwnan jédnorodnych (ta-
biica 3), ktérych poszezegdlne wyrazy spelniajg warunek symetrii wzgle-
dem obu przekatnych ukladu (Wyrazy polozone na przekgtnej zostaly
obwiedzione podwéjng linig), np. 8,5 = 8y = B = Gy Zalézmy a priori,
ze wartosci kolejnych niewiadomych ukladu parzysitej ilosci ¢ réwnah
tworzg uklad symetryczny, tzn. ze
(3.8.1) X\ =X, X=Xi1,...

W rozwazanym przypadku X, — X,, X,— X, oraz X,—=X,.

Jezeli znalezione zostalo dowolne rozwigzanie spelniajgce réwnmanie
pmepwsze !to amtomatylczme spelnione Jest réwnanie ostatnie. W podobny
- sposéb  stwierdzié mozna,
ze jezeli rozwigzanie spel-
nia réwnanie drugie przy
uwzglednieniu  zaleznoéel
gn// Gy | Gu | b | Ou (3.9.1), to rownoczenie
' spelnione. jest réwnanie
przedostatnie itd.

S-cie fi» i das 63,;_ ds 655' Z. poprzedniego rozwa-

zania wynika, ze uklad
+ G | b | O “ G | G5 | Oa zlozony z parzystej ilodci
5-1p Bss i By | O dis 7 fos rownan, spelniajacy wa-
runek symetrii krzyzowej,
spelnia kaide rozwigzanie
uzyskane dla ukladu za-
wierajgcego tylko polowe calkowitej ilodci réwnan przy zalozonej sy-
metrycznodei rozwigzania (3.9.1).

Podobnie latwo mozna udowodnié, ze powyiszy uklad réwnan bedzie
spelniony przy aniysymetrycznej postam rozwigzania okreflonej zalei-
noscia

(3-9-2) ) X1:—Xi, X2=_Xi—1,....

Tablica 5 -

Riwnanie | X X X3 X X5 X

1-522

iy
gt g’ doz gy Bar . :’325 dag

6-Te 63, d‘sf dgg d‘ﬁ‘d 6'85 !‘Qﬁb‘

W ten sposob rozwigzanie ukltadu parzystej iloéei réwnan jednorod-
nych, spemiajgcego warunek symetrii krzyzowej, sprowadzié mozna do
rozwlgzania dwéch ukladéw réwnan zawlerajgeych tylko potowe mie-
wiadomych, uwzgledniajacych warunek symetrii rozwigzania (3.9.1) oraz
antysymetiii (3.9.2).

Przykitad 3. Obliczyé czestotliwosel oraz postacie drgaf wlasnych plyty
kwadratowej wedlug przykladu 2 z uwzglednieniem symetrii krzyzowej
ukladu réwnan.

- Uklad réwnan (3.6.3) z przykladu 2 rozlozyé mozna na dwa uklady po-
dwie niewiadome z uwzglednieniem symetrii i antysymetrii rozwigzania.
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Rozwiazanie symetryczne Przyjmuige C, = C4 oraz. Cg =y~ otrzy..
mujemy uklad réwnan
{(1,7156%x—1) C;+ 1 372%C2-—0
S 372xC,+(1, 715x_1)C2—0

Poniewaz powyzszy uktad réwnaf- spelnia warunek symetrii krzyzo-
wej, rozlozyé go jeszeze mozna na d:odatkowy uktad symetryczny i anty-
symetryczny. Przyjmujac C, =€, otrzymamy tylko jedno réwnanie
(3,073%x—1)Cy=0, ktére daje rozwigzanie %, = 0,324. Przyjmujgé
C,=-—Cy=0 otrzymu]emy réwnanie (0 343 —1) (Z‘1 =0, ktére daje
rozwigzanie s,— 2,015,

Rozwigzanie’ antysymetryczne Pr7y]mu3ac Cl == —0C, oraz C,—=—0C,
otrzymamy uktad réwnan

(0,771%—1)0 —0xnC,=0,

0xC\— (0771%——1)C2*0
ktéry daje dla dodatkowq zaleznosci 01—02 oraz C, == —C, ‘takle samo
rozwigzanie: s, = x, = 1,297,

Kolejne postacie drgan wihasnych dla x,, #s, #; 1 », podane s3 na rys.
24q - 244,

Rys. 24

Sprawdzamy na zakonczenie dokiadno$é uzyskanego wyniku na cze~
stofliwoée podstawowa w stosunku do wartoSei ujete] wzorem $Scisiym
dla plyty kwadratowej.

Czestotliwose drgafi na minute plyty kwadratowej oparte] swobodme
na obwodzie wynosi, {([18], s. 1286),

n_ 9,55-2-9,87 /D 1885 :
=" Tt m'
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Przeliczajac powyisze na czestotliwogé kolows (przy uiyciu jednostek
om, g, Sek) Znajdziemy, ze L : *

n__z_ammﬁlg,'i]/g'
80 g m’

Wynik zatem otrzymany w przykiadzie 2 jest nizszy o 8% od wartogci
Sciste],

3.3.4. Drgania powloki cylindryeznej. W cely pordwnania teoretycznych
wynikéw wykonano model sklepienia cylindrycznego z celuloidu, War-
todci przemieszezen poszezegélnych punktéw du pod dzialaniem jednost-
kowego obcigzenia sily sku-
piong zmierzone zostaty wprost
na modelu,

Przyklad 2. Obliczyé cze-
stotliwosei drgafi  whasnych
powloki cylindrycznej z ce-
luloidu podanej na rys. 25
przyjmujac do obliczen, ze
obcigzenie rozlofone w rze-
czywistosci réwnomiernie po
catej powierzchni powloki
skupione zostalo w - oémiu
punktach. Pod obciazeniem
silg skupiong 1 kG dokonano
pomiarédw przemieszezenia by,
Podajemy wartosci érednie
z kilku pomiaréw w cm
Rys. 25 w tabl. 4,

Al 4D ~40 =4y

o

w{&,’-

Tablica 4

3u=0040 5. =000 4,—— 0,008 5,— 08020 5,-=0,0000 5, =00040 4= ~0,0020 4, =-0,0013
9 =0,0045 5, =00630 3,,=0,0080 s, =—00085 O =0,0040  6,,=0,0110 3, = 0,000 §,,—— 0,0020
8y =—0,0085 6.=0,0080 3, = 00680 6, =0.0M5  6yo=—0,0020 6,,=0,0080 &, — 0,010 b33 =0,0040
33 =—0.0020 5,=—0,0085 5,=0,0045 4, = 0,040 Bia=—0,0018 §,,—=~0,0020 §,=00040 &, 0,000
8 =0.0080 55, =00040 5,,——0,0020 8, =-0,0013 B m= 0,040 g,— 0,0045 4, ——0,0085 g = —0,0020
8= 00010 6,—0,0110 §,—0,0M0 5, ——0,0020 Bo=0,0045 6, ==0,0580 B ="0,0060  d,,——0,0085
Or = 0,0020 5 =0,0M40 6, =0,0110 5., — 0,0040 B =—0,0085 8, =0,0060. b,==0,0680 g, —0,0045
O =—0.0018 dp = 0,0020 5, = 0,000  5,,=0,0080 4, —-—0.0020 dye = —0,0085 8y = 0,005 &, —0,0440

Podstawiajge » = kmn?, gdzie k = 1/10 otrzymano uktad réwnan we-
dlug wzoru (3.5): o :

(0,440 x—1)C, 4 0,045« C, — 0,085 % C, — 0,020 » C,+0,080xC,
10,040 % C; — 0,020 % C, — 0,013 % C, = 0,
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0,045 3 C, -+ (0,530 5 — 1) C, + 0,060 5 C, — 0,085  C; -+ 0,040 2 C; +-
+ 0,110 2.4 0,040 % C, - 0,020 % Cy == 0,
- 0,085 % C, -+ 0,060 % C,y -+ (0,530 x — 1) C, — 0,045  C,—0,020  C, +
40,040 % Cy 0,110 ¢ C, + 0,040 2. C, = 0,
0,020 % C, — 0,085 % Cy + 0,045 % C, + (0,440  — 1) C, — 0,013 % C; —
0,020 % C, |- 0,040 % C, -} 0,090 xC, — 0,
0,090 % C, | 0,040 x C, — 0,020 % C, — 0,013 % C, -+ (0,440 % — 1) Cy +
- 0,045 % C,—0,085 % C, — 0,020 = C; =10,
0,040 C, +0 110% Cy+ 0,040 2 C, — 0,020 % C, + 0,045 2 C; -
4+ {0,630 — 1) C; 40,0602 C; — 0,085 2 C; = 0,
— 0,020 C, + 0,040_% Cy+ 0,110 C, 40,040 C;, — 0,085 xC; -
+ 0,060 C, (0,530 % —1)C, 40,045 % C; =0,
— 0,013 % C, 0,020 x Cy 0,040 5 C; + 0,090 5 C, — 0,020 2 Cy —
0,085 % C, + 0,045 % C, + (0,440 % — 1) Cy = 0.

Uktad o$miu réwnan o krzyzowej symetrii mozna sprowadzié do dwach
ukladéw po 4 réwnania.
Uklad symetryczny. Przyjmujae, ze C,= C,, C, = C;, C; = C, oraz
= C ofrzymamy
{0,427 — 1) C, +0 025;«:(3 — 0,045 C; + 0,070 C; =0,
0,025 » C, + (0,570 x—-—l)C + 0,170 xC, — 0,045 C;, = 0,
= 0,045 % Cy + 0,170 % C, + (0,570 2 — 1) Cy 4 0,025 % C, = 0,
0,070 xC, — 0,045 C, + 0,025 C, + {0,427» — 1) C, = 0.

Wobece zachowania krzyzowe;; symetrii ukiadu rozkladamy na dodaﬂko—
wy uklad symetryezny i antysymetryczny.
Przyjmujgc symetrie, tj. C, = C, i C, = C; oirzymujemy ukfad dwaoch

rownan
(0,497 % -—1)C, — 0,020 Cy =10,  — 0,020 2 C, -+ (0,740 % — 1) Cy =0,
Wryznacznik uktadu przyréownany do zera daje réwnanie
0,3674 %2-—123Tx -} 1=10,

ktorego pierwiastki wynoszg x, = 1,3484 oraz ux, = 2,0187. Uwzgledniajac
warto$é » otrzymamy kolejno C, = —12,232C, oraz C,= 0,082C,. Odpo-
wiednie postacie drgain ukiadu (rzutowane na plaszczyzne) przedstawio-
ne sg na rys. 26a 1 26b.

Przyjmujac antysymetrie, tj. Cc=— C, oraz Cy= — C; oirzymujemy
%y — 2,2137 oraz x,==3,2758, a odpowiednie postacie odksztatcern przed-
stawione 83 na rys. 26c 1 26d.
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~ Uklad antysymetryczny. Przyjmujac, e Cr=—0Cy Ci=—0,,
Cye=—1C4 oraz C, —— C, otrzymamy uktad

(0,453 — 1) C, + 0,065 C, — 0,125 #Cy 0,110 Cy— 0,
0,085 C, + (0,490 % — 1) €y 0,050 % C, - 0,125 x C, = 0,
01252 €1~ 0,050 % C, + (0,490 % — 1) C, + 0,085 % €, = 0,

—0.110%C; —0,125% Cy + 0,065 % C, +- (0,453 % — 1)C, — 0.

/
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Rozkladajac ten uklad na dwa uklady przy zalozeniu C,=—=C, i C,==C,
oraz Cy==—C, i C;=~C,, otrzymalismy kolejno dalsze wartosci pier-
wiastkow 25— 2,1338 1 »,=3,1812 oraz », =1,3479 i x,==2,7689. Odpo-
wiednie postacie drgan przedstawione sg na rys, 26e i 26f,

Widzimy, ze najmniejsza wartosé » wynosi x, = 1,3479. Zatem anty-
symetryczna posta¢ odksztalcenia przy uformowaniu sie dwoéch poifal
w kierunku krzywizny powloki przedstawiona na rys. 26g jest podstawo-
wa postacig drgan powloki,

Bardzo blisko do czestotliwodei drgan podstawowych zbliza sie cze-
stotliwosé », — 1,3484, kidre] odpowiada symetryczna postaé odkszial-
cenia przedstawiona na rys. 26q.

b

' .....-:,gliumgulﬂ"lmﬂlﬂﬁ---». i

v

sy

Rys. 27

W celu pordwnania uzyskanego wyniku odksztalcen powloki na dro-
dze teoretycznej z naszym zalozeniem zanalizujemy ugiecia powloki pod
dziataniem sily skupionej. Na podstawie podanych wezeéniej ugiet¢ di na-
kre$lono na rys. 27a i 27b odksztalcenia powloki pod dzialaniem sity sku-
‘pionej, zaczepionej (normalnie do powloki) kolejno w punkeie 1 1 2. Zgod-~
nie z =zalozeniem mozna przewidywaé podstawows postaé drgan przy
zalozonej antysymetrycznej postaci odksztalcenia o dwoch péifalach
(rys. 27a) oraz posta¢ symeiryczng o lekko zaznaczonych pétfalach przy
belkach boceznych (rys. 27b). Rozpatrzony przyklad potwierdza stusznoSé
_ zalozenia dotyczacego zwigzku pomiedzy odksztatceniem powtoki pod dzia-
taniem sily skupionej a jej podstawows postacig drgan wiasnych.

Na zakoficzenie obliczmy czestotliwo§é drgan powloki 1 poréwnajmy
ten wynik z czestotliwogcia zmierzong na modelu.
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sledniajac zalozony wiclkosé » ofrzymujemy czestotliwosé ko
' dfgaﬁﬁod.’étéﬁbizvyéh' powloki: n, =]/ %,/km B : .
‘Uwzgledniajac wymiary medelu oraz dane materiatowe {powloka z ce~
Juloidu o grubogei 0,15 cm) znajdziemy

IRy _2:10-0.15-0001338 kG sels”
g 981 cm

gdzie F jest polem powierzchni przypadajgcej na jeden punkt zastosowa-
hego podziatu powloki, h gruboéeig powtoki, y ciezarem wiasciwym celu-
loidu, g przyépieszeniem ziemsgkim, :

Po podstawieniu ofrzymamy :
1,3479.10° 1

n?: ——

0,00000817 — 1283 .
Stad otrzymujemy czestotliwosé drgan w jednostce czasy
1283

) o

1
o = 204 ek’

Na modelu okredlono podstawows postat drgan o czestotliwoges 240 drgar
na sekunde przy uformowaniu sie postaci antysymetrycznej zigodnie

Przedstawiony rezultat (przyktad 4) drgan powtoki udato sie uzyskaé
bardzo prosto dzieki moznogei zastapienia uktadu oémiu réwnan przez
4 - cztery uklady po dwa row-
nania. W ten sposéb spro-
‘wadzilo sie ostatecznie do
rozwigzania czterech réw-
nan  drugiego stopnia
wzgledem . '

3.3.5. Drgania kopuly ku-

4 3 1 \ listej. Przyklad 5. Obli-

§7 ; »i; ;}} Vi ; ; czyt ‘czestosci drgan wlas-
2 T ? e L ar | ar | ar nych kulistej kopuly z ce-

: il luloidu przy zalozeniu osio-
Wwo  symetrycznej postaci

Rys. 28 odksztalcenia {rys. 28). ‘

Zastosowano podzial na 4 okregi w odstepie Ar==1,5 cm. Prayjmu-
jac E==27000 kG/em?, 9-==0,001338 kG/em’, »=10,2 oraz R— 17,5 em
ih=005cm ofrzymano po podstawieniy do réwnaf réznicowych po-
wierzchni odksztalconej koputy, [11], uklad czterech roéwhan

16,456792w, — 0658438 Wy + 0,123456 w, —=3,401361 q,, .
—0,987656 w, -- 16,218109 wy — 0,992592w, + 0,074073 t, = 3,401361 q,,
0,370371 w, — 1,185186 w, - 16,407408 wy — 0,592593 w, = 3,401361 q,,
0,395061 w, — 4,740736 Wy + 19,345674 wy == 3,401361 q,,
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gdzie w; oznacza normalne do powierzchni powtoki przemieszezenie punk-
tu i oraz q; obcigZenie ciggle réwnomiernie rozlozone na jednostke pola
pow1erzchm zawierajgcej punkt i.

Rozwigzujge kolejno uklad réwnad przy kole«gnym dzaalamu 3ednost—
kowego obcigzenia g; = 1 ofrzymano wartosci ds:

8y = 0,207212 4, = 0,00832] 83 = — 0,001279 4, =---0,000071
8y == 0,012485 b4y = 0,210784 83 = 0,007351 85 = —0,000582
by = —0,003819 4y, = 0,015015 B = 0,209717 834 = 0,006366
85, = 0,001191 iy = ~0,000625  d,, = 0,051242 8 = 0,177391

Przyjmujac » = kmn?, gdzie k == 1/10 otrzymiujemy uklad réwnan we-
dlug wzordéw (3.5)
- (1—2,07212 %) C, — 008321%(32 + 0,01279xC, + 0,00071 «C, =0,
—0,12485 % C, 4+ (1 —2,10784 ?c) C,— 0,073512C; + 0,00582xC, =0,
6,03819:xC, —0,15015%C, + (1 — 2,00717 x) C,—0,06366xC, =10,
0,01191 « Cl + 0,00625 x C, —0,61242 % C, + (1 —1,77391 ) C, = 0.
Roéwnanie charakterystyczne ukladu 4 réwnad (3.5) przy zalozeniu
My == My ... == M (gdzie m jest masa przypadajaca na ]ednostkq pola po-
wmrzehm pow%okl) jest nastepujace:
mt (‘511 ‘522 533 ‘544 - 311 622 (534 643 - 511_ 633 a24 642 - ‘3i1 544 623 ‘532 - .
- Oap O35 014 04y — Op 04y 815 055 — 035 040 G1a 0os + 1 0y 634 8y +
+ 8,y 05y 8oy Gug + 14 841 Bag Oy + 61y Bz Gy Oz + 815 Gy Fan dyy +
+ 85 615041 63y + ‘522 014 031 04y + G3p 019 Gay Oay -+ I35 814 Ops Bag 1
+ 84481 0oy Ga1 044 d1y 051 Og0 — 013 0y 0y Oyn—— 015 01 Ogg dga —
*612 525 641 634“ 514 83 532 543'— 513 "524 B4 532’— 014 ‘525 631 ‘542)'"'8““
{3.10) — P (811 Bag Ogg 05 Gan Oy 1011 Gy Spat g Oap gy — g5 610 6y —
—— O34 Oy O3y — O3 G153 Ogg ~— 04q B15 0gy — 855 814 64y — 33 614 _541 -
- 511 623 532 - 5“ 523 ‘532 - 311 g4 B43— 633 ‘524 '542 * 511 543 534 .
— Oy 043 O34 + 013 O35 031 + G153 8g1 Ogp - 0149 G35 04y 4 74 091 Gz +
+ 813 0a1 Oy 4 014 03¢ B4z + 845 83q 025 + Jay dsp 0y) n* +m? (811 Baat-
+dyy ‘333 4 011 054 + Bag ‘533 + 522 ‘544 + ‘335 04— 6i2 gy — 613 631 _'
e §1q By — Oy Ggp — Oy Oy —— Oy By} 0¥ —
— M0y + Opa + gy + du)n' +1=0.

Podstawiajac wartosci i_S,-k do wzoru (3.10) oraz uwzgledniajac, ze
x=1/10 mn?, otrzymano réwnanie czwartego stopnia wzgledem »

(3.11)  16,023620 #* — 32,235932 »° - 24,214267 x* — 8,051040,% + 1= f (x).
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Wykres lewej strony réwnania-(3.11) przedstawiony- jest-na’rys. 29 Jest
rzeczy charakterystyczna, 7e wykres przybliza sie asymptotycznie do osi
uktadu wspélrzednych 1 dla x zawartego w granicach 0,4 - 0,65 réwnanie
' : ' T przybiera wartosci bar-
dzo bliskie zera, Mozna at-
wo sprawdzié, ze réwnanie
posiada cztery rézne, ale
bardzo zblizone pierwiastki.
Podstawiajge mna »
przyblizong wartosé 0,44
_ oraz 0,50 do trzech pierw-
61 02 03 44 a5 48 47 08 49 47 4 42 % szych réwnah otrzymano
Rys. 20 postacie drgan koputy ku-
: o listej przedstawione ko-
lejno na rys. 30a i 30b. Przyimujgce jako plerwszy pierwiastek réwna-
nia »,=0,44 obliczymy podstawowsa czestotliwose drgan koputy z uwzgled-
nieniem wyrazénia n, :]/ x#;/km, Uwzgledniajge dane dla naszego przy-

kladu znajdziemy '

m=Thy_ 1-1:005-0,001838 0,0000000682.
: g 981 -

Po podstawieniu otrzymamy a

_ 044-10
”1“]/0,000000065 ~ 8020,

Czestotliwogé drgan wy-
nosi (w- jednostce CZ#S5U)
y_ M 1
Przykiad 6. Obliczyé drga-
nia wlasne koputy wedtug
danych dla przykladu & przy
zalozeniu, ze kopula utwier-
dzona jest na okregu ozna-
Czonym na rys. 28 jak punkt 2. W ten Sposob zadanie sprowadza sie do
obliczenia ugie¢ tylko w dwoéch punktach {rys. 31).
Po ulozeniu dla punktéw 11 2 roéwnan réznicowych ugiaé koputy otrzy-
mujemy uktad dwoech réwnan
16,780 w, — 0,593 w, = 3,401 qu,
— 4,740 w, 19,340 w, = 3,401 g,.
Przyjmujac obcigzenie kolejno g, =1 oraz ¢, = 1 otrzymujemy
811 = 10,2046,  5,,==0,0070, 4, — 0,0502, Bap == 0,1778.

X

Rys. 30

64




}

:Podstawiajac wartosci na d4 do wzoru (3.5) przy oznaczeniu x=Kkmn’
gdz1e k=1, otrzymujemy uktad dwoch réwnan ‘

(1 MO 2046 20} Cy —— 0,0070 % C, =10,
-~ 0,0502 5 €y +-(1 —0,1778 %) C, = 0.,
, Réwnahie' ehérakterystyczne‘ uktadu réwnan
jest nastepujgce:
0,036027 x> — 0,3824 51 = 0.
Pierwiast-kﬁ rownania wynosza x;, = 4,640

- oraz u, = 5,950. Uwzgledniajac warbosé » otrzy-
mujemy po podstawieniu danych z przykladu 5

1 1
nil — o (1) = =
= 1312 o nt 1486 R
Odpowieidni.e posta-cie drgan przedstawione .sg
na rys. 32a i 326,

Na podstawle ostatnich przyktadéw mozna . 2' 4 .

(1) przewidywaé rézne postacie drgan pod- § . ' : k\
stawowych kopuly od najprostszej, gdy tworzy | 30 LA L Ar )
sie tylko jedna niecka (rys. 32a), do ulormowa- Rys. 31

nia sig kilku koncentrycznych fal (rys. 30b);
{2) stwierdzi¢, ze czestotliwoscel drgan kopuly przy kilku plerwszych
‘postaciach drgan mogyg sie rozni¢ od siebie bardzo nieznacznie,
Wnioski powyzsze potwierdzito doswiad-
czenie na modelu przy pomiarach drgan wy-
"+ konane rownocze$nie dwoma czujnikami.
Obserwowano zmiang postaci drgan kopuly
b o ‘oraz przesuniecia fazowe drgafn poszczegol-
nych punktéw powloki przy bardzo nieznacz-
Py y nej réznicy czestotliwosei drgan.. :
Rys. 32 Dla kopuly wedtug przykladu 5 obsérvwo-
wano zakres rezonansu w granicach czestotli-
wosci 1480 - 1800 drgan na 1 sekunde. Przy czestotliwodei 1510 wystgpita
postaé osiowo symetryczna podana na rys. 32b.

-

3.4. Pocéwnanie drgan powloki z drgamiami ply'tryn-‘

Po okresleniu rodzaju odksztalcenia powloki przy drganiach porow-
najmy element powloki ograniczony liniami wezlowymi z odpowiadajg-
ca mu plyta o podebnych warunkach brzegowych. Dla krétkiej powloki
cylindryeznej przedstawionej na rys. 17 odpowiednikiem bedzie plyts
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o.wymiarach L .X a. Przyjmujac, ze utwierdzenie powloki jest sztywne:
na $cianach szezytowych, ofrzymamy schemat plyty opartej w sposdb.
przegubowy na dwoch krawedziach (o diugo$ci a) oraz utwierdzonej na
dwoch pozostatych.

3.4.1. Drgania plyty prostokainej. Drgania wilasne plyty prostokatnej (rys.
18) pod dzialaniem obclazenia g réwnomiernie roztoionego na jednostke
pola powierzchni piyty przedstawia wzér, [18], '

1 9,87 / T 1.2 T4 /5

gdzie »{l) oznacza czestotliwosé drgan na sekunde, D sztywnoéé piyty:
przy zginaniu oraz m mase przypadajgcg na jednostke pola powierzch-
ni piyty. :

Podstawiajge do wzoru (3.12) dane dla powloki cylindrycznej (przy-
kiad 4) a=230 cm, L =28 cm, h=10,15 cm oraz E — 27 000 kG/cm? otrzy-
mamy czestotliwosé drgan wilasnych plvty

Wy 1
'ﬂ( =126 ﬁ .

Odpowiednia czestotliwosé z przykladu 4 wynosi 204-1/sek.
) 3.4.2. Drgania plyty okraglej. Nawigzujae do drgan koput rozwazmy piyte

okraglta utwierdzong na obwodzie o promdeniu 7, (rys. 33).

o ' . Podstawows czestoiliwoéé kolows
§\/§ drgari wlasnych plyty okraglej
' ufwierdzonej na obwodzle podaje

! fo | o i wazor, [14],

Rys. 33 (3.13) n = 19’52_1' Q

. , To

Uwzgledniajac abliczony wezesnie] promien 1, ograniczajacy niecke wgle-
bienia pod dziataniem sity skupionej dla kopuly kulistej [por. wzoér (2.1)]

znajdziemy, e
4R RE T
R
12(1 —»%)

Wstawiajge wartose r, do wzoru (3.13) ofrzymamy czestotliwosé drgan
wiasnych zastepczej plyty o promieniu r, na sekunde
Eh

(3.-.14) ) n(“ — 0,065 W .

> Nawiazujac do przykladu powloki kulistej (przyktad 5) i podstawia-
jac E=27000 kG/cm?, h=0,05 cm, R ==17,5 cm oraz m =0,0000000682
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‘do wzoru (3.14) otrzymamy czestotliwosé drgan piyty okragle] o promie-
‘niu 7o==2,54 cm ' '

27 000 - 0,05 1
— 0068517/ —2/000-005 o, 1
n= 0,06 l/ 0.0000000 6821755 22 5k °

dpowiednia czestolliwosé drgan kopuly wynosi 1275 [1/sek].

. Te dwa krotkie przyklady sprowadzenia drgan elementu powloki po
okrefleniu postaci odksztatcenia do drgan zastepczej plyty wskazuja, ze
" obliczone na tej podstawie czestotliwogei sy znacznie niZsze od wystepu-
‘jacych w powloce. Potwierdzaja to pomiary na modelach, gdzie obser-
" wowane czestotliwosel drgan wiasnych powlok byty wyzsze o kilkadzie-
. sigt do powyzej 100% od obliczonych w sposéb przyblizony przez przy-
réwnanie drgan elementu powloki do drgan plyty.

Analizujac wyniki przykladéw 5 i 6 oraz czestotliwosc drgan zastep-
czej plyty okreslonej wzorem (3.14) stwierdzi¢ mozna, ze nasze drugie
zalozenie spelnione jest réwniez i1 przy drganiach kopul. Oznacza to, ze:

(1) drgania koputy kulistej charakteryzuje niecka ograniczona pro-
mieniem 7, [wedlug wzoru (2.1)] powstata pod dziataniem sity skupionej
(same drgania wysigpié mogg wedlug postaci nizszej);

(2) zgodnie z wnioskiem pierwszym czestotliwosé drgan podstawo-
wych kopuly kulistej mie zalezy od jej wyniostosci (z wykluczeniem ko-
put bardzo plaskich);

(3) zastgpienie elementu powloki przez zastepczy schemat piyty [wzor
(3.14)] prowadzi do obliczenia czestotliwosei nizszej od rzeczywistych
drgan powloki.

3.5, IOdpowiednios'é modelowa drgan powlok

Przyjmujac, ze model okreslajg wielkasei E, L, & 1 », ~optrzymaliSmy
w czedel pierwszej wzor (1.28) na czestotliwose drgan wiasnych powiloki

e

Przy pominigciu wspdlczynnika Poeissona otrzymujemy bardzo pro-
ste przeniesienie modelowe

’ n: Lrl "ETJ*:'}EIT
(815} " A?l/"E"’”';u"
gdzie L okreéla wymiary modelu, a # mase przypadajaca na jednostke
objefoscl powloki. |
W celu sprawdzenia wzoru (3.15) wykonano trzy modele sklepien ey-
lindrycznych wedtug rys. 34. Dane okreflajace model podanc w tablicy 5.
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Tablica 5

Czestotliwosc

Uklad Matorial E(kGiemd gig/em?) alcw) ulem) Hiem}  Riem)  /{cw) poc}f}m:;wu )
se
I celuloid 27 000 1,34 14 ‘ /4 - 0,075 10 5 460
H plexiglas 41000 - 1,19 14 /4 0,075 10 . 5 550
HI celuloid 27060 1,34 28 wf4 0,15 20 10 215

 Analizujgc wyniki podane w tablicy 5 widzimy, Ze podobiefistwo geo-

metryczne odksztateen modeli (okresla je wielkosé a i L) zostalo spelnione

catkowicie. Stosunek czestotliwodel drgan modelu 11 I obliczony ze wzo-
- ru {3.15) wynosi

b

WL B /5000 119
AUV BT T 21000 1,34

. = 0,764,
a modelu I4 II1 '
! Fa L
AT T LT R T

~ Odpowiednie stosunki znalezione na
- podstawie pomiardéw wynoszg (por.
ostatnia kolumna) 460 : 550 == 0,837 oraz
460:215=2,14. Roznice uzyskane doswiad-
Rys. 34 czalnie mieszcza sie w granicach 9%,.

3.0. Zastosowanie odpowicdnioseli modelowej do dowolnych powlolk

Sprawdzimy na zakofczenie, CZy .prawa modelowe ustalone droga
teoretyczng (za pomocsy analizy wymiarowe] w rozdziale pierwszym) maja
zastosowanie do dowolnych powlok, WeZmiemy pod uwage powloke ko-

noidalng, ktéra ma duze zastosowanie w budownictwie przemystowym.
Sklepienie konoidalne jest przykladem powtoki, ktérej nie potrafimy. do-
tychezas (w stanie momentowym) obliczyé i dla okredlenia jej ugigt, ob-
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cigzenia krytycznego oraz czestotliwosei drgan wiasnych posiuzyé sie
mozemy prawami modelowymi, wyprowadzonymi w miniejszej pracy.

Dla sprawdzenia zalezhosci dotyczace] ugieé (2.6), wyboczenia (2.7)
oraz drgan (3.15) zostaly wykonane trzy modele sklepiefi konoidalnych
(rys. 35a) z zachowaniem podobienstwa geometrycznego, Wymiary oraz
dane materialowe podaje tablica 6. ‘

" Tablica 6

Uklad Maierial E (kG em?®) p{gem®)  a(em} Olam] flem) fHlem} /lem] ¥(mm) q’” u(ﬁvﬁ)

1 3 3 4 5 8 7 8 9 10 12

1 celuloid +27000 - 1,3¢ 65 150 45 30 01 0100 050 1200
I celuloid 27000 134 975 235 6,9 45 015 0,085 047 780
T plexiglas 41000 119 65 150 45 36 01 0071 047 1350

Obcigzano kolejno modele sila P = 0,5 kG zaczepiong poSrodku skle-
pienia. Charakter odksztalcen we wszystkich trzech modelach byt ten
sam. Ugiccie pasma érodkowego przedstawione jest na rys. 35b, a war-
tos¢ ugiecia y w okolicy zaczepienia obcigZzenia podana jest w tablicy 6
(kolumna 10). Nastepnie powloki (w hermetycznych obudowach) podda-
no dzialeniu eciSnienia gazu skierowanego do frodka sklepienia. Wartodé
ci$mienia krytycznego g, zostalz podana w tablicy 6 (kolumna 11). Cha-
rakter odksztalcenia byl symetryczny wezglddem osi sklepienia i zgodny

z powlerzchnia ugieé fpod dziataniem sity skupionej w $rodku sklepie-
nia (rys. 35b).

- Zbadano pastepnie drgama odpowiednio zbudowanych modeli (we-
dlug. danych tablicy 6). Najnizsze uzyskane czestofliwosci rezonansowe
podane sg w tablicy 6 (kelummna 12). Postacie drgan w obu modelach z ce-
luloidu byly identyczne i potwierdzily nasze zalozenie (por. rys. 35b), na-
tomiast w medelu z plexiglasu (uktad III) wytworzona fala byla o nieco
szerszym zasiegu (liczac w kierunku krzywizny powloki). Nastepne czesto-
tliwosel rezonansowe wynosity odpowiednio 1800 cykli w modelu celuloi-
dowym (uklad I) oraz 2360 cykli w modelu z plexiglasu (uktad IIT).

PrzejdZmy teraz do obliczenia odpowiednich stosunkdéw wielkodei znar
lezionych dodwiadezalnie na modelach oraz obliczonych teoretycznie.

Ugiecia. Stosunki ugieé obliczone wedtug wzoru (2.6) odpowiednio
WYNOSZg . ]

S E'L" 052100015
"E'L" 05 27000 1 !
E

P @ EULY 0541001
7" EL 0,5 270001
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Odpowiednie wielkosci wyznaczone dodwiadczalnie WYNosza pordwnaw-
czo 1,54 1 1,41.
Wyboczenie, Stosunki obcigzen krytyeznych dwéch ukladéw wedtug
wzoru (2.7} wynoszg
Qer _ E 27000 G _ B 27000

—u:*rizfizl, TWE TS T T o e — .
4, E’ T 27000 q T E7  atong 08

Odpowiednie wielko$ei wyznaczone do§wiadezalnie Wynoszg poréwnaw-
czo 1,54 1 1,41. .

~.Drgania. Stosunki czestotliwogci drgan (o tej samej postaci) dwach
uktadéw wedtug wzoru (3.15) wynosza odpomiedni'o

W LB W 15 27000138 _
W LTV BT W T 1 zmoen e T Y
—!’/ oy 7”; — 1 F 41 0(—]0 1 34 i 0,765-

Odpowiednie wielkosci Wyz;naczone dodwiadezalnie wynosza 1,54 i 0,89,

Poréwnujac odpowiednie stosunki obliczone teo-retysczm-e oraz zmie-
rzone mna modelach widzimy zardowalaja‘cq zgodnoéé przy pordwnaniu
uguec (réznice wynosza do 8%) oraz zadziwiajaocs zgodnodé, jezeli chodzi

o pordwnanie obcigzen krytycznyeh (réznice mieszeza sie w granicach
6%0) 2. Najwieksze stosunkewo réznice wystapily przy pomiarach czesto-
tliwosci drgan \(do 16"/0) oraz pewne odchylenie w apo.stam drgan {mo-
del T11).

W przypadku pomiaréw rdﬂgacn innych powlok (np. cylindrycznych
i przy koputach) autor obserwowal réwniez wigksze odchylenia niz miato
to zwykle miejsce przy pomiarach odksztalcen lub ohcigzenia krytycznego,

W Swietle powyzszego stwierdzi¢é mosna, ze wyprowadzone przez
autora zwigzki dotyczace postaci odksztatcenia, obcigzenia krytycznego
i czestotliwodel drgan wiasnyrch, oprécz rozwazanych wezesniej sklepien
cylindryeznych i koput kulistych, odnoszg sie réwniez do sklepienia ko-
noidalnego. Zgodnoéé powyzsza pozwala przypuscié, ze prawa modelowe
wyprowadzone w pracy niniejszej jak i dwie nasze hipotezy powinny
mied zastosowame dla dowolnych powtok.

4. METODY POMIAROWE

Przystapimy obecnie-do opisu metod pomiarowych stuzacych do olkres_
lenia przemieszezent statycznych i dynamicznych w zastosowaniu do ba-
dait modelowych. Ograniczymy sie do przedstawienia tylko tych sposo-

? Jest to zapewne dzietem przypadku.



how pomiardw, ktore byty wykorzystywane w pracy niniejszej z pod-
kresleniem metod opracowanych specjalnie przez autora do pomiardw
modelowych. Bedzie to metoda optyczna stosowana do pomiardéw .sta-
tycznych oraz pomiar przemieszczen statycznych i dynamiczaych wyko-
ndny za pomocy czuijhika pojemnodciowego.

- : = Rys. 36

Do pomiardw przemieszezen stabtyeznych (normalnych do powierzchni)
stosowano zwykle czujniki zegarowe o doktadnosci do 0,01 mm oraz pre-
cyzyjme TESA o podziatce od 0,002 mm. Skonstruowano specjalne pod-
stawy do czujnikéw z ruchomymil wysiegnikami umozliwiajacymi w gra-
nicach wielkodei modeli ustawienie czujnika pod dowolnym kgtem (por.
tys. 36).

To catkowitego okredlenia odksztalcen powloki nie wystarczy znaé
przemieszezenie poszezegélnego punktu w jednym tylko kierunku (co
daje np. pomiar czujnikiem zegarowym), ale wypadkowe przemieszezenia
punktéw w obranym ukladzie wspdlrzednych. Nowe polozenie punktu
bedzie znane, jezeli okreslone bedg skiadowe przesunieé w trzech .wza-
jeranie prostopadtych kierunkach. Do pomiaréw takich shuzyé moze me-
toda optyczna.
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4i. Opéyezna meioda micrzenia odksztaleen sprezystych
g WliEadOw ,,p,rz__e.s:trzennych na madelach, [25]

._‘Roz‘pa‘trzmy elementarne pole ABCD wyciete z powloki (rys. 37) 'przed'
i po odksztalceniu. Prowadzimy przez punkt A lezgcy na émdkowej po-
wierzchni tupiny przed odksztalceniem uklad osi wspéirzednych x, y, z
Pod wplywem obquema tupiny punkt 4 przesunal sie do polozenia A’
Nowe potozenie punkiu w
przestrzeni wyrazié moiemy
przesunieciami: w, v 1 w
wediuz osi x, yiz.

Do pomiaru przemieszezen
zagtosowano metode optycz-
ng. Oparto sie tu na metodzie
Beggsa, [24], ktéry obli-
czal linie wplywowe momen-
téw  zginajacych i sil po-
przecznych przez dokonanie
priecieé modelu, zastosowa-
nie tak zwanych deformato-
rOw 1 mierzenie odksziatcen
plaskich modeli celuloido-
_ wych. Metode powyzsza

Rys. 37 _ o uproscit E. S zcz e'p a-

niak w zastosowaniu do

ram plaskich nie wykonujac przecie¢ modelu, {27]. W obu przypadkach

wspormmianych metod mierzone byly poziome przesuniecia punktéw pla-

skiego poziomo ulozonege modelu za pomoca mikroskopu z zastosowaniem
mikrookularu.

Optyczna metode pomiaréw przemieszezen w zastosowaniu «do modeli
przegtrzennych trzeba bylo zatem dostosowaé do pomiardw przesuniet
w trzech wzajemnie prostopadtych kierunkach.

4.1.1. DPomiar w plaszezyznie prostopadiej do osi nnkmskopu Pomiar
przesuniet odbywa si¢ jak w metfodzie Beggsa za pomocy mikrooku-
laru. W mikrookularze jest widoezna stata podeiatka, w danym przypad-
ku 9, 1, 2, ..., 8 oraz przesuwny krzyz. Kierunek przesuwania jest réwno-
‘leglty do oznaczonej podziatki (rys. 38). '
' Pomiar wykonujerny w nastepujacy sposob. Jezeli chcemy obliczyé
: przesumec:le v wzdtuz osi y {rys. 38b), to nastawiamy pozioma nitke krayza
na rozpatrywany punkt przed obciazeniem modelu. Odezytujemy liczby
calkowite korzystajac z dwoch réwnoleglych kresek, ktore zwigzane sa
z przesuwnym krzyZem i przesuwajg sie wzdluz podziatki. Dalsze cyfry
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odezytujemy na Srubie mikrometrycznej mikrookularu, ktéra daje np E
dokiadnosé do 0,01 podziatki: - R
L Nastepnie obcigzamy model. Punkt A przesuwa sie do polozenia A"
Za pomoca &ruby mikrometrycznej przesuwamy pozioma nitke krzyza do
‘nowego polozenia A, Odezytujemy wynik. Réznica wynikow daje prze-
suniecie wzdtuz osi podziatki, ktora jest ustawiona pod katem 45° do linil
krzyza. - ‘

Rys. 38

Oznaczajgc przesunigcie krzyza przez o, otrzymamy wielko§é przesu-
niecia wzdiuf osi y:

Odpowiednio nastawiajge of plonowg ¥y na punkt A przed i po odksztal-
ceniu otrzymamy wielkose priesuniecia. wzdiuz osi « (rys. 38c):

Znajge powiekszenie mikroskopu mozemy wietkost przesuniet wyra-
zié w mikronach. ' ' .

442 Pomiar wedluz osi mikroskepu. Obliczenie przesuniecia wzdiuz
ost mikroskopu odbywa sig¢ za pomocy $ruby mikrometrycznej przesuwa-
jacej tube mikroskopu. Obraz w mikroskopie jest dobrze widoczny, jesli
ohiektyw znajduje si¢ w pewnej okreSlonej odleglosci od obrazu.

Pracownik przeprowadzajacy pomiary nastawia mikroskop za pomocy
$ruby mikrometrycznej na najwyrazniejszy obraz badanego punktu, Po
nastawieniu na optimum widocznodel odezytujemy wynik na érubie ni-
kromeirycznej tuby mikroskopu, na ktorej - zastosowano np. podziatke
o dokladnosel do 0,01 catkowitego obrotu (rys. 39) np. ny==T00 77 e

IS
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Po obcigZeniu: modelu nastepuje przesuniecie oglgdanego punkiy.’
w kierunku rownolegtym do osi mikroskopu. Aby obrzymaé powtérnié:
obraz w mikroskopie, przesuwamy tubg mi--
kroskopu Za pomoca Sruby mikrometrycznej
Po nastawieniu na ostrod¢ obrazu ponownie:
odczytujemy wynik np. n,=— 43.

Okre§lajge réznice wynikéw (z uwzgled-
nieniem kierunku przesuwania tuby)

ki)

Nn="ng,—n; =43 — 7 =36 |
otrzymujemy wielko$¢ przesunigeia. Znajac
skok Sruby mikrometryczne] oraz uwzgled-
niajac zastosowany podzial obrotu Sruby -
mozemy obliczyé wielkosé 1 kierunek rzeczy-
wistego przesunigcia w mikronach. O$ po-
krywajaca sie z osiag mikroskopu oznaczamy przez z, a odpowiednie prze-
sunigcie przez w,

W ten sposéb znajdziemy przesuniecia u, v i w, a tym samym poto-
zenie punktu po odksztaleeniu,

4.1.3. Przystosowanic modelu do pomiardéw. Modele powlok wykonywane
byly z arkuszy celuloidu lub plexiglasu. Fotografie modeli sklepienia
cylindryeznego i konoidatnego przedstawione sa na rys. 40a i 40b.

Rys. 39

Rys. 400

Przed dokonaniem pomisréw przemieszezen two:'rzymy'. siatke Iinii.
na rogpatrywanym sklepieniu (rys. 41) w odstepach Aax i Ay i znajdu-
jemy przesuniecia punktéw wezlowych siatki: Majae zmierzone: przésu---
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niccia wszystkich punkiow wezlowych slatki znamy charakter odksztals
cenia powloki pod dzialaniem badenego obciazenia. Mozemy tei na pod=
stawie znanych wzorow teoril sprezysto$ci obliczyé odksatalcenia oraz
rozklad naprezen w lupinie. '

Dia przykladu pokazano ma rys. 42 plonowe przesunigeie sklepienia
cvlindrycznego przedstawionego na rys. 40q, wywolane przez site sku-
piona zaczepiong pilonowo na przecigeiu linii 12 1 f. Ustawienie mikro-
skopu z mikrookularem nad modelem sklepienia wraz z oSwietleniem za-
rowka powtoki od spodu przedstawiono na rys. 43.

4.2, Metoda elekiroakustyczna pomiarun drgan

" Przejdzmy na wstepie do krotkiego scharakteryzowania zasad dzia-
tania przyrzadéw do badania drgan. Aparatura pomiarowa rozwinefa sie
w dwéch kierunkach. Jeden z nich detyczy przyrzadow rejestrujacych
drgania czysto mechaniczne, drugi przyrzadéw zamieniajgcych drgania
mechaniczne na elekiryczne i rejestrujgcych drgania elektryczne. Metody
czysto mechaniczne sg w pewnych przypadkach wygodne, gdyz aparatu-.
ra pomiarowa jest prosta i niezawoedna (np. wibrograf Geigera). Jed-
nak przenoéne aparaiy mechaniczne majg malg czutose i ograniczony za-
kres czestoscl ze wzgledu na wlasng bezwladnost. :

Druga grupa metod pomiarowych, o wiele bardziej réznoredna, daje
znacznie wieksze mogliwosei pomiarowe, lecz aparatura jest bardzlej
skomplikowana. Kazde elekiryczne urzadzenie do pomiaru drgan gkiada
sie z trzech zasadniczych czefel:

(1) urzadzenia do zamiany wielkosci mechanicznej na elektryczna,

(2) wzmacniacza lub urzadzenia wykrywajacego (np. mostka),

(3) wskaznika lub rejestratora.

Ze wzgledu na sposéb zdiniany wielko$ei mechanicznej na elektrycz-
ng rozrézniamy caly szereg czujnikéow. Mamy <czujniki oporowe, paiem-
nogciowe i indukeyjne — zmiana wartoscl odpowiednich elementéw pod
wplywem drgan mechanicznych jest mierzona elektrycznie ZAZWYCZA]
przy uzyciu urzgdzen mostkowych. Druga grupa czujnikéw —- to prze-
tworniki elektromechaniczne, czyli urzgdzenia zmieniajace wprost ener-
gie mechaniczna na elekiryczna. Sa to czujniki elektromagnetyczne, dy-
namiczne, piezoelekiryczime i magnetostrykeyjne.

Dalszg czefcig aparatury jest wzmacniacz lampowy, ewentualnie po-
przedzony mostkiem zaleznie od’ uktadu pomiarowego. Zadaniem  jego
jest wierne powigkszanie amplitudy w celu uzyskania wigkszej czutosel;

Koficowy element aparatury — to urzadzenie samopiszace, oscyloskop
elektronowy lub przyrzad wskazéwkowy. ’

" Najwazniejszym elementem jest prawidlowo dziatajacy i wycechowa-
ny czujnik, Czujniki typu przetwornikow elektromechanicznych, aczkols
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wiek bardzo wygodne w uzyciu, wymagaja cechowania wzorcowymi drga-
niami, co jest bardzo klopotliwe i wymaga specjalnej aparatury. Czuj-
niki pojemnosciowe, oporowe i indukcyjne pozwalaja zaleinie od uzyte-
go ukfadu pomiarowego mierzyé zmiany sit lub przemieszczen zaréwno
stalych jak i zmiennych. Jedli zastosuje sic uklad pomiarowy «uniwer-
salny», to znaczy dzialajgey zaréwno przy odkszialceniach stalych jak
i zmiennyeh, otrzymujemy aparat «lo pomiaru drgan, ktéry moze byé
cechowany statycznie.’

W dalszym «ciggu przejdziemy do krotkiego opisu aparatury firmy
Philipsa, zktérej korzystal autor w Zakladzie Badania Drgan IPPT
PAN. Zasada dzialania aparatury polega na przetwarzaniu mechanicz-
nych drgaf badanege przedmiotu na przebiegi elekiryezne za pomocs

: czujnika indukeyjnego, przysta-
wianego do powierzchni drga-
igcej. Czujnik ten w polgczeniu
z mostkiem pomiarowym wy-
twarza napiecia elekiryczne be-
dace dokltadnym' odzwierciedle-
niem przebiegéw dynamicznych

6f . (drgat) oraz statycznych (ugieé,
L g4 . odksztalcen).

Analiza napieé mierzonych

Rys. 44 za pomocs maostka pozwala na

doktadne okreSlenie czestotli-
wosct, amplitudy, :Eazy i charakteru badanych drgan Czujnikiem pobu-
dzajgeym drgania jest glosnik akustyczny umieszczony pod badanym
modelem, wytwarzajgcy ton o stalym cisnieniu akustycznym. Schemat
aparatury przedstawiono na rys. 44 (¢ oznacza badang powierzchnie drga-
jacy, C czujnik indukeyiny, MP mostek pomiarowy, O oscyloskop, V wol-
tomierz lampowy, Gt gloénik, GA generator akustyezny, Mi mikrofon,
O urzgdzenie samoreglilujace stale cisnienie akustyczne).

- Modele sklepien wykonano z celuloidu, Fragment pomiardéw przed-
stawia rys. 45. W czedei $rodkowej jest widoczny model sklepienia cy-
lindrycznego, do kiérego przystawiony jest czujnik indukeyjny. Sam
czujnik miedei sic w specjalnej oprawie z suportem. Za pomocs przesu-
wanej kolumny z wysiegnikiem; suportem i przegubami zapewniona jest
swoboda dowolnege ustawienia czujnika. Na modelu naniesiono siatke
linii. Polozenie ustawienia czujnika okreslaja przeciecia krzyizujacych
sig¢ linii. Czujnik ustawiony byl normalnie do powierzchni w danym
punkcie.

Jako zalety tej aparatury wynnemc mozna duzg wrazliwosé i dosc
duzg lintowa charakterystyke oraz latwosé doktadnego ustawienia nad
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padanym punktem. Cewka indukcyjna czujnika zawieszona na sprezyn-~
kach zakoficzona jest cienkim sztyfeikiem, ktéry tatwo jest dokladnie
ustawi¢ pod zadanym punktem powloki. Zastosowanie specjalnie zbu-
dowanej podstawy z przeguuboWo- przesuwnym - umocowaniem -czujnika
pozwala na szybkie ustawienie i wyregulowanie czujnika.

Rys. 45

Z cech ujemnych’ aparatu przy badaniach modelowych wymienic
mozna pewien nacisk na powtoke jaki wywiera czujnik przystawiony do
modelu oraz ograniczony zakres pracy (do 500 cykli). Przy wyzszych cze-
stotliwosciach praca jego jest juz niepewna, a powyzej 1000-1500 cykli
przestaje reagowaé na impulsy.

43. Czujnik pojemnosiciowy do pomiaréw drgan, [26]

W celu rozszerzenia zakresu badah na wyzsze czgstotliwodci drgan,
kidre wystepujs zwlaszeza przy wyzszyceh harmonicznych postaciach
drgai modeli oraz przy powlokach bardziej sztywnych {np. wylkonanych
z metalu) zostal zaprojektowany i wykonany pod kierunkiem autora
w Laboratoritm Modelowym Pracowni Teorii Konstrukeji Zaktadu Me-
chaniki Oérodkéw Ciagglych IPPT PAN w Krakowie czujnik pojemnoscio-
wy do pomiaru drgan 2

8 Aparature wykonali A, Ormicki i B, Migsik
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Przyrzad sklada sie z czujnika pojemnosciowego utworzonego przez
mode] 1 elektrode zblizang do modelu za pomoca éruby mikrometrycz-
nej, ukladu elektronowegeo, wykrywajacego zmiany pojemmosel, utwo-
rzonege w ten spostb kondensatora oraz wskaénikéw. Kondensator po-

miarowy przedstawiony na rys.

22;/:/2:,111,/,, y 46 ustawia sie zawsze normal-
. Sruta mikromelryozna nie do powierzchni powloki mo-
I ; delu. Powierzchnia zblizanej

| _ - elektrody ma ksztalt czaszy ku-
i Elekiroda listej w celu zmniejszenia wply-
= T , Modal - wu bledu gstawienia osi(fektrm
L ; y v dy wzgledem powierzehni po-
— ; ' Ql\& wloki. Urzadzeniem wykrywa-
Rys. 46 - 'Jacym zmiany pojemnofei jest
detektor fazowy, zwany niekie-
dy fazitronem. Omdwieniem tego ukladu nie bedziemy sie tutaj szczegé-
towo zajmowali. Ograniczymy sig¢ tylko do podania jego charakterysiyki,
tj. pradu anodowego jako funkcji odleglosei pomledzy elektrodami (rys. 47).
Schemat ukladu podany jest na rys. 48. Uzyta lampa jest lamps piecio-
siatkowy 6AS.

LTS +250¢
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Rys. 47 . Rys. 48

W przewodzie anodowym tej lampy znajduja sie dwa miliampero-
mierze o poborze 3mA. Wskazania jednego z nich S sa proporcjonalne
do odlaglofei pomiedzy elektrodami. Wskazania » drugiego D sg proporcjo-
nalne do zmian tej odleglosei w czasie, czyli do amplitudy drgan. Przy-
rzad cechujemy za pomocs sruby mikrometrycznej sporzadzajac wyzej
wspomniang . charakterystyke., Wartosci pradu anodowego’ odezytujemy
na mxhamperorrmerzu S. Jak wige widzimy, cechowanie mozna przepro-
wadzié W kazdej chwili bez uzyeia jakiejkolwiek aparartrury dodatkowej.

Przystepujac do pomiaru ustawiamy elektrodé w §rodku O prostoli-
niowe] czedel charakterystyki postugujac sie dla znalezienia tego purktiu
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‘miliamperomierzem S. W -przypadku pojawienia ‘sig drgan elekirody, Wy
chyli sie miliamperomierz D. Wychylenie jegol-jes_’l;-_propomcjonalne do éred-
niej wartoscl zmian pradu anodowego. Znajice zmiany pradu anodowego
mozemy znalezé rachunkowo lub graficznie amplitude drgafh czyli zmia-
ny odlegtosel h. . '

W przypadku wykonania modelu z materiatu, kiory nie moze byé dru-
gs elektroda czujnika pojemnosciowego (np, ze szkia, celuloidu, gipsu
itp.), nalezy model pokry¢ warstwa metalu. Uzyskano to przez posrebrze-
nie lub pokrycie modelu folig aluminiowa. Czujnik pojemnosciowy usta-
wicny nad modelem przedstawia rys. 49. o

Ry 49

Czynnikiem wymuszajacym drgania jest podobnie jak przy aparatu-
rze Philipsa gloénik akustyczny. Urzadzenie wymuszajgce skiada sie
7 generatora napiecia-zmiennego oraz wzmacniacza zasilajacego glosnik
umieszezony pod modelem, W poblizu modelu znajduje sie mikrofon, kté-
ry steruje urzadzenie do automatycznej regulacji wzmacniacza utrzy-
mujac w czasie pomiaru i szukania rezonansu modelu staly poziom mocy.
akustyczne) oddawanej przez ghoénik. '

: Jako zalety tego czujnika mozna wymieni¢ jego wrazliwosc nawet
na bardzo male wychylenia w granicach juz kilku mikronéw oraz moz-
‘ho$é dokonania pomiaru amplitud nawet przy wysckich czestotliwogeiach
(kilka tysiecy cykli). o , o Ce g

Ujemnymi cechami w stosunku do czujn&kai\_indu,kcyjhego jest mnijg]
dokladne ustawienie czujnika nad badanym punktem (czujnik zakoficzony

Rozprawy Insynierskie — § : 81




jest dos¢ plaska elekirods o $rednicy 15 mm) oraz konieczno§é powleka=
nia powlok modeli wykonanych z -celuloidu plexiglasu metalem.
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. _'  Rys. 50 _ L
. Azeby powtoka niéni\etalbczma_‘mo{gla by¢ drugs dkladka‘kond'ems'&bo'ra,
naklejano warstewke cynfolii albo ‘pors.re!brz'anlo powloke przez wytrace-
nie“érebra z roztworu AgNO,. W ten sposéb uzyskiwano bardzo clenka
S L TEL . 'i réwnomiernie rozlozons warstwe
metalu bez zmiany (praktycznie bio-

@ rgc) sztywnosdei powloki.
TN . W celu réwnoczesnego pomiaru

: ) drgan dwbéch roinych punktoéw po-

wioki zostaly wykonane dwa czujni-
ki {rys. 49), ktére za pomoca przery-
wacza - elektronowego. rzucaja obraz
na oscylogral. Uklad wykonanego
w Laboratorium przerywacza przed-
stawiony jest schematycznie na rys. 50.
Rys. 51 ' . - W ten sposob oprocz doswiadczal-
g : nego zbadania czestotliwosci rezo-
nansowych drgan powloki i wzglednej amplitudy drgan poszcezegdlnych
punktéw (co mozna okresShi¢ za pomocy jednego czujnika) mozna bylo
okreshi¢ stosunki faz drgan dwéch punktow. ‘
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Operowanie dwoina czujnikami; 2 ktérych jeden ustawiony byt zwy-
kle nad pewnym charakterystycznym punktem powloki np. nad wierz-
cholkiem koputy, pozwolilo nie tylko na szybsze i .iatwiejﬁze okreslente
postaci drgan i ustalenia polozenia linii wezlowych, ale 1 na do[lil:a&ﬁie{]—
sza analize drgaf poszezegélnych punkitéw -powlaki,, Miato to - istotne
znaczenie przy badaniu drgan ukladuy, kt6érego postaé-jest trudna do okres-
lenia, np. kopuly- kulistej,: gdzie (zgodnie z rez-u]sta%em_ obliczenia, teore-
tycznego podanego w przyktadzie 5) przy nieznacznej zmianie czestotli-
wosel nastapié moze zmiana postaci oraz moze wystapi¢ wzgledne przesu-
‘piecie fazowe poszczegdlnych punktow powloki. -

© g, Akiistyczna metoda okreslania czgstotliwesci drgan wlasnych, [191
W !damymﬁprzypadku imteresowaé nas bedzie tylke wysokosté dzwigku
przedmiotu drgajacego. Jezeli ustalimy wysoko$t dzwicku wydawanego
przez ustrdj drgajacy np. przy uderzeniu, w skall muzycznej okreslié ano-
zemy czestotliwosé drgar wiasnych uitadu. o

Podany sposdb okreslenia czestotliwosel drgan. uzalezniony jest od
czulodei stuchu badacza i mie daje dostatecznej pewnosci ustalenia po-
staci drgan ukfadu. Sposob ten Moze byé z pozytkiem stosowany Przy
powlokach wykonanych z materialu dajacego czysty dzwiek wyrazne]
wysokosei (np. miedz, braz; stal czy szklo). -

Poniewaz okreslenie czestotliwosei drgan na podstawie stuchu trakto-
waliémy tylko dla’ wstepnego okreslenia fup jako dodatkowa kontrole
pPYZY ustaleniu_ czestotliwoses rezonansowych, na tym opis metody koni-
ézymy Doktadniejszy opis podal autor w artykule [19].

; : o po L
.5, WYRKONANIE MODELL -
[5i Nadanie powloce Zédahégo ksztaltu

Modele p-owlok (o statej grubodci) wykonywane byly z materiatéw
w' arkuszach. Jako material stuzyl przede wszystkim' celuloid i plexiglas
‘otaz Tormaitego rodzaju blachy z metali zelaznych i kolorowych.
‘Nadanie powloce zadanego ksziattu odbywato sie dwoma sposobami:

:  (1) przez Wygiecie i przymocowanie odp'owgednio wycietego elementu
% arkusza plaskiego do sztywnych elementow ograniczajaeyeh powloke
ipowiélr-z-chmi.e rozwijalne) oraz L A

- (2)  przez. wyrobienie .odpowiedniego ksztattu za pomoca prasy lub
innego urzadzenia z zastosowaniem obréibki cieplnej (dla powierzchni nie-
rozwijalnych oraz powierzchni rozwijalnych- ale o duzej krzywiznie).
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5.2. Modele z celuloidu i plexiglasu

Duzg zalety celuloidu a zwlaszeza plexiglasu przy badaniach mode-
lowych jest latwosé formowania z plaskich arkuszy dowolnych ksztattow
powlok w podwyzszonej temperaturze oraz moznosc kle]enrna poszczegsl-
nych elemen:tow w jeden uktad, :

Formowanie sklepient cylindrycznyeh z cienkich aurkuszy o grubosei
0,5-2,0 mm przy stosunku grubosci powloki do promienia krzywizny
w granicach 1:1000-1:200 nie nastreczalo technicznie zadnych trud-
noéci: ‘Wykonywano uprzednio ze znacznie grubszych arkuszy (lub skle-
jano z kilku cienszych warstw) sstywne tuki szezytowe oraz belki’ bocz-
ne, do ktorych przyklejano nastepnie na zimno wygiets cienks powloke.

W przypadku wigkszych krzywizn arkusze celuloidu lub plexiglasu
nalezy wyginat w podwyzszone] temperaturze, gdyz staja sie wiedy wiot-
kie i bardzo podatne do formowania. Wygniatania odpowiedniej krzy-
wizny trzeba wiedy dokonaé na wezednie] wykonanej formie {np. z drze-
wa). Celuloid staje sie bardzo podatny na odksztalcenia plastyczne jui
w temperaturze ponizej 100° i wyginaé go mozna w goracej wodzie, ple-
xiglas wymaga temperatury wyzszej, 120-140°C. Po nadaniu powloce zg-
danego kszlaltu pozostawiamy ja na formie do ostygniccia.

- Po stwardnieniu mozemy powloke zdjat z formy, odpowiednio prey-
ciaé i umocowaé do sztywnych elementow hrzegowych.

Znacznie trudniejsze jest uzyskanie z plaskiego arkusza celuloidu
lub plexiglasu powierzchni nierozwijalnej. Dotyczy to np. wszelkiego ro-
dzaju kopul, sklepien -siodtowych, beczkowych, konoidalnych itp. Ko-
pule osiowo-symetryczng uzyskiwano przez rozpiecie w sziywnym pier-
$cieniy stalowym plaskiego arkusza materiatu.
Po wstawieniu do suszarki (z automathan re-
gulacja temperatury) celuloid i plexiglas staje
sie plastyczny i przy obcigZzeniu piericienia do
£Aq dolu material doznaje Wydhlienia' przyjmujgc
w czedcl srodkowe] ksztatt formy (rys. 5la i 52).

Do pompy. Bardziej dowolng powierzchnie uzyskaé
—= = mozna przez wykonanie hermetycznie zamknie-
- I_ tego pudla (np. stalowego), kiérego jedng ze

Rys. 52 _ ‘4cian stanowi plyta plex1glasu lub celuloldu

" (oznaczona litera p na rys. 52). Wewnatrz znaj-

du]e sie forma, ]aka cheemy nadaé powloce z nawierconymi otworkami f.

Przez wypompowanie powietrza wicksze ci$nienie zewnetrzne wgniata

arkusz do frodka. Jezeli teraz umieécimy arkusz celuloidu lub plexiglasu

W temporaturve plynigcia materialy, to pod wpkywein obcigzenia zewnetrz-

nego- przyimie dokladnie ksztalt formy: Uzyskac mozemy w ten sposob
niemal dowolne ksztalty powlok. '

84




" Trzeba: podkreslie, ze w obydwu omawianych przypadkach formowa-
nia powierzchni nierozwijalnych nalezy bardzo dbat o/ utrzymanie’ stale
texnipératury w granicach leikkxego ptyniecia, tak aby' formewanie- powlo-
ki przebiegalo powoli i rownomiernie (w ciagu “okoto 1»2 godzm) Prie-
grzanie mogze powodowaé nieréwnomierne wydiuzenie a navet znisz-
czenie materiatu (zwlaszcza celuloidu), niedo-
grzanie. peknigeia oraz zmiane struktury, Lep- m
szym od ‘celuloidu materialem do wykonywania =
modeli jest plexiglas, ktéry jest calkowicie \
przezroczysty, bardziej jednorodny, wykonany :
w gladkich i rownych arkuszach, przy tym nie Rys. 53
jest mater}.ahém latwopalnym.

w przypadku wykonania powloki przez wygniatanie w podwyzszone]
temperaturze llcvyc sie trzeba z naprezeniami wstepnymi, dlatego jest
rzecza celows uzycie modelu do badan po pewnym czasie. Autor probowal
wycigé czesé powloki cylindrycznej z modelu, ktéry wykonano przez wy-
giecie arkusza celuloidu w temperaturze pokojowej. Powloka po 3-4 ty-
godniach zachowala swoj kszialt, co $wiadezy o zniknieciu naprezen od
wygiecia powioki.

Do innych czynnikéw wptywajacych na wystepowanle naprezen wsiep-
nych w modelu nalezy zaliczyé wystepowanie pewnych naprezen we-
wnetrznych w arkuszach wykonanych fabrycznie (zwlaszcza w poblizu
krawedzi) oraz powstawanie naprezen obrdbczych wynikajacych z nie-
wiasciwej obrobki materiatu, [28]. :

5.3, Modecle z metali

Wykonano modele powtok. z-blachy stalowe]j, miedzianej, mosieime],
eynkowej,  aluminiowej 1 alupolonowe] Ze wzgledu na trudniejsze wa-
runki formowania powlok blaghy uzywano przede wszystkim do powlok
eylindrycznych. Powloke przykrecono do sztywnych tukéw wykonanych
z grubego plaskownika {por. model do badania statecznofei powlok, rys.
36). Przekro] przez u‘cwmrdzona w sztywnych tukach powloke wrzdtuz
twarzace] podaje rys. 53.

Model plyty okraglej utwierdzonej na obwodzie przedstawia rys. 54a
i H4b, gdzie plytka S$cidnieta jest pomiedzy sztywnymi pierseieniami.
Uzyskano w ten sposéb warunki zblizone do catkowitego utherdvzema
oraz mozliwodé szybkiej wymiany samej powloki. . . s

‘Wykonywanie catkowitych modeli sklepien =z metalu. napotyka na
znaczne irudnoSci. Oprocz wykonania samych usztywnien brzegowych
dla ;powloki  (fuki szczytowe i belki boczne) zgodnie z przekrojami skle-
piefn: zelbetowych napotyka. sng réwniez na trudnosci przy mOnohtycznym
polaczeniu elementow. i
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‘Spawanie czy lutowanie wyweiuje zwlaszeza w_clenkich pewlokach
duze naprezenia . wstepne, miejscows  zmiane strukfury ;materiatu oraz
moze-powodowaé zmiane ksztattu powloki. Dlatego tez wykonywano.z me:
talu-zasadniczo nie .model odpowiadajgcy sklepieniom zelbetowym, a tyl-
ko-model powloki z okredlonymi warunkami brzegowymi.

s . {, T o . " N B
s

-

pa

’ : RS SN VR e Lo EE
Wykonanie w plytach poedparcia przegubowego wiapotyka juz na bar-
dzo znaczne irudnodel i sprowadza sig zasadniczo 'do pewnego. utwier-
dzenia. o ' LA S PP R
Tworzenie przegubu w powlokach po lihii podparcia jest technicznie
biorge jészeze trudniejsze i niepewre co do wyniku. - Dlatego wykony-
wano przewaznie modele powlok utwierdzonych. ST T e s

A
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Opréez powiok cylindrycznych wykonano z blach. mosiesnych; i
dzianych 1 aluminiowych ‘kopuly - osiowo -symetryczne: Ksztatt ko@giy
kuliste] otrzymywano przez wygniecenie go w prasie, ‘ponadto, dowolne
zasadniczo Ksztalty osiowo symetryczne uzyskiwano przez ,obpbbkg.f‘ dry-

Rys. .65a . b

Rys. 55b

kierskg na formie drewnianej. Fotografig kopuly kuliste] z piericieniem
oporowym przedstawia rys. 55a, a kopule eliptyczng rys. 55b. W obu
przypadkach przy ‘wykonaniu powloki kopuly panuja w materiale znacz-
ne naprezenia wstepne, kiére eliminowano przez wyzarzenie, :

5. Ob1-abiarki do wykony.wani.ail.nodelij

Badania doswiadczalne na fak skomplikowanych uktadach, ] ak-im{ CE!
zwhaszeza powloki o podwdjne] krzywiznie, nastreczaly . powazne trud-
noéci przy, wykonaniu samych modeli. Dlatego laboratorium nalezato wy-

3

posazy¢ w dobry warsztat mechaniezny. Oprécz ty\powychrobrabiarék' do
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meétali, plastykow i drzewa, a wiec tokarni, strugarkl frezarki, szlifierki
i wiertarki (z niektorych brakujacych maszyn korzysia laboratorium z po-
moey Zakladit Metali TPPT PAN) trzeba bylo wykona¢ kiltka' makijel
obrabiarek dostosowanych specjalnie do wykonywania modeli sklepien,
np. pitki mechanicznej do wycinania oraz wycinarki do plastykéow.
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Pesmwome

CYCTOMYHBOCTE U KOJAEBAHHI OBOJOYEK ‘ &
HA OGCHOBAHHH P EAVIIBTATOB MOJEJNBHBIX UCCAEZOBANMH

B paboTe NMPHMBOLATCH CIEAYIOI(ME IIPE/IONOMKEHNA ABTODA, AAIOIIE
BOSMOZKHOCTE ONpEmennTs Buj jedopMauyy NP IOTEpe YCTONHMBOCTY,
A TaRKe OCHOBHYIO (hopMy Komebammii obomourm: (1) dopma BBy umMBa-
HUSA MMEeT XApaxkTep IopoGHbII pedoPMaIUDs JAHHON CHCTeMDE HOJ Aei-
CTBUEM COCPEOTOMEHHON cuuiet; (2) ocHOBHaA (opma xomebamdi cHCTEMB]
cormacyerca ¢ (popmoil BEMIYIMBAHWIA 3TOH CHCTEMbL

Ompenenne dhopvy AedopMaiimm, MOMHO IePeiTH K BhIYHCIEHMID KpU-
THYECKON HATPYIEM Wi xonebarmtl ofoouxn.

PaceMmaTpuBaeTca BRITyIMBaHME IUIMHApIIecKux ofomodex u cde-
puYeckux Kynoaos., B croydae cdeprdeckoro KyIona HOJyUEHO, Ha OCHO-
BEHMY IEPBOTO NPCATIONOMENMS, CleNyoliee 3HaTeHHe KPUTHIECKOH Ha-
" TPY3EM (npm MecTHOM TIoTepe yeToiauBoCTH ):

h* 0,587

1 . =
{1} : rr = R® ]/3(1 )

sgeck B xoadhdpuimentT yupyrocTi, h TomIuIH2 oB0R0YKYM, R pamsyc KpM-
BHM3HBI Kymoma, » kosthdumment [Iyaccora. Jua omnpepenenus ¢op-
MEL 3 SACTOTHI PE3OHAHCHLIX komebammi obDoJloYKM DpHMMeHeH MeTOZA CHIL
IlonyYeHssii PesynbTaT HOATBEPKALET BTOPOe HPEeATIONIOHCSHME aBTopa.

B cayuae ofomouex, medhopMamymy KOTOPEIX HE MOTYT OBITH BBITMCIC-
Hbl TEOPETHUECKHM, MOKHO npuberaTh K HCCTEMOBAHUAM HA MONEIAX.

C 9T0if UeALI0 ABTOP, MCMONAL3YH PA3MEPHEIN AHAJNL3 JJIA BOIIPOCOB
yeroiameocty ¥ Koaebamnii, BpiBel (POPMYNE], OIIPEeAIOLe MONeNbHbIC
3aK0HbL IIpy MPEIIOAOKEHNN FeOMETPHYIECKOTO MoRobns Mone ¢ oinex-
ToM ¥ npenebperaa koaddumpentom Iy accoHa, 6bmm NoAyIeHsl 115
oBonOUer CIENYIONMEe OUEHE IIPOCTBIE 3ABMCHMOCTH:
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(a) MoOmedbHOE COOTBETCTBHME, KACAIIULECS BhILY IMBAHVA,

'(2) i T F,: i
TAE (ke KPUTHYECKAd HATPY3Ka, UpHMYeMm op;MH VHAGKC OUpenesser WG~
/€N, & ABA WHIEKCA OOLeKT;

(6) wmomenbHOE cooTBeTCTEME, Kaca}omeecﬁ KQJIQﬁ'&HMﬁZ N

. Lo : FU o
{3) _
{ =Y e

rae n obosHauaer wacrory komeDaumit, L pasmepbl mopésm, a M mMacey
HA eNMHUIYY 0bbema 0DOIIOUKst.
B xagecTse mpmmepa mprmvenenys dopmy (2) = (3) paccmarpmeaeTca
woHouzHan obosouxa. B pabore mpupomgres pesyabraTs u doTocEMMKH
HCCIENIOBARMIA, ' -

Summary

INVESTHGATION OF SHELL, VIBRATION AND STABILITY BY IVJEELANS
OF MODEL TESTS

The author introduces certain assumptions enabling the determination
of the form of buckling and the fundamental mode of vibration 'of
a shell. The first assumption is, that the form of buckling of the system
is similar to its deflection under the- action of a concentrated force, The
second assumption is that the fundamental mode of vibration is similar
to the forim of buckling. “

After the determination of the deflection, calculations of the critical
load or the frequency of vibration of the given shell can be proceeded
with. e
Buckling of cylindrical and spherhcal shells is considered. Tn the case
of a spherical shell the first assumption Ileads to the followmg value
of cmtmal load (or local stability loss): ' :

‘ Rt . 0,587 o o
u) : Q=B 2 i
o @ BT y3(—) i

where F = Yo ungs s modulus, h =rshell thickness, R = radms of cur-
vature and » == Poisson’s ratio. o S
The force method is used for the computation of the mode and“:fre—
quency of resonamce vibration of the shell The' result Dbtaﬂined oontﬁrms
the second assumption. ' BN '
In-the case of shells the deformahon o4f whzch caminat: !be computed
theoretically recourse can be made to model tests. i g
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For this purpose, equations determining similarity laws for problems
of stability and vibration are derived by means of dimensional analysis.
Assuming geometrical similarity between the model and the real body
and disregarding Poisson’s ratio, the following simple equations for
shells are obtained:

(a) The similarity law for buckling,

qir _ E
{2 TR T iy
(2) G " E

where ¢ is the critical load. One prime refers to the model, iwo primes
{0 the real body.
(b) The similarity law for vibration, .

@ oLy BN
n L E"M"’
where n vibration frequency, L linear dimensions of model and M spe-
cific mass {per unit volume).
As an example of, application of the Egs. (2} and (3), a conoidal shell

is discussed. Results of investigations and photographs of model tests
by means of the author’s method are included.

TAREAD MECHANIKI OSRODROW CIAGLYCH
TFPT PAN

Praco zostala zlozona w Redakeji dnia 14 marca 1957 7.
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