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{. Wstep i warunki ksztaltowania

Zagadnienia ksztattowania zginanych belek o przekroju p‘rostokathym
byly rozwm,zywane juz przed kilkoma stuleciami. Pierwsze rozwigzanie
oglosit w roku 1638 Galileusz. Wkrétce potem w roku 1661 F. Blon-
del 1 P. Wurtz wyznaczyli zm1enna wysokosé belki przy obcigzeniu
ruchomym. W roku 1733 Dariel Bernoulli rozwiazal zagadnienie belki
rownej Wytrzymalosm pod dziataniem cigzaru wlasnego, a Tomasz
Young w r. 1807 zauwazyl sprzecznodé w ksztaltach belki rownej wy-
trzyméatosci przy uwzglednieniu jedynie momentow zgmamcyc‘h pon1e~
waz skrajne przekroje tych belek posiadajg zerowe wysokoscl.

‘W latach pézniejszych poszukiwano nadal wlasciwych ksztaltéw kon-
strukcgl jednak gléwne zainteresowanie przeniosto si¢ na zagadnienia
anahzy statycznej ustrojow i metod sprawdzania wytrzymalosci, co bylo
zapewne zwigzane z rozwojem konstrukeji metalowych pret!owych o ma-
tym cigzarze wlasnym.

Obecnie wobec rozwoju budﬂewmctwa z betonu i betonu sprezonego,
gdy ciezar wiasny elementu jest kilkakrotnie wiekszy od obclazema uzyt-
kowego, wlasciwe rozlozenie materialy w konstrukcji decyduje niejed-
nokrotnie o jej optacalnosci. Zagadnienie to powstaje szczegodlnie czesto
w budownictwie mostowym i przemyslowym przy duzych rozpletosmach
i obc1qzen1ach .

“Przedstawione rozwigzanie “jest prébg. ksztaltowania belki wsporni-
kowej o przekroju petnym, przy czym belka jest sprezona kablem.we-
wnetrznym zakotwionym na plaszezyznie czotowej. Majac prosta gorna
‘krawedz belki oraz dang wysokodé w skrajnym przekroju nalezy wyzna-
czyé taki ksztalt belki, aby

1) energia. sprezysta odksztalcenia stanowila minimum,

2) objetoéé tworzywa belki byla wartoscia dang. h

W tym sformulowaniu jest to wiec zagadnienie izoperymetryczne ra-
chunku wariacyjnego. Korzystajac z ogélnych twierdzen ksztaltowania
wytrzymalodciowego, [7], [8], rozwigzujemy : to zagadnienie zaslgpujac
warunek ekstremum potencjalu przy stalej objgtosci tworzywa przez wa-
runki wyréwnania skrajnych wartosci- napreiefl W tym przypadku otrzy-
mujemy prostsze zaleznodci matematyczne, a otrzymane rezwigzanie po-
zostaje w fcistym zwigzku z rozwiazaniem w,pierwszym sformutowaniu.

169 -




W rozpatrywanym przypadku pominiemy te czest energii sprezyste]
(wobec energii odksztalcenia objetofciowego), ktora zalezy od odksztal-
cenia postaciowego. ' K

Celem. tego zaloZenia jest znaczne uproszezenie rachunku, Zalozenie
jest dopuszczalne, poniewaz W pelce zginanej o przekroju peinym decy-
dujacy wplyw bedg miaty naprezenia normalne. Poza szezegblnymi sta-
nami obcigzenia mozna tu nie uwzgledniaé wplywu naprezen stycznych
na rozktad sit wewnetrznych, przeto wydaje sie rzecza stuszng pominiecie
tego wplywu przy wyznaczaniu ksztattu.

Rozpatrywany problem sprowadza sie. wie¢ do wyréwnania skraj-
nych naprezeh normalnych wzdluz rozpietogei. Tak postawione zagad-
nienie musi mieé¢ dodatkowe warunki wynikajace z przeznaczenia i spo-
gsobu wytwarzania ksztaltowanego elementu. Takim ograr}iczeni_em be-
dzie tu przyjecie pelnego przekroju prostokatnego oraz warfosci skraj-
nego naprezenia. _ , o '

7 ogdlnej teorii zginania belek wynika, ze w takim elemencie wytrzy-
matosciowym wyréwnanie'napre,ﬁeﬁ w calym przekroju poprzecznym jest
niemozliwe. Wobec tego bedziemy dazyli do wyréwnania skrajnych war-
todci naprezen. Rownoczesnie w uksztattowanym elemencie otrzymujemy
réwnomierne wytezenie materialu w skrajnych ‘punktach i wyréwnanie
w tych punktach wspblczynnikéw pewnofci. na przekroczenie obszaru
sprezystego. Po osiagnieciu takiego stanu ilod¢ energii sprezystej w ele~
mencie bedzie najmniejsza ze wszystkich mozliwych elementéw odpo-
wiadajacych zalozonym warunkom, L oo

W pierwszym przypadku zajmiemy sig ksztattowaniem belki, gdy
trasa sity wewnetrznej jest prosta, réwnoleglta do gornej krawedzi, a je-
dynie wysokosé belki jest zmienna wzdtuz rozpietosci, Wowcezas posia-
dajac jeden warunck wyrédwnujemy naprezenia na gérnej krawedzi belki.

Nastepnie rozpatrzmy belke, w ktorej wystepuja dwie niewiadome
funkcje okreslajace wysokose belki i trase sity wewnetrznej. W tym
przypadku Wﬁrréwnamy naprezenia na obu krawedziach.

2. Oznaczenia
Przyjete zostaly nastepujace. oznaczenia:

¢ stala wartosé naprezenia,
F=f(x/l) wysokost belki, |
(0} wysekose belki w punkcie z/l==10,
1 rozpietost belki,
p obcigzenie uzytkowe réwnomiernie rozloione,
y—=y(x/l) rzedna sily wewnetrznej,
Y, rzedna sity wewnetrznej przy xfl=0,
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(x/D), (&/1),y wspblrzedne prostokatne, s
u{f),p(f) funkcje pomocnicze, o
y ciezar objetogciowy betonu, .
M, moment zginajgcy w przekroju poczatkowym,
P sila wewnelrzna,
T, sila poprzeczna w przekroju poczatkowym,
¥ naprezenie normalne na krawedzi gérnej,
¢’  naprezenie normalne na krawedzi dolnej,

3. Wyréwnanie naprezen na gérnej:_krawgﬂzi

3. Wypro‘wﬁdzenie rvownan podstawowych i rozwiazanie ogélne. Rozpatrz-
my belke wspornikows wykonang z materiatu izotropowego i jednorod-
nego, poddang dziataniu obcigZenia uzytkowego i cigzaru Wlasnego {rys. 1).
Skrajny przekréj belki obeigiony jest sila normalna P, sila styczna; T,
oraz momeniem zginajgcym - M,

Przyimujemy jednostkowsg szero- §4: mwmﬁrﬂrmm fx
AN (7

kosé belki w kierunku prostopa- p —\ I
dtym do plaszczyzny rysunku. Kra-- 4] Lo

wedz gdérna belki jest prosta, na-
tomiast ksztalt krawedzi .dolnej By ‘
wyznaczymy z warunku wyrowna- ' Rys. 1
nia naprezefi normalnych na gér-
nej krawedzi przekroju podiuznego. Rzedna y, sity wewnetrznq P jest
stata wzdtuz rozpietodel belki. Naprezenia wyréwnujemy tylko na jednej
wrawedzi, poniewaz mamy do dyspozycji tylko jedna funkeje — wysokosé
helki. Taka sytuacja powstaje czesto w praktyce, gdy ze wzgledéw na
wykonanie czy innych nie cheemy dawa¢ krzywoliniowych kabli. Wowczas
ksztaltowanie polega tylko na wyznaczaniu zmiennej wysokosci betki
lub plyty. Wyréwhanie naprezef na goérnej krawedzi w belce wsporni~
kowej ma na celu zabezpieczenie sie przed powstaniem naprezen rozcia-
gajacych w betonie, dlatego tez wartosé tego naprezenia moze byé nie-
wielka. Wobec tego pozostawienie na drugiej krawedzi naprezen Sciska-
jacyeh o wartoéciach wielokrotnie wigkszych od naprezen na gornej kra-
wedzi jest rzeczg catkowicie bezpieczna.

“Wartoéci naprezefi normalnych na gérnej krawedzi wyrazaja sie za-
leznosciq
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Przy zalozeniu gf— const =—¢ otrzymujemy rownanie catkowe na
niewiadoma funkcje fla/D -

- 3.2) Cfg(%)?f SMo—ﬁTo(?%)‘HzLEf%)#
. Lxd

ot i) ()

Réwmanie calkowe (3.2) jest w ogblnogei nieliniowe; zmienia ono swoj
typ w przypadku, gdy znikaja parametry ¢ i 7. Jezeli c==0 i y#0, to
otrzymamy réwnanie calkowe Veolterry drugiego rodzaju, gdy na-
1:_91;:21;%3}:“;4{- :,}0:,-7\5{6_\?\762&5 Qtrzymuje sie r6wnanie algebraiczrie na npiewia-
doma fumkeje. . . .o

"Cechs zasadnicza nieliniowego réwnania (3.2) jest to, Ze wystepujaca
'céillgg_mé? postaé splotu funikeji niewiadomej z funkcjg y = x/l. Poniewaz
{aki splot’ jest réwnowazny dwukrotne] kwadraturze funkeji niewiado
mej, przeto istnieje mozliwodé rozwigzania réwnania (3.2) metodami réw=
ngh; rézniczkowych zwyczajnych. . -

Rozwri_lazanie réwnania (3:2) mozZna gprowadzit do rozwigzania TOW-
nania rozhiczkowego zwyczajnego nieliniowego, rzgdu drugiego. W pos
staci:

3.3) | % c{f'ﬁ (%);p:f’i (f:_) i (%)] — %— ij’ (;3{—)+p12+?12 f(if—) ==0

przy ‘warunkach.lorzegowych : ' .
of?(0) == — 6M,-1-4Pf (0)— 6Pya, |
R R TR ‘Cf.‘(_o)_;f'; (0)_=.—3T01+_2P]°'__(0)ﬂ o
Waruniki. _(:3,.‘_4:);;53;{‘:tgﬁpowvyr_ni{wamunkami Cauchy ego dla rownania réi-
niczkowego: (3.3). . - . : - o
: -Mqixlar.udqwodnié_‘ rownowaznost rozwigzania rownania catkowego
(3.2} 1 r{)zwia;‘gania:réwnania rozniczkowego (3.3) z warunkami (3.4). -
'PoniéWaz_;w;xéwnaniu>=(3.3)' nie wystepuje jawnie gmienna (x/1), prze-
to mozna obpizyéirzad tego réwnania przyjmujac nowa funkcie

S S S (‘.:_"“‘- A
(34) . S {

L L N A g u(ﬂ ,d_:t

JL T g |
otrzymam#-LWé-wCﬁaé.'f‘-r:'.: S S e
1.5 o\ 2 @0 e ) o,
@) Leut) e luie(F)| -3 pun T+t
Nag,\'cepnie WPI‘Q":VE!@??%IDY Tnows _funkcje : (pw——cp(f)' taka, Ze .

’.:.,'\N |3
. | ‘!AI. o h

(?Ei)r Wt ey =u(d i
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Jezeli funkeja f(x/l) jest $cisle monotoniczna, to w(f).s= 0 .1 wstawiajac
(3.6) do rownania (3.5) otrzymamy

1 d 2 _du , dgp
lub ,
' 1 2 . .
: ?cu]‘———?)—Pu-?-tp-i—%:O le, # ¢, (A
Stad )
- __ 3lgta) -
{3.7) U= (cf —2P) [cf. 2P+ 0].'
Korzystajagc ponownie z rownania (3.6) oraz (3.7) otrzymamy
" IR ﬁgi('(P_‘l‘Cl) _d_‘i’

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych na niewiadomag funkcje po-
mocnicza ¢ = o (f), ktore posiada rozwigzanie: :

39) («p+c1)2=m§12[1’;13+f2(—;~pc—yP)—szf—EJ,

gdzia ¢ jest staly catkowania.
Korzystajge z réwnania (3.7) otrzymujemy

2 Llve., s -
{3.10) f%:icszﬁ‘/—ﬁ—lz[%f*+(%PC—‘“J/P)Jc_"——2PPf“C]-
1

.Zakladamy; e funkcja §=7F(x/l) jest funkcjg rosngcy oraz ze dla kazdej
wartogci § zachodzi nierdwnosé o

ef << 2P,

przeto nalezy przyjmowaét przed pierwiastkiem znak minus, aby pochod-
na miala wartoé¢ dodatnia. ' o

Przyjecie ostatniego warunku oznacza, ze przyjmujemy spodréd dwoch
gatezi rozwigzania (3.10) te, ktéra odpowiada warunkom fizycznym za-
dania (np. zwigkszanie sig wysokodei belki zgoduie z dodatnim zwrotem
asi x).

Korzystajac z przyjetego zatozenia otrzymamy nastepujacy wzér na
niewiadoma funkcje réwnania (3.3):

s

(cf -2P)df

_E L
I—l(ﬂ ¢ ll/—ﬁfl/ﬂyc -
,S_Jc

(tpe—vP) PP

gdzie ¢ i € sg stalymi dowolnymi.
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Staly ¢ okreslimy z warunkéw (3.4):

612 o=y T+ 5 [FOP {5 pe—rP) O —2pPSO)

przy czym wartosé funkeji f(x/l) w punkme x/l="00kreflimy z p1erWszego>
warunku (3.4) :

(3.13) £(0)— -i— [2P— VAP 6e(M, | Py,)] =0

Staly ¢ wyznaczyé mozna z warunku zgodnosci w punkcie poczagtkowym:
SFHOIE

W ten spostb otrzymalisémy rozwiazanie rownania (3.3) w postaci catki
eliptycznej. Rozwigzanie powyZsze moze postuzyé do numeryeznego wy-
znaczenia zmiennej wysokosei belki przez wykonanie catkowania w spo=-
s6b przyblizony. W niektérych szezegdélnych przypadkach, ktérych nie
bedziemy tu rozwazaé, mozna wyrazié funkcje (3.11) w postaci funkeji
elementarnych. Np. réwnanie catkowe (3.2) posiada, oprocz rozwigzania
ogdlnego (3.10), takze rozwigzanie szczegdlne w postaci paraboli, jednak
otrzymana w ten sposdb funkcja nie odpowiada warunkom zadania.

. Zauwazmy takze, ze zalozenie ¢=0 prowadzi do liniowego réwnania
calkowego, ‘ktére posiada rozwiazanie w postaci funkcji hiperbolicznych.
Tego zalozenia réwniez nie przy]mujemy w rozpatrywanym - problemie
kszta!:towanla

3.2, Rozquume przyblizone. W rozwiqzaniach przyblizonych po‘slugi--
waé sie mozna metoda kollokacji. Poniewaz poszukiwana funkcja f = Flx/ly
jest symetryczna wizgledem osi 2/l = 0, na co wskazuje wzor (3.10) dajacy
rozwigzanie §cisle, zatem dostatecznie dokladne rozwigzanie dla celow
praktycznych otrzymamy przy zalozeniu, ze funkeja ma postat szeregu
potegowegh parzystego o niecznaczonych wspdlezynnikach i przy uwzgled-
nieniu w rachunku kllku pierwszych wyrazow:

wo g
0

Wspotezynniki ag, a4, ... wyznaczamy z ukiadu rownan ofrzymanego przez
podstawienie do réwnania (3.1) wartodci funkcji w punktach
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Réwnanie (3.1) ma w tym przypadku postaé nastepujaca: ..

(3-15)' : o t{MMO——TO( )1+Pl 5‘ a (%)2%—%]—-;—13(%)212;

- 1 foh2kt2 g 372 P .
a1 N o d [
vt g(zkﬂ)(zkw)“’f(l) } l; “’"( ) ] = e
| A
¢
Wykonahe przyklady liczbowe wskazuja na szybks zbieznosé szeregu oraz
bardzo niewielkie roznice wstosunku do rozwiazania sms&ego
3.3, Puyklady lieczbowe. Przyktad 1. Wszystkie parametry odnoszace

sig do obcigzenia belki sq rozpatrywane jako funkcje sily wewnetrznej P
oraz rozpletosm l:

P . P
| ;p_ooi1 =025, o =57,
 y,=0,05l,  M,=0,01Pl, T,=0,005P.

_ Ofrzyrﬁgﬁlé funkqja ma nastepujgca postaé:
f (%) — 0,10401+0,0516 1 (”f) —0,00701 (‘f) .

Prazyktad 2. Przyjeto moment zginajgcy i sile poprzeczng w skrajnym
przekroju réwne zeru:

M,=0, T,=0,
pozostale za§ parametry jak w poprzednim przyktadzie. Otrzymanc funkcjg

d
f(f} = 0,0840 l+0,024451(f) + 0,002801(1) :

)
00 425 450 _; 075 100 {

808
804
aoe
008
01 ,
an —= == : {z)

&M — ===
o1 {1
048

£ Rys. 2

" W powyzszych prlgykladach postuzono sie szeregiem potegowym, przy
czym uwzgledniono pierwsze trzy wyrazy. Na rysunku 2 pokazano wy-

175



L

kresy otrzymanych funkcji. Przyktad 1 rozwigzano rowniez za pomocg
catkowania rozwigzania &cistego i ogdélnego, (3.11). Catkowanie wykona-
. no metoda Rungego, a'ofrzymane wartosci oznaczono na rys. 2 linig
przerywana. Linia ciggla dotyczy rozwigzania za pomocy szeregu potego-
wego, trase sily sprezajgcej oznaczono kropkami i kreskami. .

4. Wyréwnanie napreien na obu krawegdziach

41, Wyprowadzenie wzoréw podstawowych. Rozpatrzmy belke podparta
i obcigzong podobnie jak w poprzednim przypadku, przy czym przyjmu-
jemy za zmienng odleglosé sity wewnetrznej od gornej krawedzi. W ten
spos6b wystepujg tu dwie niewiadome funkcje f(x/l) i ¥ (x/l), ckreflajace
wysokoéé belki oraz polozenie sitly P w kazdym przekroju poprzeczaym.
Fuf;kcje niewiadome wyznaczymy z warunkéw ‘wyrdéwnania skrajnych
naprezen normalnych na gérnej i dolnej krawedzi wzdluz rozpietosci belki,

W rozpatrywanej belce wspornikowej skrajne wartodci naprezen nor-
malnych wystepuja na gérnej krawedzi przekroju o przy obcigzeniu cie-
zarem wlasnym i sily wewnetrzng, oraz na dolnej krawedzi ¢ w przy-
padku dzialania réwniez obcigzenia uzytkowego. Naprezenie na gornej
krawedzi przyréwnujemy do zera, za§ naprezenia na dolnej krawedzi do
statej wartoscl e, przy czym '

S
-
(.2) M=%M+T%%lpPr%fGy:4ﬂy#%ﬂ%%2F
e i ot 7

Rozwigzujac ten uklad rownan oirzymamy

v

)= Ee /(T2

2\ L) 1wy My Tofa),  1pp @y
*4) y(l)_lzP (1)+2f(1) P P(r,)1 ip (1)
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" Po podstawieniu wartosci funkcji f(x/1) do réwnania (4.4) i wykonania
calkowania otrzymamy funkcje

x i£2 %ﬂﬁ&f ui_ﬂzfz_lsxz
{4.5) y(z) 12 P ( )+ f( ) B P(l)l L (1) 2c“(f) -
| x iz P
VR B Y s .
Pl c 21 (1 ) Fepl® 6 cpl? ]/P2
: 3o:'pT2

VeV T
+Pl 3c]/ 3(:;5)1“‘+ /1 9efp”

Jest to ogdlna postat Scistego rozwigzania zagadnienia. Obok tego roz-
‘wigzania mozna podobnie jak poprzednio przyjaé funkeje f (x/1) w postaci
szeregu potegowego parzystego, przy czym . wspolezynniki niecznaczone
mozna okredli¢ z réwnania (4.3). Po wyznaczeniu kilku pierwszych wy-
razéw szeregu i podstawieniu do réwnania (4.4) otrzymamy prostg postaé
funkeji y (x/1).

- Nastepnie przedstawimy dwa przyklady, w ktérych wyznaczono obie
poszukiwane funkcje przy réznych parametrach. Wartogé funkeji obliczo-
no ze wzoréw Scistych, po czym poréwnano je z wynikami rachunku przy-
blizonego, ktéry wykonano przyjmujac trzy pierwsze Wyrazy szeregu po-
tegowego o postaci (3.14). Najwigksza rdéznica rzednych wynosita 0,9%
‘wartosci obliczonej w sposéb scisly,

4.2, Przyklady liczbowe. Przyktad 3.

P

p:O,d'zI{, ' 5;‘:0,2?, c:ﬁﬂ-{;,

M,=0,01PI, T,— 0,005P.

Otrzymane funkcje posiadaja nastepujgca postaé:

] 4
f(%) — 0,041 1 0,02623 (f) 1— 0,00623 (:f) L,

x 2 (%) 1 2 011 — T —
(7} =112 (7)3 +oss(f)- oor 0,005 7):

2 33
— 0,009 (%—) —0 0004372( ) 140 0000417(1) .

Przyktad 4. p==0,04 P/l, pozostate parametry jak w przykladzie po-
przednim; otrzymane funkeje posiadaja postaé
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xé

{x TR R I 2 .
2\ L 0,041-1-0,04738 () 10,0146 {7 t

i3

x ‘ x) 1 xy o _ Ty —
y(i—):4,16.7f“(7)—1 +0,5f(1) 0,011 0,005(1)1

x
1

22 i &
— 0,009 (T) 1-—0,0007897 (T) 1-+0,0000964 (f) i.

w [

. 475 0,50 075
il - —
0,02 _7,-_.;._ ._—'—s-. T : - —r— .

, SR I
. T "
e -

06 R
IR
066 . - - ‘ :

. —=.._ 7

Yyf - -

Na rysunku 3 pokazano wylkresy otrzymanych funkeji, pi‘zy czym cyfra-

mi oznaczono numiery przykladow.

5. Wnioski

Przeprowadzone rozwigzania wstepne 1 proby kszt
malosciowego belek pozwalajg na wyclagnigcie kilku wnioskéw dotycza-
cych sposobu trakiowania tego zagadnienia.’ '

1. Otrzymane rozwigzania: moga by¢ w praktyce wyk
keztaltowania betonowych belek sprezomych, ‘ :

9. Oméwiong metods nmozna uzyskiwaé znaczne zmniejszenie ilodei
materialéw (betonu i stali kablowej) oraz wielkosci momentdw zginaja-
cych od ‘clezéru ‘wiasnego. Oszezednosc] té maja znaczenie w elementach
o duzych rozpietodciach i obcigzeniach,

-3, Offzymane Tozwigzania sg w ogbinych zarysach zgodne z intuicy]
nym doborem ksztattu belek wspornikowych 1 tragy kabl. o Co
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4. Ksgztalt belki' jest dany przez catke eliptyczng, kiéra pozosta]e
w okreslonym zwiazku z tukiem pewnej elipsy. - ;

5. W przypadku niewielkiego obcigzenia uzytkowego trasa kabli po-
winna niewiele odbiegaé od linii prostej.

6. Dalsze poszukiwania tiajbardziej celowych lasztaltéw nalezy prowa-~
dzi¢ rozpatrujac belki o teowych Tub skrzynkowych przekrOJach po-
przecznych
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. PeapmMme

O@OPMUIF‘HI/IE HOBCONLHOY BAIKH 1IPH- V‘-IETE 'VIEXAHH‘IECHI/IX
YC]’IOBI/IH

B paGOTe OTIpEENACTCH BHICOTA TPENBAPHTENLHO Haan}KeHHOH K0H~—
CONBHOM Oangy, HAXOJAIIERCH TOH BIMANNEM coBCTREEHOTO  Beca M T0-
nesHoH Harpy3ku.  OTHOCHTENhHO [IPEe/BAPHTEILHO HB.IIPH}KBHHOH KOH~
CTPYKIUM, BEOHMTCS - BOTIPOC . ODOPMITeTs. Homobmere Hpoﬁ.neMbI oﬁcy}K—
namuchk yxe TanmmaeeM M ero NIPEenVHMKAMIL IIGHBIO paccy}h,r_:elmu
apagetca odopmaesne BGaNKM, KOTOPOe OTBEY3LT MMHmymy TIOTEHITMANA
yUpYToii SHEPTHH, IPM COXPAHEHMI TOCTOAIHOTO ofbeMa MaTePUATA. Dror
Bompoc 3amesraemM NPoGeMOil, B KOTOPOH HPEATONAracTCA, TO Halpi
KM B OINPENeNEHHbIX CedenuAx Dayky ABJAIOTCH IOCTOMHHBIMIA.

B nepsom cayuae ogopmisterca Ganka npu TPAMOJL Tpacce apMaTypPEL
IapaJLIeIbHON B BEPXHEMY KPaio BamKy 1 TPYM TIEpeMeRHoil phicoTe Daixn
10 ee AITHHE.
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- Bo sropoMm clydae paccMaTpuBaerca Danxa, B KOTODOH BBICTYHAIOT JBE
HeM3BECTHBIE (DYHKINM, OLPEHSTACIINe BHICOTY OajlkM M HAIpaRIeHNE,
[0 KOTOPOMY JEHCTBYET BHYTPEHHSS CHJIa.

Tloae3yschk 9STMM METOAOM, MOXKHO COKOHOMUTE 3HAUMTEILHOEe KOJIM-
YecTBO MaTepHasia, KEaK HaIp. 0eTOHA ¥ apMAaTyphl, @ TAKMKE yYMEHBIIMTh
sHaYeHMA M3rudaroImMX MOMEHTOB, BEI3LIBAEMEBIX COBCTROHHBIM BECoM. ITa
9KOHOMMA MMEET 3HaYeHWe IPM KPYIHLIX JCMEHTAX M 9JEeMEeHTSX, HI0f-
Bepraroimxed Ooneniodt Harpyske, Honyvenuple peiueHnd, B obioux gep-
TaK, COTJACOBEIBAIOTCA € MEHTYMTHBHBIM TIONGOPOM (QOPMBI KOHCOIMBHBIX
fasox M Tpaccel apMaTYREL

B pabore naerca TowHOe MATEMATHYCCKOE PEHICHWE B BMHE IJLIMIITI-
YECKOr0 WHTErpada, PaBHO KAK ¥ NPUDIMIKEHHLIe METOHLI, TTO3ROIAIOIINE
fe3 TpyZAa oUpenesnTs MCKOMbIe dyHKIMNA.

Summary
THE FORM OF A CANTILEVER BEAM

The object of this paper is the determination of the height of a canti-
lever beam subjected to its own weight and a useful load. The paper is
a generalization to presiressed structures of the problem stated by G a-
lileo and his successors. The aim of the present consideration is to
obtain the form of a beam having minimum elastic potential for the same
material volume, which ig connected with obtaining uniform extremum
normal stresses along the beam.

In the first case, the form of the beam is determined for a straight
cable parallel to the upper surface of the beam, the beam height being
variable along the beam span. _

The second case concerns a beam with two unknown functions de-
termining the beam height and the line of the internal force.

The method described enables us to obtain. considerable reduction of
material (concrete and cable) and bending moments due to the weight of
the beam itself. These economies are important for large-span beams and
high loads. The solutions obtained are in general in agreement with the
intuitive choice of the form of a cantilever beam and that of cable axis,

The ~accurate solution in the form of an elliptic integral and
approximate methods enabling easy determination of the functions re-
quired are described.,

ZAREAD MECHANIRI OSRODEOW CIAGLYCH
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Praca zostata ziozona w Redakcji dnia 7 wrzesnia 1957 .






