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i2,

B/C,

QIJ-’/C!

8 == oQa/G,

(@) (a+xp)=e+ (QgeAafB),

Q2 (1 — xd)/c®,
#e*/G,
e —p?,

1. Oznaczenia

1 dlugosc belki,
A pole przekroju,
z odcieta,
@, Z' pochylenie linii ugiecia,
Z  funkcja wlasna,
v skladowa przemieszczenia,
m  Imasa,
o gestose,
Fr=—DBZ"" sila poprzeczna,
M=—BZ" moment gnacy,
Ep  energia kinetyczna,
E; energia potencjalna,
W operator Hamiltona,
E modul Younga,
G modul sprezystosci postaciowej,
I.  moment bezwiadnodci,

' iy promien bezwtadnosci,
B=FEI, sztywno$¢ na zginanie,
C=0GA sztywnos¢ na skrecanie,

¢, szitywno§é podpory sprezystei,
c= )V BjpA predkosé fali,
2,0 czestose,
% wepblezynnik Scinania,
k,p,q wartoéci wlasne.
Wspdlczynnilki
8 &et+q
v xﬁ/(l + xfle),
g ?"pa D
T v+ g,
u /B,
w  u(l—ea),
p mo?/BkE
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2. Wstep

Zagadnienie drgan poprzecznych belek jednorodnych z uwzglednie-
niem wplywu Scinania i bezwladnoscl obrotowe] przekroju poprzecznego
nalezy w chwili obecnej do bardzo wainych. Timoszenko wypro-
wadzil (w r. 1921) rownanie rdzniczkowe czastkowe ruchu belki przy po-
mocy rownan ruchu plaskiego i zastosowal je do przypadku belki swo-
bodnie podpartej na koncach, I11. ,

W artykule niniejszym podano analize tego samego problemu przy
pomocy rachunku wariacyjnego. Réwnanie ruchu zastosowane zostalo do
25 przypadkéw zamocowania koncéw belki i najogdlniejszych warunkéw
brzegowych. .

Dla tych przypadkéw podane zostaly réwnania czestodci i funkcje
wlasne okreflajace- ich wlasnosci. Pierwiastki réwnan czestoscl dla 16
przypadkéw drgan swobodnych (zagadnienie R ayleigha) dazg asym-
ptotycznie poprzez wartoéci wymierne do Liczby ka.

Tablica catek Krytlowa, [2], dla ruchu ustalonego zostala rozsze-
rzona na wszystkie rozwazane przypadki. ’

3. Rownanie ruchu

Zakladamy, ze drgania belki o stalym przekroju poprzecznym odby-
waja sie W gléwnej plaszezyinie zginania. Material belki jest jednorodny
i izotropowy wedtug zasad teorii sprezystode]. :

Catkowite pochylenie linii ugiecia (rys. 1) sklada sie z dwu czeéci: po-
chylenia spowodowanego przez zginanie 1 ==0v,/0z i pochylenia spowo- *
aFr dowanego przez $cinanie @,= 0v,/d2z. Po-

2552 % piewas pochylenie spo odowane przez &ci-

vaz pochy pow b
nanie wynosi g, == xF7/C, pochylenie catko-

Jaa@) e g_?'dz wite réwna sie
VTN avl .
T f T T ; (1) lP—a—z""i-EFr-
[ P
b \00% P 7 Predko$t katowa 1 przyspieszenie ka-
\ @’(g towe przekroju poprzecznego dokola gtow-
i L nej osi bezwladno$ci Cxr wynosza
TN :
N dp_ 0'v . O¢__ Pv
Rys. 1 - : gt Ozdt’ 0t*  0zof”

Z réwnania ruchu postepowego elementu dz belki

G2y dFr
2 ' ——— = ———
(2) eAGmdz=—"dz
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i ze wzgledu na réownanie (1) mamy
%v,  xpA v _ xg Fov

) | R C OB G 08"

Energia kinetyczna i potencjalna sa réwne
_ {[eA 0 ele {07 v,\? L
E’*“f[ (at) ) (azdt %)
B d%v
Ep:f 2 a 21d

Wedlug zasady Hamiltona n;astapujqca calka podwdina dla roz-
patrywanego ruchu powinna zachowa¢ wartosé stala:

: QA ov QL; 0?v 0P\
®) W= ff (Ba—E) dt_ff[2 \at) (azat 020t
oy 0%y,
T2 (az 02 )]ddt
Wedtug metod rachunku wariacyjnego, [3], wprowadzamy rodzing
funkey]

(8) V{zt)=wv(z1) + ey (2t}

gdzie v (z,t) oznacza funkcje ekstremalna, & parametr i #(z,t) funkejg
dowolng speliajgcg warunki 7 (2, t)) == 1 (2, t2) =0. Rézniczkujac funkeje
(8) i wstawiajgc ofrzymane wartosci do rownania {5) otrzymujemy

4, ! t,
{7} W=ff;(QAQ?—i—ng,Sz#BRz)dzdt:ffF(z, t, @, R, 8) dzdt,
o D, o : sy £ 0 :

gdzie
ov LAY 02V
Q=% B=T7m> STaa-

. Pierwsza wariacja tej catki wzgledem parametru powinna daé
af an of 0*y | of O%q

® ff (aQ 9t ToR 32 TS0 at)dZdt'

przy e=0, fo znaczy V(z, t) = v(z, t) dla ruchu rzeczywistego, gdme

(9) TZE(gAq — Br® + ol 5%,

za§ q,7 1 s s3 oznaczeniami Monge a.
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'(:fé'lk'tija,c przez czeici otrzymujemy

(I3 o0 jor\} 0 (0F\ __ 0 fof\ 0% (of -
B -2 ) ) e
4 .

0 .
Poniewaz #(z,t)) =1un(z,t,) =0, pierwszy nawias jest zerem, ale ponie~
waz 9 (2, t) 7= 0, powinno byé spetnijone rownanie rachunku wariacyjnego
Eulera-Liagrange a, [4], :

9 fof\ 9 [of * fofy -
(10) ot (@)—azﬁ (a)_azat (c’T) =0 beEsh
przy warunkach brzegowych
of 0y __ 0 [of\ _
(11) - '(;a“z*—ﬂ, ﬂgg(g)——o, 0 <21

Podstawiajac funkeje (9) w réwnaniu (10) ofrzymujemy réwnanie o po-
-chodnych czastkowych opisujgce ruch belki

ER! R 0? 02
QAW +B(§“z—é[a;2(v — Uz)]—gfxm{@a(v—%)]z 0,

skad, uwzgledniajac réwnanie (3), mamy

0* v xBA\ 0*v v, wll P
(12) QAW"*@(IXJF—F)W*BTZHQ ¢ o =0
alho
(13) 0% 9%y 0w 04 -

O o T B gty G =0,
Poszukujemy rozwigzania dla drgai swobodnych o postaci v (z, t) =
==Z(z) T(t). Otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
(14) ZIV -} aZ" — b7 =0,

ktérego réwnaniem charakterystycanym jest (4% + p?) (a2 —q") =0, gdzie
PP —gfe=gq, p2@®=—1p i PE> 10, ¢* =0 zalesnie od wartodei 1 — xd = 0.
Pierwiastkami réwnania sg Tpii *q, skad wynika

o= 1 ., 4b 1 T 4b
(15)‘ p *?a(\],{_]/l—}-a?), q2=_Ea(1_‘l/1+E§),
Rozwazajac te pierwiastki rozrézniamy trzy przypadki charakte-
rystyczne: o
(16.1) {%6<1’ <1 P, g0,
' ZmC,cospz—f—Cgsinpz+C3chqz+C,shqz,
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xd > 1, p’=>0, ¢*<<0, q®=—12,
(16.2) { Z=C,cospz + C;sinpz 4+ C,cosrz + C,sinrz,

#6 =1, Cln = ol 2%, g==0, b=,
(16.3) { - -

Z2=0C 4+ Cyz+ Cacos]/az—l— C,sinyaz

W ostatnim przypadku sita tnaca i sila bezwladnosci s3 w réwnowa-
dze i dla ruchu poprzecznego mamy v==»90; jest to przypadek «czystych
drgan Scinajgeychs.

4 Réwnania ezestosei
Uwzgledniajac wplyw momentu ghycego. 1 sily poprzecznej na od-

kisztalcenia przy zalozeniu, ze moment gngcy i sila poprzeczna wynosza
Mz, t) == My(2) T(t), Fr(z, t)=F\{2) T(t) i uwzgledniajac réwnania

Fv_ 0%  x OFr M | x0 0% P M
9 02 ¢ 0z B G o O ozor ™ TT T 0z
otrzymamy ‘

(7). M,(r)=—B(Z" + 2), Fy(l—-ag)=—B(Z" + a2').

Niech wv,=—2Z,(2)T(t) bedzie skladows przemieszczenia okreslona
przez moment gnacy. Ze wzoru (1) ofrzymujemy pochylenie linii ugie-
cia odpowiadajacej temu momentowi Zi—Z' — (xF./C). Wprowadzajac
. te wartodé do (17) mamy
(18) Zy (1 —ae) =xfZ" + (1 + «pe) Z.

Warunkami brzegowymi sg (rys. 2):

Z=0,
(19.1) { |
"Cicospz 4+ Cysinpz 4+ Cych gz 4 Cyshge =0,
Z' =9,
(19.2) {
—p(C, sin pz — C, cos pz) +q(C’ shgz+C,chgz}=0,
— O ZHI + Z.r — 0’
(19.3) { a=
¢ (C, sin pz — Cycos pz) 4 1 (Cysh gz + C,chgz) =10,
2" eZ==0,.
(19.4) { )
'P(C1 cos pz + C, sin pz) -+ @(C;ch gz + C, sh gz) =10,
F,=0, Z'" 4 aZ =0,
(19.5) { )
(C,sinpz-—— C,cospz) + p{Cysh gz + C,chgz) =0.
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Dla podpér sprezystych nalezy dodaé warunek

. Z;” +azl=$wz’
20 )
0) . g(Cysinpz—Cycospz) + p(Cyshgz + C,chgz) =

= F w{C, cos pz + Cysinpz + Cych qz -+ Cyshqz) = 0,

gdzie znak minus odnosi sie do podpory sprezystej na prawym koncu,
zad plus na lewym. :

7

P 3 [
15 17 8 gc, - gc, 20
# P
— A

i

-

e

byl ‘ 22

8
L
®
o
(=]
wn
o

7

3 o O §

| %ﬂf
4

Rys. 2

Réwnania czestosei podane sg w tablicy 1, a funkeje wiasne w tablicy 2,

33 one najogblniejsze, poniewaz réwnania i funkcje dla innych przy-

padkéw warunkéw brzegowych lub dla innych przypadkéw szczegdlnych
mogy by¢ otrzymane przy pomocy plerwszych.

Dla belki stalowej i przekroju okraglego mamy e=—0,123-1071° Q"% | jej

wplyw przy trzecim znaku dziesietnym pojawia sie zaledwie wiedy, gdy

_ Q2==7536, tzn. czestosé wynosi f— 1200, Dzigki temu warunki brzegowe

7. odnosza sie do drgaft o bardzo wysokich czestosciach. Przypadki te 83

. wazne dla konstrukeji platowcow, -




Tablica 1. u=1pl, v=qgl

Moz 1)

f z2=10 z2=1
1 Z—0 M=0 Z =0 My=0 d
; *+ gYshvsinu=0, inu =0
L9 g0 Fy=0 Z D Fy=0 {p*+ g% s in u sinu
2 Z=0 Zi=0 My=10 Fy=0 — @ P —p*e + pg (e — 08, shusinv+
12 My=0 F,=10 Z=1010 Z=0 + g% @ + ployichucosv =10
3 My=10 F,=10 —2pgyp@(l —chvcosu) +
+ (PP — qt@) sh v sinu = 0
-4 Z=0 Z=10 2orchvcosu + (5* —sshvsinu=2¢v
8 zZ'— Fy= =0 My=0
) , cosuy =10
13 Z=10 M=20 Z'—=0 Fy=0
5 Z=0 Zi= Z=10 M=0
. pothyv tqritgu—20
10 Z =0 My= Ze=0 Zi=0
8 Z=0 M= My=0 Fy=0 .
) o ’ ’ g@tho +pyigu—=20
11 My=0 F,=0 =0 M=0
T Z=10 Fy=0 =0 Z=0 @ . )
. B e %=
14 Ze0 Z—=0 Z'=0  F,=0 gz po ig
15 Z==0 F=0 My=0 F,=0
tho —g@tgu=0
16 MDT 0 FO— i} Z/: 0 Fu—- 0 p"f! q g
4 *
17 Z=0 M=0 M= Fo=c¢Z
w(py—&+H(gB@ctgu + ctho) =0
9 My—0 Fy——eZ Z=0 M0 (w (g6 ctgu + py cth v
18 Z=0 Zi=0 My=0 Fy=c,Z — g4 —p'o®+ (g0 + pPep)chocosu+
D2 My=0 Fy=—¢Z Z=0 2Zi=0 +pq (e — 00) sh v sin u--wgr fp —
— &) ch psinu + wpoly — @) shvcosu=0
19 My= Fo= My=10 Fo=c7 — pgyp(®— 1)+ (pyp*— '@ shvsinu -+
23 My%=0 F=——¢Z M=0 F=0 +aquwBlp+ 1) chveosut+wiyp —1} X
X(pypchvsinu+g@shwvcosu) =0
20 Z'= Fo== 4] My=10 Fo= 0,2
: tho —q8fgu—=wi{®—
24 M=0 Fy=—¢27%2 Z'= =20 py avie { k4
25 My=0 Fo=—c2 Fo=10¢2 —~2pq41@(1—chchsu)-FZw(@—tp)><

X {pyp ch v sinu -+ Q@ sh'v cos u) + [2 w*@ X
X (O — )+ (p*y*— q*O] shvsinu =0
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5. Kilka cech przypadku Rayleigha

Dla a=0, tzn. a=0, » =0, otrzymujemy rownanie czg¢stosci dla
preypadku Rayleigha, [5]. Tak wigc mamy rowniez s=9 =0
i warunki brzegowe sq proste, co wskazane jest na tablicy 3.

Pierwiastki pierwszych 16 przypadkéw (bez sprezyn) daza asympto-
tycznie do przyblizonych wartosci wymiernych ka, gdzie k zalezy od nu-
meru harmonicznej, Réznice pierwszego rzedu sg w przyblizeniu réowne
liczbie 7 i dzieki temu réznice drugiego rzedu sg w przyblizeniu roéw-
ne zeru.

m m m
" s H——

Rys. 3

Jezeli w przypadkach 17 - 25 zamiast podpor sprezystych mamy ma-
sy skupione m (rys. 3), wowczas zastepujac w=c,/B przez u=mw?/Bk*
otrzymujemy réwnania czestoscl i funkcje wiasne dla tych przypadkéw.

W przypadku ruchu ustalonego korzystnie jest zastosowpé wspoOirzed-
ne uogélnione g == q (t), [1]. Wtedy energie sa réwne

0

. H . o {
1 * 1 i
(21)  Ee=, o4 §1 qﬁofzﬁdz, E,=-, B §1 ¢ [ (Z) dz.

' Korzystajac z wiasnodci ortogonalnosei funkeji wiasnych Z, 1 warun-
kéw brzegowych Krylow wykazal, [2], ze wartosci calek wynosza

‘[ .
+; 1 i ¢ a LLAYD
Of Zydz= - 112, —22,Z,+(Z)], .,
(22) / i
[(Zpdz—xt [ 22 dz.
d i
W ten sam sposob ofrzymujemy dla przypadku belek na podporach
sprezystych (przypadki 17 - 25)
‘
(23) Of 7t dz = (4K3) 1 3K 7, Z | k3 2 (Z))° —
| — K Z, Z— 2K 220 + K 2Z2]} .

Wartosci calek podane sg w tablicy 4.
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10

11

14
15
16

17
21

18
22

19
23

20

24

25

=02 =19 Z =0
Ffe= ) 2= Z =9
Z"— 0 Z
Z =1 z
Z =0 Z"=0 - Z =0
=0 Z" =1 =1
Z =0 Z =0. Z =0
Z=0 Z2"=0 Z =
Z=0 Z"=a0 Z'=
Z'=10 Z" =0 Z =90
2 =0 2= Z =0
Z =0 Z =9 =1y
Ze=0 Z"= ZF =0
ZV=0 2=y 2=z
=0 Z" =0 Z7= 10
Z'=0 Z"= 47 7 — |
4 =0 Z' =9 Z" =
2"=02"= _y7z 7 =0
fo_ 0 Z”,: 0 Z/f: 0
Z”= 0 sz’: — uz Z’f: 0
Zi=10 Z"— VASN |
VAS N | N AN e 0
ZV=0 ZM= gz gzt 0

Z/ll —_ U

I

[ B ]

Z
wr

ZII
ZI
zf}! —

Zfl

I

l
L s = I ]

Z/
Zf//
zfﬂ‘ -

T

l

I

zl//: uz
Z!I - 0

Z’f’ -
Z =0

Z’ff: uz
zf//= 0

ZM = yz
A

Z = yzZ

1+chicosi=0

1—chdidcosi=0

cogd =10
tgi=—1th2i
tgd=—th i

cthd—cigd=2yk—s

1+ chicosd

chisind—sh Acosd

1--chAcosi

chisini—shicosd

thZ +tg A = 2uk—3

e

2n-—1
~ . T

2n—1

in +1
~— g

4n—1

2ufsh Asin 4 — Quk’(ch Asin 4 —
—shicosd)—K%ch i cosd—1)=10




Tablica 4

{

' fzrdz
. [}
1 e
4, 1,10, 12 ?1{(2 ¥l
1 Eral
1, 5, 8§ 11 —-El[ZZ ]I
1 "
2, 3,6, 15 ZE{Z 1,
14 i H 11y %
9,13, 14, 16 Z”—z + @,
1 2 3 —1 [r7% 1 L[ZZ
17, 18,19, 20 ) TI[Z ]l +7“4—‘Udk |Z ]1_—2“?1» 1} 1
1 3 -
21 — 5 2 Z) A kT Z To
1 112 3 —1 Trz?
22 -IIE(Z)},+Zuk 1z,
1 Y 3 —1 {72
23 zI{Z]I‘l‘-‘}—uk {Z]D
1 3 —1[7¥
24 ) 1{Z® + (2" + Zuk [Z To
1 y 3 J— 1 . 3 e\
25 71:_; [Z"]I + *4’ ule {Z }[*—"42*’[,1‘1 [ZZ ]l + -Zu { ]0
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Pezwwme

CBOVICTBA COBCTBEHHBEIX $YHKIIMI AJH TIOUEPEYHLIX K_OHEBAHH!“/I
COIHOPOJAHEIX BAJOK C YUETOM CPE3SA M BPAINATERBHOM JMHEPIHUH

B pafiore IpuBOAMTCA 2HANM3 NONEPETHBIX KoJIeDaHMil OMHOPOAHBIX
GATOK ¢ YIETOM BAMAHMS CpPeza ¥ BPAIIATeNLHOM MHEPIM IIONEePeHHOTo
COMEeHMA TP TIOMOINM BAPMAIMOHHOTO WMCYMCHeHnA, Y papHenye JABMEEeHIA
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; 'HTJﬁ'MGHHJIO-CI: B 25 coIydaax 3alleMJICHMA KOHLOB banku 1 aaa uaubosee
ODIIIfX KPaeBEIX YCHOBMIL

_ Js 9TMX CHy9aeB JAOTCH yPapHeHus J9acToTel M coberrenupe dhyHK-
" UMM M WX cBolictea. Kopwu ypapHenmii 9acToTel Ans 16 caywaer cpobon-
Horo pexmmMa (3amava P oyes) CTPeMATCA aCHMMITOTHYECKM K pasMep-
HEIM BHAYUEHMAM 4YKCHa Ko.

Tabmuia nurerpanos K p s1m0 B a, [2], xacawuasaes uecaeqoBamms 1o
CTOAHHOIO PEXUMA, PACIHMpPeHa Ha BCE CIyuanm,

Summary

-THE PROPERTIES OF EIGENFUNCTIONS FOR TRANSVERSE VIBRATIONS
OCF HOMOGENEOUS BEAMS, TAKING INTO CONSIDERATION THE INFLUENCE
OF SHEARING AND ROTATIONAIL INERTIA

This paper contains an analysis of tranmsverse vibrations of homoge-
neous beams, taking into consideration the influence of shearing and ro-
tational inertia of a cross~section. The method used is that of the calculus
of variations. The equation of motion is applied io 25 cases of end sup-
port and to most general boundary conditions.

For these cases, frequency equations and the properties of the eigen-
functions are discussed. For 16 cases of the free regime (R ayleigh’s
problem), the roots of the frequency equations tend asymptotically to
rational values of the number k.

Kryliv's table of integrals, [2], for steady-state regimes is extended
to cover all cases. '

Praca zostata ztozona w Redakcii dnic 9 maje 1957 7.






