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Celem pracy jest oméwienie metody rozwiazywania waznego przy-
padku drgan sprezystych o zmiennej czestosci sily wymuszajacej. Tego
rodzaju drgania wystepuja w czasie rozruchu silnikéw wirnikowych usta-
wionych na fundamencie,

W pracy rozwazany jest przypadek drgan fundamentu jako ciala sztyw-
nego o trzech stopniach swobody, tj. rozwazane sg drgania w plaszczyznie
prostopadtej do osi wirnika silnika. Badanie tych drgan sprowadzone zo-
stalo do badania drgan ukiadu o jednym stopniu swobody., W ogélnej
analizie przyicto dowolny przebieg predkosci katowej o zakladajac jedy-
nie-ciggloéé i rézniczkowalnoéé funkeji w(t). Metoda opisana w pracy opie-
ra sie na przyblizonym rozwigzywaniu réwnan catkowych typu Voltera,
Oszacowanie bledu przy zastosowaniu tej metody nie nastrecza wigkszych
{rudnodci. Dla przykladu po-

damy rozwiazanie dla rozruchu ﬁ* —_—

w przypadku, gdy czestosé w(t) i

jest funkcjg liniows czasu. 7‘ ' l ;
Rozwazymy -drgania funda- . %

mentu, na ktérym ustawiony 77 I I —— Z—

jest silnik wirnikowy (rys. 1) L -
W celu uproszezenia obli- : N 7

czen zaloZymy, Ze of pionowa 7

przechodzi przez §rodek masy ﬁé {////// /%/‘

fundamentu (punkt M) i przez
o4 silnika wirnika. Przy ftym
zalozeniu silnik wraz z fundamentem stanowi clalo- sztywne o frzech
stopniach swobody w plaszczyZnie xz. Przy wyprowadzaniu réwnan ruchu
pominiemy tlumienie, ktére w czasie rozruchu silnika ma bardzo maly
wplyw na drgania, oraz pominiemy sprezystosé fundamentu i obudowy
silnika; sprezystodé ta w poréwnaniu ze sprezysto$elg podioza jest mala.

Przyjmiemy, ze podeszwa fundamentu jest prostokatem o wymiarach
axbi srodek ciezkosei podeszwy lezy na prostej przechodzacej przez sro-
dek masy catej bryty, tj. fundamentu i silnika,

W czasie rozruchu dziataja na fundament takie sity, jak reakcie podio-
za, sila wymuszajgca drgania pochodzace od wirnika i sila’ ciezkofci. Przy
przemieszezeniu fundamentu wzdluz osi x powstaje reakcja Ric propor-

Rys. 1
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. ';':..éj.onalna do przesuniecia x i do powierzchni podeszwy F. Wspélciynnik
" proporcjonalnosci oznaczymy przez Cix Reakcja Ry, wynosiwiec Ry, —
= CyFx, za$ moment jej wzgledem osi y prostopadie] do plaszczyzny wxz:

M]_y — Rixh = C,chxh.

Przy przesunigciu fundamentu wzdluz osi z otrzymamy reakcje Ri., ktéra
jest réwniez proporcjonalna do przesuniecia i do powierzehni podeszwy F:

Rj[z = Cze.

Moment reakcji wzgledem osi Yy rOwna sie zeru. Przy obrocie fundamentu
nackolo osi y 0 pewien kat ¢ otrzymamy nastepujgce reakeje: przy prze-
sunigciu podeszwy wzdluz osi & oraz wzdhuz osi 2, reakeje przy obrocie
podeszwy naokolo osi przechodzacej przez Srodek cigzkosei podeszwy i mo-
ment reakeji statycznej, powstaly wskutek przesunigcia sie prostej dzia-
lania tej reakeji. .
Przesunigcie podeszwy wzdtuz osi @ wynosi he 1 powstala reakeja

Rz = C.Fhyp.
Jej moment wzgledem osi y
M2y _ R2xh — Cthz(p.
Przesunigcie podeszwy wzdhuz osi z jest rze;dd ¢* 1 jako matle zostanie
pominigte. Moment oporu przy obrocie podeszwy o kat ¢ wynosi
| Msy = Cylp,
gdzie Cy oznacza wspblczynnik proporcjonalnogci, I moment bezwiladno-
Sci podeszwy wzgledem osi przechodzacej przez Srodek ciezkosei podeszwy

i rownoleglej do osi . _
Moment reakeji statycznej G wzgledem osi y wymosi

Mg =— Ghyp.

- Wspblezynniki Ci, C; i Cyp zalezg od wymiaréw podeszwy oraz od pod-
foza. WartoSciami liczbowymi nie bedziemy sie zajmowali. Uklad réwnan
drgan wiasnych fundamentu jest przy uwzglednieniu powyzszych sit i mo-
mentéw nastepujacy:

- M£+Cxe+Cthm#0,

1, + Cplp+ CoFh?p— Ghg - C Fxrth = 0,
gdzie M jest masy fundamentu wraz z silnikiem, a Iy momentem beiwlad-

nosci calej bryly wzgledem osi y. Sa to réwnania liniowe, z ktérych po
rozwigzaniu otrzymujemy trzy czestoSei wilasne drgan fundamentu.
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Rozwazymy drgania wymuszone w czasie rozruchu silnika wirniko-
wego. Oznaczamy masg wirnika przez m, za$ przez e maly mimoérod po-
chodzacy od niewywazenia wirnika, -

W czasie rozruchu otrzymamy sily dziatajace na wirnik

) dw
Fi=mew® i Fo=—=me 3;»
gdzie o jest predkoscig katowa wirnika.
Sity F, i F, zredukowane do $rodka masy M daja rzuty:
na 0 x
W, =TF,cosa— Fysin a,
na of y
Wy=F sina+ F,cosa

oraz moment wzgledem osi y

My=—Flcosa-+ Fy(e+1lsina),
gdzie

aszdt,
by

za$ | jest odleglodeia $rodka masy M od osi wirnika,
Ukdad réwnan drgan wymuszonych jest nastepujacy:

I M3z 4 CyFx 4 C. Fhe = mew® cos a — me Z—?sin a,

{1) 1Mz +C}Fz='mew”'sina+me(2—?cos a,

Iy + @(Cypl - CyFh* — Gh) + C, Fha =

== — meln? cosa+me%5;—— {e-+1lsina).

Uktad réwnan (1) mozina napisaé w postaci

d’?-l—'alx+b1cp——“A(w2cosa—%sin a),

dew

{2) 1}3+C&2€P+b2x:B(dﬁsina—wgcosa)-i—Bldt,

dt

Z‘—I—cz:A(wzsina-!— %Ctgcos a),
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FCx FhC, __FC,
CL1= M ] b1: M ) C“"M*)
C,I1+C.Fh*— Gh C. Fh
ag =5 H b2 T 3
I)’ I)’
@ mel me?
Tme
A= B=T0 Bi==

Dwa pierwsze réwnania ukladu (2) sg powiazane, a doprowadzamy je
do postaci rozlgcznej przez podstawienie :
' b, b,

4) - re=—ly + ——t—9, =utv,
@ pi—a Py—ay ¢

gdzie p? 1 p] s pierwiastkami réwnania

(5) al - pu b] == .

2

_bz a4G—p

Przy naszych zalozeniach réwnanie (5) posiada zawsze dwa pierwiast—
ki na p? dodatnie,
Réwnania na 4 i v majg postaé

{14 plu— A wzcosa—d—wsina +
i m,

dt
' Glgfdo, do
(6) I +‘m;[B(dt sina— @ cosou)—l—BJ dt]’
“ A dw
9., __ ‘L g __ G . _
lv—l—p2v m (m cos ¢ — o-sin a)
m [B(dt sina—aw cosa) +Bldt_]*
gdzie
b b by(p; — p})
{7 —— =t ——— o= 2 S
BT e BT g ™M T i) )

Réwnania (6) sg tego samego typu, & mianowicie

(8) ﬁﬁ—l—kgw:K(wzcosa—(;—?sina) —f—N%.

Trzecie réwnanie ukladu (2) jest réwniez tego samego typu. Z tego
wyciagamy wniosek, ze badanie drgan fundamentu przy przyjetych zalo-
zeniach mozna sprowadzi¢ do badania drgan uktadu o jednym stopniu
swobody. Réwnanie drgan ma postaé (8) i rozwiszania ukladu (2) otrzy-
mamy po rozwigzaniu tego réwnania.

Ograniczmy sie do badania réwnania (8).
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Réwnania (6) oraz trzecle rownanie ukladu (2) nalezy rozwigzaé przy
nastepujacych warunkach poczatkowych:

t, =0, u==1 == 0, p=0=1, z==2Z=0,

Przy tych warunkach rozwigzaniem réwnania (8) jest funkcja
¢

1 . dw dew
:?jsm kit —7) [K (602'303 a— g sin a) +Ndr] dr
8

Obliczanie catki po prawej stronie, gdy o jest zmienne w czasie, jest
trudne. Przy szczegéinej postaci w, np. w=-¢t, gdzie ¢=const, catka po
prawej stronie sprowadza sie do catki Fresnela. Przypadek w==¢t
jest czesto stosowany w praktyce. Jest to rozruch jednostajnie przyépie-
szony. W czasie, gdy o przyjmuje wartosé czestoscl wlasnej, nastepuje
wzrost amplitudy. Jest to przejscie przez rezonans, '

W ogélnym przypadku, tj. przy dowolnej funkcji w(t), mozna stoso-
waé metody przyblizone, obarczajac rozwigzanie wickszym lub mniej-
szym bledem. Oszacowanie tego biledu wymaga czesto wiekszego wkiadu
pracy niz samo rozwigzanie.

Omoéwimy metode pozwalajgcg na otrzymanie rozwigzania w postaci
przyblizonej z bledem dowolnie matym i latwym do oszacowania.

Rozwigzanie réwnania (8) szukamy w postaci

(9) W= 2 cos oY sin a -+ w,.

Po obliczeniu pierwszej i-drugie] pochodnej i wstawieniu wynikéw do
réwnania (8} otrzymamy réwnanie

(10) HZcosa—32Lasine—xasina—axalcosa-ysina-+24acosat

+yacosa—ya’sina + W, +k?xcos a |- k2y sin a -+ kiw,—

dt

Po pordwnaniu wspolczynnikéow przy coso i sine ofrzymamy frzy
rownania

:K(wgcosa—dﬂsina) -I—NCCITC;.

+kr—ax 4+ 23}& + ya = Kw?,

dw

(11) l G kiy—aty—23i—axi——K %
dt ”

W, +k*w, =N -
Uktad (11) nalezy rozvvlqzac przy naste;pu;;qcych warunkach poczgtko-

wych dla t=0: x =& =y =9 = w,— W, = 0. Przy tych warunkach po-.
poczatkowych trzecie réwnanie ma rozwigzanie

(12) wy= N f wcosk(t——r)dr.
8
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- Dwa plerwsze réwnania mozna napisaé w postaci jednego réwnania wpro-
"~ wadzajgc funkcje zmiennej zespolonej. N

Pomnézmy drugie réwnanie przez i=]/:1 i dodajmy je do réwna-
nania plerwszego:

Z+ig—a(xtiy)—2a(i—g)—a(zi—y) Fk¥x +iy) = Kcua———iK%
Po podstawieniu z==x+1iy i ¢ =w otrzymamy jedno réwnanie
de dew
— 2t g a__ ;o
(13) Z 2wtz—!—z(k w® %dt) K(m Edt)

Réwnanie (13) jest rownaniem liniowym o wspélezynnikach ciggtych.
Rozwiazanie tego réwnania razem z rozwiazaniem (12) daje rozwigzanie
. rdwnania (8).

Rownanie (13) jest rownowazne rownaniu calkowemu

(14) +f [t—s (kgﬁmhl—'ic; )—21@} ds = fK 2t — 5} — iw]ds.

Jest to rownanie tfypu Voltera. Ogélna postaé réwnania tego typu

+ jest nastepujaca:
t

(15) ’ z(t)—}—;th(t, s)z(s) ds = $(1).

1]

W naszym przypadku A=—1 i mamy

K(t,s):(t—s)(kz—wzi%)—zm,

(18)
fK (t— s) — iw]ds.

Oznaczymy przez e, i @, maksymalne wartodei w i & w przedziale [0, T].
Jadro K(t, 5) oraz wyraz swobodny f (t) sg ograniczone i po oszacowaniu

otrzymamy
. Py o
iK(t,s)Kng]/H —% dla w2 > k2,
17 @
an - Kt < Tk )/ 1445 dla of <K,
o aTz
[F(t)] < Ko, T 1/ 1+

Oznaczymy kres gbérny funkcji |K(t, s)| w rozwazanym przedziale
przez M, za$ kres dolny |f (t)] przez m. Nieréwnosci (17) okreflajg M i m,
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Rozwigzanie réwnania (15) wyznaczamy w postaci'szefe'gu: T T
{18) 2(t) = z4(t) 4 Az, (t) + A z,(t) +

Wstawimy szereg (18) do réwnania (15) i pordwnamy wspolezynniki
przy tych samych potegach 4. Otrzymamy wzory okredlajace poszczegbl-
ne funkcje z,, 24, 2s, ..

zo(t) — f(t)a
¢
20 =— [ z(s) K(t,5)ds,
0
{19
@) Zy(t) =~ f 2, (s) K(t, s) ds,
0
t
Zn(t) = — f Zu_1(8) K (t,8) ds.
¢

Dowolny wyraz szeregu (18) mozna oszacowal korzystajac z nierdw-
nosei (17):

Mﬂ tﬂ

{20) |2, (t)]| <<m

Jezeli w szeregu (18) opudcimy wyrazy o wskasnikach wyiszych od n, to
suma opuszczonych wyrazow jest ogr-aniczo-na i spelnia nieréwnoéé:

oo

> t)| ‘m PRy

v—n+4t o=n+1

(21)

Szereg wystepujacy po prawe] stronie nieréwnodei (21) jest czedciy roz-
winigeia funkeji me¥* na szereg potegowy Maclaurina. Poréwnujac
reszte tego szeregu z szeregiem (21) otrzymamy nierdéwnosé:

22) ‘ 2 (MZt)v

o=n+1

< (M).t s @Ml
('n,—l— 1)!

(0 <@ < 1).

Nieréwnosé (22) pozwala na oszacowanie bledu przy uwzglednieniu n wy-
razéw w szeregu (18). Blad ten zalezy od liczh wy, K, T i @&, Otrzymane
rozwigzanie (18) nalezy rozbi¢ na cze$é rzeczywists i cze§é urojong i pod-
stawi¢ do wzoru (9), ktéry podaje rozwigzanie réwnania (8).

Zastosujemy opisang metode przyjmujgc funkcije w(t) w po.stam w(t) =
= gt, gdzie ¢ = const.
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Rit,s) = (¢ — ) (K — & $* — ie) — Bies,
3

§(&)— [ K|e®s?(t — s) - ies] ds.
a

© Kres gorny |f(t)] w rozpatrywanym przedziale wynosi

3 44
_ m=Ket2]/1+E—4£,

za$ kres gérny |K(t, s)| wynosi-

4
M: tzsz Vl + _E_-é?é.
Suma wyrazow ¢ wskaznikach wiekszych niz n wynosi

oo

( — 1 n+1

e ] t482 ’/11___“_) n
2 44 i . 4
) zﬂ(t)lagxgtz]/w L £t o W

o=n+1 4 (n+ 1) !

Przypustmy, ze obliczamy amplitﬁde w chwili przejicia przez rezonans,
tj. w czasie, gdy w(t)=k. W naszym przypadku st=k, czyli t=k/e.
Po wstawieniu do {24) otrzymamy

(k4 ) + 42 )n-+1
e/ eV TR Gy
(25) Z éK?]/l—!— i 1) e .
Qbliczymy kolejno wyrazy szeregu {18):

t? [ et®
zﬂzKL(g—-—i),

(24)

216

b, g EU[EE_ et'(kP—5ie)  tX(Tie—K?)
Rl EET 180 B VR

2 —K?—z- e’ tio e t%(425 i - 43k®) | et®(k*'+-308%—biek”)

(26) * 7 21336132 45.24-28-15 28-24-15

| P(TTie® — 18K2e — ')

2430 ’
s STHM SR 2Tis—k | 1

'zﬁ*K_z"[m,ﬁ-w“L 91 (4,42-104 + 4’5.105)+

60 ST VTS I T R 2.10°°

8110 /284 e—K? | 1\ | et (19ig —K° e t%(15ie —k*2)
A e 5

7,2-10%




Blad jaki popelimy opuszczajge wyrazy o wskaznikach wyzszych za-
lezeé bedzie od wartosci & i k*. Przyjmiemy

_ 1 s 1
e=100—",  K*=80 .

Wstawiajac te wartosci do (25) otfzymamy

s

3.

=4

< K. 0,08.

Funkcje 2y, 25, 2: 1 2, dla tych wartosei & i k* wynoszg
z, = K(0,055 — 0,405 1), 2, = K{0,214 — 0,19 ),
z,=K{(—0,014 4+ 0,002841i), =z, — K(—0,00106 + 0,000135 z)
Przyblizona wartos¢ amplitud-y wynosi
lz®l=|zy+2, T 2 +2/=K-0,84.
Blad wynosi 0,08/0,84 = 0,095, a w procentach 9.5%o.
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Peszwme

KOJEBAHNMA OVHIAMEHTOB BO BPEMSA 3AIYCKA POTATUBHBIX
NBUTATENEN

B pabore maeTcA METOH peLIeHyd BAaXHOTO CJywas yHPyIrmX xosneba-
Hmi, KoIeBaHMiT TepeMenHOM YACTOTE], BEIHYXAAIONICH CHILL

MeTon OCHOBBIBAETCH HA JEITEIPANBHBIX YPaBHEHMIX B NPUMEHEHMH
K KOMIVIEKCHO} ITepeMeHHoi (yEKmm. ABTOp cBOmMr Kouebanmsa QyH-
Ji@MEHTOB TIPM 3aTyCcKe POTATMBHEIX ABUFATENEN K KojeDamyam CreTeMbl
¢ OMOI CTEeHBI0 CBODORBL M NpUMeHHeT OBCY’KEAeMBIi MeTOf B ABYX
CyIafgx 3aIyCEd.
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Summary

- VIBRATION OF TURBINE FOUNDATIONS DURING THE PROCESS OF
TURBINE STARTING

A method proposed for the solution of an 1mportant case of elastic
“vibration with varying frequency of the vibration exciting force. This
~method is based on integral equations for functions of the complex
“ variable. The vibration of the foundation during the process of starting
a turbine is reduced to that of a system of one degree of freedom. The
method described is used for two different cases of starting a turbine.

Prace zostala zlofona w Redakcjt dnie 5 kwietnie 1957 r.






