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N A R R D e, 4}

Tematem pracy jest obliczenie statecznosci plyty wzmocnionej zebra-
mi o ksztalcie réwnoramiennego tréjkata prostokatnego. W czeSci pierw-
szej rozpatrzono plyte tréjkatng wzmocniong zebrem rownoleglym do
jednej z przyprostokatnych, w drugiej natomiast ptyty tréjkaine wzmoc-
nione zebrami przy ich szezegélnym rozmieszczeniu.

Prace oparto na sposobie obliczenia ptyty trojkgtnej podanej w ksigz-
ce S. Timoszenki, [1], na rozwigzaniach dotyczacych drgan swobod-
nych i wyboczenia plyty trojkatne], uzyskanych przez Z. Kgczkow-
skiego, [2], oraz na rozwigzaniach W. Nowackiego i A, Kac-
nera wodnoszacych sig do ptyt prostokatnych wrzmocnionych Zebrami,

131114}

1. Statecznosé plyty tréjkatnej wzmocnionej Zebrem réwnoleglym
do jednej z przyprostokatnych

Dana jest ptyta tréjkatna izotropowa na brzegach swobodnie podparta,
spoczywajaca na sprezystym podiozu, wzmocniona zebrem réwnolegtym
do jednego z przyprostokatnych bokéw, obcigzona sitami normalnymi do
brzegéw réwnomiernie roziozonymi wzdiuz bokow plyty o natezeniu N
mniejszymi od krytycznego N, Z.ebro wzmacniajgce plyte umieszczone
symetrycznie wzgledem plaszozyzny srodkowej ptyty obciazone jest sita S
réowniez mniejsza ibd krytycznej Si.. Piyta majdujgca sie w takim stanie
obcigzenia wykonuje drgania swobodne.

Celem niniejszej pracy jest obliczenie czestotliwodei drgan wlasnych
ustroju (ptyty wzmocnionej zebrem), sity krytycznej Sciskajgcej Zebro
oraz obcigzenia krytycznego silami normalnymi do brzegow (rys. la).

Plyta i zebro wzmacniajgce drgaja z jednakowy czestotliwoscig, THW-
niez wychylenia ich sa jednakowe. Chwilowy impuls nadaje plycie drga-
nia, a rownoczesnie powoduje drgania zebra wskutek wzajemnego oddzia-
lywamia na siebie obu elementéw rozwazanego ustroju.

Oddzialywanie to moina przedstawi¢ jako sily pionowe bedgee funk-
cja zmienne] x i oznaczyé przez p(x). Zaklada sie przy tym, Ze migdzy
pretem i plyta nie powstajg sily styczne. Plyta znajduje sie zatem pod
obcigzeniem sil p(x) na prostej y==7, a pret jest zginany obcigzeniem
— p{x) (rys. 1b 1 1¢), :
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Powierzchnie amplitud drgan piyty iréjkginej swobodnie podparte]
na wszystkich trzech bokach okreslimy jako potowe powierzchnd amplitud
drgan plyty kwadratowej drgajace] antysymetrycznie wzgledem prze-
katnej.

I I T

Rys. 1

Powierzchnia amplitud drgan swebodnych plyty kwadratowej o boku a,
swobodnie podpariej na obwodzie, spoczywajgcej na podiozu sprezystym
jest obcigZona na powierzchni obciazgniem

p(:c,y'):zl1 2 Prun SIN G T SN 0 Y
n n
oraz Sciskana réwnomiernie na obwodzie silami N, moze byé przedsta-
wiona w postaci ' '

(1.1) wlx,y)= E S E”m sinemxsina,y,
mn
m n

gdzie _
Aun = D(c2, + 02— N(a2+ a2) + K — poo®
oraz gdzie an==mnfu.

‘We wzorach tych D oznacza sztywnoéé walcowy plyty, K wspéiczynnik
sprezystoéci podloZa, g mase plyty na jednostke powierzehni oraz « cze-
stogé drgan wiasnych. '

Przy obcigzeniu dwiema silami P= 1+ 1 dzialajagcymi aniysymetrycz-
nie wzgledem przekatnej (rys. 2), tj. sila +1 w punkcie (& ,%,), zas silg —1
w punkcie (a—#, a— &), amplitude drgan (1.1) okredla funkcja

4 = =
wylx, Yy = o Z Z Isin am & 8in an g — (— 1)+ sin o, € sin an p] ¥
m o )

sinapxsine.y -

s
Amn
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kidéra réwnoczesnie jest powlerzchnia amplitud drgan "swobodhych plyty
w ksztalcie rownoramiennego trojkata prostokatnego o przyprostekatnej a
swobodnie podparte] na obwodzie, : ,

Jedli sity wrzajemnego oddzialywania plyty tréjkatnej i preta wzdhuz
proste] Yy =rn roztozyé w szereg trygonometryczny

(1.2) p(5)=2pk sina, &, ] [
%

m— .
/N
: ‘\ Iy
gdzie 7 . Ll
=1L ]
' kn B=+1]\ |
Op = —7 I S | o
a . ) RN R
1Y | 2
: i o) N\
oraz o = ng e
' &= | ¢
(k=1,2,3,..), Rys. 2

to amplituda drgan piyiy tréj‘katnej obcigZonej zgodnie z (1.2) moze by(;:
okreslona nastepujgceo:

a’

ﬁ(w,y)=fp(§)wo(m,y)d§=

[
¢ vy ; . sin ay; x sin
m? Z Z 2 D [Amk S oy 1 — (_ 1)m+n Anp Sin am 73] 1 amd : On Y ,
. k m ) mn
gdzie
o . (—1)* a,sin xmn
Anj = f $in ;i € sin o S0 = ——
as ~—a
0 : "o k
Funkcje t¢ mozemy przedstawié¢ w postaci
(1-3) E(CL‘, y)EZ szﬂ- Sinamxsjn aﬂy’
mn
. m "

gdzie

- 4 ) =) . oo
Pinn = F [Sln an’ﬂ'Z Amk pk —_— (_,,,I)ﬂl+n sin Um Y Z Ank pk] .
k k

Z drugiej strony krzywa amplitud drgah swohod!nych preta o sztyw-
nofci EI i masie ¢ na jednostke dlugosci, obcigzonego prostopadle do osi
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Sﬂaml—’p(f) i $ciskanego silé:_ o.swwa, S, moze by¢ okreslona za pomoca po-
“ . jedynczego szeregu trygomometrycznego

' e < P
(1.4} v(x) == Z A, sina x,
gdzie
r=Elat—Sa?—pu w?, a;:%, a’ = xa (r=1,2,3,..).

Wzdtuz proste] y=#  powinno byé
w(x,n) = v(x),
a wigce na podstawie (1.3) 1 (1.4)
\ Pmn . ; _ b
(1.5) Zmei51nann51naf:zx~—z-A—rsm o, .

oo
m n

Mnozge (1.5) obustronnie przez sin a, x i catkujac w granicach od x=20
do x=0a" otrzymamy

oo oo &

2 D A A 0N ="

m n
lub

8 vy o sin a ,
(1'6) E: + ;E Z Z 2 A, Tnfn‘ {Amk SN apn—
R oom n
— (—1y"+" Ausin amy] = 0 (r=1,2,3,..).

Wprowadzimy oznaczenie

8 32 sin \ : .
Frk == ;&3 Z Z Amr A a‘ 24 U [Amk Sinapy— (_1)m+ﬂAnk SIN oy ')’]]
- mn

e n

1 zapiszemy warunek (1.6) krécej:
Py —0.
(1.7) Ar + kz‘ Pr Frk 0.

Uklad réwnan jednorodnych (1.7j posiada rozwigzania niezerowe, jesli
jego wyznacznik réwna sie zeru. Przyréwnanie do zera wyznacznika ukia-
du (1.7) daje warunek, % ktérego moze byé wyznaczona poszukiwana eze-
stos¢ drgafh wiasnych ukladu, tj. ptyty tréjkatnej wzmocnionej zebrem.

Przy pewmnej kryiyczne] wartosci sity S Sciskajgcej Zebro lub przy
pewnej wartosci krytycznej obcigzenia N plyta wyprowadzona z poloze-
nia réwnowagi nie bedzie wykonywaé drgan, lecz wyboczy. si¢. Sile kry-
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tyczng Sy, lub obcigzenie krytyczne N, obliczy¢ moina z przyréWhania
do zera wyznacznika ukladu (1.7), w ktérym wobec @ == 0 nalezy przyjac

4, =E1a‘§ —Sa’?
A_ﬂlﬂ. ( L3 + az)z N(a?ﬂ -E_ a?;) + K "

Warunek p,==0 we wzorze (1.7) oznacza brak oddziatlywania zebra na
plyte. Zebro wykonuje drgania niezaleznie od plyty. Jesli przyija¢ we
wzorze (1.7), #e p, — 0, to otrzymamy przypadek drgah plyty tréjkatnej
znajdujacej si¢ pod obcigZeniem zewngtrznym, rozpatrzony w pracy
7. Kaczkowskiego, [2]. '

. 2. Pierwszy przypadek wzmoenienia Zcbrami plyly trdjkatnej

Dana jest ptyta w ksztalcle tréjkata prostokgtnego réownoramiennego
swobodnie podparta na irzech bokach, wzmocniona dwoma zebrami pro-
stopadiymi do siebie a réwnolegtymi do bokéw przyprostokatmych i zbie-
gajacymi sie na przeciwprostokgtnej. Zebra wzmacniajace sg obcigzone
sitami S. Nalezy wyznaczyé site krytyczng (rys. 3).

Rys. 3

W celu rozwigzania ‘naszego zadania rozpatrzmy plyte kwadratows
wzmocniong dwoma zebrami przecinajgcymi sig na przekatnej, ktérej na-,
dano taki impuls, ze odpowiadajgce sobie punkty plyly i zeber polozone
symetrycznie wzgledem przekatnej wychylaja sie w przeciwnych kierun-
kach o jednakowe wielkosci. Ugigcie plyty i zeber na przekatnej jest row-
ne zeru. Ugiecia zeber I-1 i I1-11 sg jednakowe co do bezwzgledne] wartosci,
lecz o mznakach przeciwnych. Po oddzieleniu plyty od zeber ich wzajemne
oddzialywanie przedstawia sie jako obcigzemie ciagle, a wzajemme oddzia-
lywanie zeber w punkcie przecigeia sig na przekatnej zastaplono sitg P
(rys. 4). Funkcje okreslajace powyzsze obcigzenia wyrazono nastepujacymi
szeregami trygoriometrycznymi:
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- oddzialywanie zebra II-II

pyle,y)=—— 2 2 Pn sin amé'sin.amacsin ony;

m=1 n=1

= &)

oddziatywanie zebra I-I

o sa

2 . . . )
‘px(ﬂ?; y) :_a_ 2 Z P Sin a, £ 8in a,, x 8in Un Y,

m=1 np=1

oddzialywanie zeber I-I i II-II
p(®, y) = pe(e, 1) +py (x, y) .

\\’-«—
hﬂ'

o
=™

Amplitude drgan przy' obcigzeniu p(x, ) okresla funkcja

2 Ecc:l 3 o SIN @y & — n SN am &
p p sin a;}; X Sln O:n y,

wx,y)=—
(x,y) - o

m=1 p=1

gdzie
Amn = D(al + 02)* — N (a2 - ol) — po’

Amplitudy wzdtuz proste; y == ¢ sg nastepujgce:

2 - i3 i T Mn i n i :
(2.1) w(m,§)=€22 (pre5in an & IZI,::na E)sman; sinamx.

m=1 n—1

Oddziatywanie plyty i sity P na zebro I-I wynosi odpowiednio

Pz(x) _ Z PmSinay x,

m=1

2P & . ]
7 Qx(-r)z72.smam53mamx,.

fe=1
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a krzywa amplitud zebra I-I okreslona jest réwnaniem

2P . .
oo pm_"_;&namf

(22) w (3:') =— 2 sin am
dzi m=1 A :

gdzie

(2 3) . Am—-EIG’. ——-Sa2 - [ @

W punlkcie x = & wychylenia Zebra sa réwne zeru, ponadto wychylenia
7ebra sg rowne wychyleniom plyty wzdiuz y=¢&. Stad z przyréwnania
wyrazenia (2.2) dla x=¢£ do zera oraz z preyréwnamia (2.1) i (2.2) otrzy-
mano warunki zgodnoéci odksztaicen:

2p sin? am & sinanf £
4 - 0 ]
(2 ) a = Am +m2+_; Am
2P sinam & 1 g_ sin® o, & PaSingn§
{2.5) a Am pfﬂ (Aﬁl + a ’Z Amn ) Sln Gm 62 Amrz 0'
Wprowadzimy oznaczenia: '
2P Sln am E Sin2 28] E _
(2.6) =P, Z 7, — Co="Co,
gdzie
' (2.7) C. = i‘ sin®omé
' ¢ . Aﬂl ’
m=2
1 2 = Sin2 [277) E 2 Sinz am'E
2.8 —_—— —_— =
( ) A ( a Ama a Amm
=1
='—‘}* ijGm_l_ 2 Slr; amg_émi
m _ m
gdzie 7
1 2 & sin®
Gn=——7"—""_- '—“%é .

Am a ! Amn

H—=
Zwigzki (2.4) oraz (2.5) moga byé potraktowane jako nieskonczony uktad
réownan o macierzy:

mﬂnaalé'__c siny € sin g, &
44 ¢ A4 Ay
sing, & “——.~1——C 2 sina, £sin og &
(2.9) Ay 4, ' a Ay
sina, & 2 sineyésing £ -—L«—C
Ay a C Ay Ay 2




Poszukiwang czestotliwosé drgan wlasnych rozwazanego ustroju wyzna-
czy¢ mozna przyréwnujgc do zera wyznacznik ukladu réwnah o macierzy
(2.9). Warlos¢ sity krytycznej S, przy ktérej nastgpuje wyboczenie ebra,
otrzymuje si¢ z powyisze] macierzy, jesli podstawimy w =0 oraz jesli
przyrownamy wyznacznik do zera.

Dla ckreslenia przyblizonej wartosci sity krytycznej przyjeto naste-
pujacy warunek:

sin?q, & sin ay &
——c__c, e S0
4, 4
(2.10) =0,
s a & 1
4, 4,

Wielko$¢ C, wyraza sie zgodnie ze wzorem (2.7) nastepujacg suma przy
zatozeniu w —=(:

— Sina, £ a* 4y sinfa,é 1
: Cpe= N EROmE_ 4 : :
(2 11) e mZ:l; drn -7164 El m;;g mz m2 —B
gdzie
‘ a?®
B= S

Ulamek znajdujgcy sie pod znakiem sumy 1/(m?*— B) mozna wyrazi¢ sze-
regiem potegowym, ktéry otrzymuje sie wykonujac zwylkle dzielenie:
1

1 1 . 1 . B
T B m T B B = Y
k=0 "'

o

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do wzoru (2.11) otrzymamy
. R @ o

(2.12) Cym—= o Eé‘ a, B¥
Jo—=t

gdzie

Szereg wystepujacy w (2.12) ze wzgledow prakiycznych wyrazono w po-
staci ufamka, ktérego mianownik stanowi szereg polegowy

D, Bt = % ~
h=( 2 bk Bk

k=0
Wspétczynniki szeregu wystepujgcego w mianowniku otrzymuje sie row-
niez wykonujac dzielenie przez wielomian. Okazuje sie, ze dla wartosci
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aD/EI << 1,5 (B << 10), a z takim mamy tu do czynienia, szereg ten z wy-
starczajacg dokladnoécig dla obliczen praktyeznych mozna zastapic dwo-
ma wyrazami. Przyjmujemy wigc

at 1
(2:13) Co~ 351 5.T5.5"
Wartodei C, wyliczone ze wzoru (2.13) réznig sie od wartosel dokladnych
(2.12) o 3%, a roznica ta jest tym mniejsza, im mniejszy jest stosunek
aD/EI. Stad ze wzoru (2.10) po uwzglednieniu (2.13) oraz (2.3) przy
w=0 mamy
B

—+E1 (b + Sby s

. it 7
)smgalé‘%—EI?—S?:O.
Wzér na wartos¢ sity krytycznej powodujacej wyboczenie rozpatry-
wanego ustroju jest nastepujacy:
Eln® 1-+b,sin®a, &, a® 1 1

(2.14) Shr = a®* 1—b;sinad ¢ #? C 1—b,sin*a,é’

gdzie C, obliczymy z (2.8) dla m=1.

W przypadku gdy odcinek & stanowi pewna wielokrotnosé boku piyty,
tj. gdy &fa=l/r, gdzie r=2,3,4,5,... dla m/r=k=1,2,3, .., mamy
singn£=0.

Wéwezas wyznacznik (2.9) przyjmie postat

G, f1 fs v et 0 fuma
fi. Gy fie o Fim—y 0 figmrny
fo o fn G, o Fame 0 fopmsy
wel Lp et .
fo-t Ffm-n1 Fm—v2 - Gu-nw—y 0 fu—yimen
0 0 0 - 0 Gn 0
fmet Fomeap f(m +12 Funs ) tm—1) 0 a(mn)tm-r-m

gdzie Gy 1 G okreslajg wzory (2.6) 1 (2.8) oraz gdzie

frue sin am & 2 sinamésineaé
m= -

’ fmn =
Am a Amn

W m-tej kolumnie i w m-tym szeregu wszystkie wyrazy poza wyrazem
ma przekatnej sa rowne zeru,

Obliczony wyznacznik stanowi iloczyn wyrazu G przez odpowiadajacy
mu podwyznacznik |W,,|. Poniewaz zad§ w tym przypadku Gp=Gn, 7a-
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tem W=Gn|W,[=0, a stad G,,==0 lub |W,|=—=0 w przypadku gdy
mir=k,

Rozwiazanie réwnania |W,|=0 dla @ =0 daje najmniejszg wartosé
sity krytycznej, gdy wyboczenie pretéw i plyty ma postaé przedstawiona
na rys. 4. Rozwigzaunie i wynik jest taki sam jak podano wyzej [wzor
(2.14)].

7 réwnania G, =0 mozna wyznaczyé wartodci sity krytycznej wyz-
szego rzedu wywolujgce wyboczenia przedstawione na rys. 5. Rownanie
to ma postaé '

1 32‘2 sin® @, & —0
Eld, —Sdy, —mo® " o & Dl +iF — N(@, T ) —pa? O

przy czym w =0, &=k(a/m) oraz

so in2le T —1
g ma'El o' D Z sintke oy @
@ m? 2a N o
/ a e (m2+n2)2____D_‘ %(m2+n2)

Przyklad 1. Obliczenie wartosci sity krytycznej wyboczajacej zebro,
wzraacniajace plyte prey £=~=a/3 1 N=0. ‘
. Najmniejsza wartos¢ sily krytyeznej obli-
czona na podstawie wzoru (2.14) wynosi
Elz® e T
Sk’H(—Oﬁéa—)Q -+ 3,33 a D.

ey

Przyklad 2. Rozpalrzymy  przypadek
i dwoch prostopadlych zeber przecinajacych
3 sig w érodku przekatnej, gdy &—=a/2.
Hys. 5 W danym przypadku postepujac jak wy-
' ze] zauwazymy, Zze warunki zgodnosci od-
ksztalcen (2.4) i (2.5) upraszezajg sie do nastepujgcego réwnania otrzy-
manego z (2.5): :
1 2 O sinfa,é .
(2.15) Y A nzé‘s_._ a0

Poniewaz posta¢ wyboczenia zeber wzmacniajacych o rozpigtosel o jest
antysymetryczna,. ugiecia ich w srodku rozpigtosei sa réwne zeru. Nie wy- -
- stepuje tez sita wzajemnego oddzialywania miedzy zebrami (P =10). Ob-
cigzenia plyty wynikajace z oddzialywania zcber sg antysymetryczne i po-
woduja antysymetryczng postaé odksztalcenia plyty (stad wynika np.,
ze obcigzenie p,(x, y) hie powoduje ugiecia wzdluz y=—=a/2, tj. wzdiuz
zebra poziomego). Ce ' ‘ :
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Da m=21i N==0 wyrazenie (2.15) przyjmie postaé

==

{2.16) — 1 _ 2 Z L
Elo} —Se¢ —u, 0* Dn* e (224 n?)?—A°
gdzie
at .
A= ke

W powyzszym réwnaniu wielkoScia nie zhang jest czestotliwosé drgan
whasnych ustroju o, ktdre] wyznaczenie jest naszym zadandem. Sume sze-
Tegu wystepujacego po prawej stronie obliczono podobnie jak sume sze-
regu (2.11) ograniczajac wynik réwniez do kilku wyrazéw:

< 1 1
u=123’; (4+n®2—A  20,9—0,7124 — 0,003784%"

Przy mtozeniu w =0 powyisza suma wynosi dla me=2

oo =25

% shmm—mm 1

Z S +n Z (4+n2)z Bm? chmm+1 20,9

n=1,3.5. 1,8,5

Dla obliczenia przybliZone} wartodcl @ preyjeto

b 1 : 1
Z ‘('ziirna)% "7 20,9-0,7124 °

n=—1,8.5,...
Po podstawieniu.- tej wiartosei do ,rownania (2.16) znajdziemy

1 2a® 1

T Elei—Sal—pw*  Da* 20,9—0,7T124

‘7 powyzszego réwnania wyznaczono o dla pierwszego przyblizenia:

Dla obliczenia d&oklsadniejszej przyblizone] warbesci w przytho- wartosé
przyblizong sumy
v 1 o _ 1 o
(4+n?P—A  209—0,7124—0,00378 A%’

n=1,3,5, ...
Po podstawieniu do réwnania (2.16) otrzymano _péwnah-ié dwukwadratowe

@.17) T et beatby==0,
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'g:d‘zié '15'1°:Z'y.jéf0. oznaczenia -
£ ==0,00189 D

24

Bl
2
at 1

9:0:356alu+1u1! 7
. 2 Dan?
7= —Elaj+ 5 —10,45 27

Poszukiwana czestotliwosé drgan wiasnych o jest réwna rzeczywi-
stemu dodatniemu pierwiastkowi powyzszego réwnania. Czestotliwodé
drgan wlasnych o mozna otrzymaé na drodze kolejnych przyblizen, Np.
obliczong wartogé oV z pierwszego przyblizenia nalezy podstawi¢ do réw— _
nania dwu'kwadratowego (2.17) zamiast o wystepujacego w czwartej po-
tedze. _ ‘

Przy wzroscie sity S do wartosei krytycznej nastepuje zanikanie wahan
wzgledem pozycji wyjsciowej, czestotliwosé drgan wlasnych dazy do-
zera 1 hastepuje wyboczenie, Przyimujgc o =0 dla me=2 Z rownania.
(2.15) otrzymano n.a‘sscepu‘ja,cy warunck, z kiérego wyznaczono wartosé
sity krytyczne;j:

ca

1 2a? 1
A T = T -
(2.18) ETa = 5@~ Da ,,=r35-’; eyl
gdzie '
N a?
AI = 'B* "; .

Sume szeregu wystepujacego po prawej sfronie obliczong podobnie jak:
sumge szeregu (2.11) ograniczajac wynik do kilky wyrazow:

& 1 1 1
,1:1;; (4+n%) (d+n%—a, " 20,9_: 3,724, — 0,0376 A -

Po podstawieniu do rownania (2.18) otrzymano warunek

4 ] 2
(2.19) 10,45%’”_ - Elay — Saf— 1,86 N - — 0,0188 %u =0.

Z warunku POWYyiszego wyznaczono site i obcigzenie krytyczne. Sita kry--

tyczna S, Sciskajgca pret i powodujgca wyboczenie calego ustroju wynosi
aa

Dg?’

2 i1
(2.20) Spy == %Zi EI+ 2,61 ﬂi — 0,465 Na — 0,0047 N®

a obciazenie krytyczne N ke dzialajgce w plaszezyinie piyty i powodujace
wyboczenie calego ustroju {pierwsze przyblizenie)
Dx? ]

2
Ny == %ﬁ‘_— BI+562 75 —2,15-".




Dla otrzymania dokladniejszej warto$ci N, nalezy rozwiagzaté réwnanie
dwukwadratowe.

Jedli przyjat we wzorze (2.19) EI==0, to obcigZenie krytyczne dzia-
Iajace w plaszezyznie plyty, powodujace wyboczenie piyty tréjkagtnej wy-
niesie

Dx?

Ny == 5,15—5—,
1)

gdy tymczasem wynik Scisly Ny, = 5Da?/a® (poréwnaj [2], s. 16).

3. Drugi przypadek wzmocnienia zebrami plyty tréjkatnej

Dama jest plyta w ksztalcie tréjkata prostokatnego réwnoramiennego
swobodnie podparta na trzech bokach. Jest ona wzmocniona czlerema ze-
brami rownolegtymi do bokéw przyprostokatnych (rys. 6). Na zebra
wzmacniajace plyte dziatajy sity S. Nalezy wyznaczyé sile krytyczna.

S
. T Al
$ 1/;
p’ B 8
v,
p”
(=] y
“
//
s ) .
i Z H)
Y U T
8 8
¢y

Najpierw rozpatrzono plyte kwadratowsa wzmocniong czterema Zebra-
mi przecinajgeymi sie na przekatnych. Pod wplywem impulsu nastgpito
wychylenie antysymetryczne odpowiadajgcych sobie punktéow plyty i ze-
ber symefrycznie polozonych wzgledem przekatnej, ktorej ugiecie jest
rowrne zeru. Odksztalcenia zeber sg jednakowe i odpowiadajg ugieciom
plyty. Ugiecia zeber przecinajacych sie poza przekgtng wyze] wspom-
niang sg takie same co do wartodei i kierunku. W takim punkcie miedzy
zebrami nie wystepuje wzajemne oddzialywanie. Po oddzieleniu plyty
od zeber ich wzajemne oddzialywanie wyrazono joko obcigzenie ciagle,
a wzajemne oddzialywanie zeber w punktach prizeciecia sie ich na prze-
kgtnej zastgpiono sily P (rys. 7). Obcigzenie dziatajgce na plyte i zebra
oraz site P dzialajgca na zebra przedstawione za pomocg szeregow trygo-
nometrycznych w nastepujacy sposob:
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ohcigzenie ptyty wzdhuz zeber I-11 II-11

(ac y)__; 2 Z PaSinan Esinopx sina,y,

m=1 n=1

— 2 - - L] » -
Py, y),:_a 2 Z P8I0 am £ (—1)*17 sin am & 810 G0 Y5

m=—1 n=1

obcigzenie ptyty wzdluz zeber III-III i IV-IV

5 2 NV Vg« . :
Px(%',y):; 2 2 pnsinesésinanxsinany,

m=1 n=1
Pz, y)=—— 2 2 Pmsin a & — 1)t Psinanxsina, y.
m=1 n=1" ’
by $
N S I o
s #r 1 | ' AW
l 7 7 L) ! T rr-n;/
| | -pix) oAl
e I — I ‘ﬁ{y}///
! I s
- W .S T
i 7 al | 1777
S S (B me——— il e
[}
gjs 8
iy
Rys. T

Amplitude drgan plyty od powyiszego obcigzenia wzdtuz zeber I-1, 1I-I1,
TII-III i IV-IV okresla funkcja : ’

wix, y)__E_ZZ pmsman E;pnsmamé [1— (—1)r+m] Si Gy 2 $i0
mn _

m=1 n=1

gdzie -
Apn=— D(a?n + ai)z — l,LI.(;FJz .

Ugiecia wzdiuz proste] y=§&

2 - mslnanf—pnsmamf
3. —
( 1) a 2:; Z R Amn

X [1—(-—1y*+"] sin a, é sinamx .
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Cbciazenie zebra II-III (y—-é‘) zIozovne z obciazenia ciaglego 1 sﬂy P
okreglatg funkcje . g

2P 1 . .
qx(m):?z sin ap, £5in o x .

=1
Ugigcia zebra od obcigzenia cigglego i od sily P wynosi

r
= Pm— “a sin am £

(3.2) C wlx)= 2 ¥ sin am 2,

pr=1

gdzie
Ap = EIa‘* — 5S¢, — uy, 0.

W punkeie x = & wychylenie Zebra jest réwne zery, ponadto wzdluz y= &
wychylenia zebra s réwne wychyleniom plyty. Stad z przyréwnenia
ugiecia (3.2) dla x = & do zera oraz z warunku réwmnosci ugieé (3. 1) i(3. 2)
otrzymiano warunki zgodnosci odksztatcen. Postepujgc nastepnie podobnie
jak w p. 2 wyznaczono najmniejszg wartosé sity krytycznej powodujqceg
wyboczenie ustroju, Jest ona réwna :

21 1

__Ela® 1+ bysin®a, & a
(3.3) Sk =" 1——blsinﬁa1§+?{2 C, 1—b,sin?q, &'
gdzie

2¢® O sin?anf {1+ (—1)7]

Ci= 7D L (1 +n?)? g

o O sin ‘ané  a* 1
C“ﬂé An " Elnt byt 0, B
W przypadku gdy odcinek & stanowi pewng wielokrotng czeéé hoku plyty
jak w p. 2, wyznaczono wartoéé sity krytycznej wyzszego rzedu:

) n
- sin®k—x

me o - D{ -
< (m2~|—n3)2

Sie="g Bl s ),

—1
[1 — (ﬁ_l)m-;—n}} .
Przykled 3. Obliczymy wartodci sily krytyczme] powodujgcej wybo-
czenia zebra wzmacniajgcego plyte przy & =a/3.
Najmniejsza wartosé sity krytycznej na podstawie wrzoru (3.3) Wynom

Elx D2

Sir =15 532@)a T 1=
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Prazyktad 4. Obliczymy wartodcl sity krytyczne powodujacej wyhbo-
czenie zebra wzmacniajgcego pryte pray E=af2.

Matny wiec przypadek dwoch prostopad-
lych podwéjnych zeber przecinajgcych sig
w §rodku (rys. 8). .

Sita krytycana wynosi na podstawie wzo-
ru (3.3) - :

2 2
s,,r:%ELJr 1,305 D: i

Dla Zebra pojedynczego, gdy I==2I;, mamy

. 477® Da?
Sir="""EI+261—

Rys. 8 [por. (2.20) dla N ==0].

4. Trzeci przypadek wzmocnienia zebrami plyty tréjkatnej

Dana jest plyta w ksztalcle trojkafa prostokatnego réwnoramiennego
swobodnie podparta na trzech bokach oraz wzmocniona zebrami (rys. 9).
Zebra wzmacniajace plyte stanowia belki w jednym koncu swobodnie pod-
parte, w drugim koficu w punkcie ich styku sprezy$cie utwierdzone poza
plyta. Zebra wzmacniajgce plyte sg sciskane sitami S. Nalezy oblczy¢
site krytyczna, przy kiérej nastepuje wyboczenie plyty. '

Rys. 9

Rozpatrzmy najpierw plyte kwadratowsg wzmocniong czlerema zebra~
mi przecinajacymi sie na przekatnych i obcigzonych sitami S, Plycie na-
" dano impuls powodujacy wychylenia punktéw plyty tgcznie z Zebrami,
przy czym przesunigeia odpowiadajacych sobie punktoéw zeber poziomych
i pionowych sg réwne co do wiclkoéci bezwzglednej, a réine co do znaku.

Przy takim stanie wychylen punktéw piyty punkt $rodkowy oraz punk-
ty polofone na przekgtnych plyty pozostajg nieruchome. Wzajemne ad-
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dzialywanie zeber na plyte i ptyty na zebra przedstawiono jako obcigze-
nie ciggle, a wzajemne oddzialywanie krzyzujgcych sie zeber przez sity P
(rys. 10). Obcigzenie ptyly wzdiuz prostych wyrazone podwojnymi szere-
gami trygonometrycznymi w sposéb mastepujacy:
obeiazenie plyty od oddziatywania zeber I-11 II-II (y,=¢&, y,=a—¥§)
— 2 . - . .
Pl y) = Z Pmsin oy Esinanxsina, y,
a
m=1,8,5,... n=1

oo

Belx, )= Z 2 Om —1)" Hsings ésinanxsin o, y;

Rys. 10

obciazenie plyty od oddziatywania zeber III-III i IV-IV (x, =§,

: 2 < - . . .
py(m’y):_g 2 Pusinoan & sinanxsina, y,
m=1 n=1,8,5,...
s 2 S S m+1 g 3 5
(SC ’y) == — ; Z pﬂ(_ 1) SN oy E Sih ;X SIN Oy Y,
m=1 n=1,8,5,.

obciazenie plyty od zeber I-I, IL-IT, OI-III i IV-IV

P(x,'y):% 51 S {pm{l_‘“(—l)"} sin an‘fw

Il
-
Lo
o

I
=
5
o

8

2 - - sina sinamé
wix,y) = Z E P nE—Pn e slnamacsma,,y,
a Amu
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gdzie -
Amn = D(a?n + ﬂi)g —_— I(,sz .

.Amp]ituda wzdluz prostej y, =& wynosi

- <1 (pmsinasé—pusinan é)sinaé
(41) w .TC 5 Z E 2 A Sln gm& .-
i mfl ,8,8,... n=1,8,b..
Obcigzenie zebra I-1 od oddziatywania ptyty okresla funkcja
_15x (x) = — Z P sinaax,
m=1,8,b,...

a od sii skupionych P funkcja

- qx (.’L‘) — Lap Z [1"_ (_'1)”1] Sin O fsin i & .

m=1
Amplituda zebra wynosi

4P
o pm - —(r SN g E

(4.2) wlx)=— . - Sin am X,
ngs, . Aﬂl

gdzie
An=Eldl — Sa?, — .

W punkcie x==§ i x=0— & wychylenia zebra sg réowne zeru, ponadfo
wychylenia zebra s réwne wychyleniom plyty wzdtuz proste] yi==¢§.
Stad z przyréwnania (4.2) (dla x—§) do zera oraz z przyréwnania (4.1)
do '(4 2) otrzymano warunki zgodnosci odksztatcei. Postepujac nastepnié
podobnie jak w p. 2 wyzhaczono najmniejszg wartosé sily krytycznej
powodujacej Wyboczeme ustroju. Jest ona réwna

EIn® 1+ bysin®a, & | o 1 1

(4.3) Sk ="t {—b,sinfa & T @ C, T—b,sin? a é’

gdzie

w—  sin®a,é  sin®a,é
; (1 n)e i)
sin? amfw ot 1

CO: Am o EIC'T;‘L bo‘,"blé'

m=3,5,17, ...

Przyktad 5. Dla £¢=a/3

Elx" Da?
S.’u. m "'!— 9143

gdzie 1=14a/3.
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Zebra wzmacniajace plyte stanowia belki czelclowo zamocowane na
jednej z podpdr poza plyts.
Przyklad 6. Dla £=10a/2 (zebro p\OdWOJne rys. 11)

_ELw Do
(0,6991)2

Skr—

Przy zastosowaniu zebra pojedynczego, gdzie I==2I,, znajdziemy

_Ela® D2

gdzie 1 =a/2.

Zebro wzmaniajace plyte stanowi belke
w jednym koficu swobodnie podparts, a w dru-
gim konhcu przy wierzcholku kata prostego
utwierdzong poza ptyta. ~ Rys. 11
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Peuswome

OBOBO,[I;HBIE KOIEBAHHA ¥ HPOLOJBHBIM H3THB TPEY[‘OJIEHOH
IMIACTHHRN CIOARPEIINIEHHOY PEBPAMHE

B unepsoil dacTH paboThl paccMarTpyMBAETCH TPEYrOJBHAS, MIOTPOTHAL
IIACTHERA, CBODORHC ONEpTad M PACTIOOMKEHHAR Ha YIPYTOM OCHOBATIMI,
TIracrunra TOpKpenieHHas pebpoM, mapannensHBIM K ONHOMY U3 KaTe-
TOB, HAXONHUTCA 0L BIMAHKEM IIPOJOILHLIX CHJI, PACTPENEICHHDLIX PaBHo-
MepPHO BAOJE cTopoH, CrepiRelb [IOJKPEINIAIILMNA IIIACTHHKY, HaXOmUTCH
o7 meifcTemeM cumanl S (puc. la). Brammmoe Boszeficrsue pebpa Ha nia-
CTHHKY 3aMeHAeTCH CIMOLIHOA Harpyskoi plx). Oymxipoo plx, y) BbBIpa-
KOHO JBOMHEIM TPHTCHOMETDMYECKUM PHIOM, HMCIONL3ys GopMylly ald
HATDYSKHM Tpe-yromaﬂof{ TIACTMHKM eRMEraHon canoit. Mexona wa madde-
PEHUMANBHOrO ypaBHeHMA JIJIA TIJIACTHHOK ONpefedAeTcs [IOBEPXHOCTh
aMITIATYE w(X, ) TPEYTONLHEOH ILISCTMHKY, CRMMaeMol 3 Haxopaiehcs
nonR melicreuem Harpysru p(x,y),(1.3). Mz maddepentmantioro ypasHe-
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HMA OIS CHEMMAEMOIo TTPOROJBHBIMY CHNAMI S pebpa w HarpysKon p(x)y
onpegengerca KpuBasd avmmnTyn v{x), (1.4). 7 )

U3 ycsioBMA COIJIACOBAMHOCTH nporuba maactHEKky 1 pebpa (1.5) oy~
usercs ypapHemme (1.7). Pefuemie COCTABIAACT AeTOPMMUHANT CHCTEMBI
ypaBHEHWA, B KOTOpO¥ HEM3BECTHA FACTOTA coberBeHHBIX KoMebamuit @
(macTVHEM ¥ pebpa). Iipesnomaras, <TO w=0, MOXHO W3 IPUBEIEHHOTO
BLIIE ETEPMMHAHTA OIPeeNTh SHaYEHME KPUTHYECKOHR CMUIIBE CHMMAI0-
weit pebpo Sk UM 3HAYCHUE gpuTHyeckroil HarpysKU Nir.

Bo BrOpoil wacTi paboTHI PacCMATPHBAETCH HECKOJLKO HACTHBIX CHy-
qaeR TOAKPEIEHMA TPEYIOJbLHOM MIaCTHHKM pebpom mm pebpami Haxo-
AAIIMMCA TIOJ, JeiicTBUeM CIIL S.

Summary -

FREE VIBRATION AND BUCKLING OF A TRIANGULAR PLATE WITH RIBS

In the first part of this paper, an isotropic triangular plate is con-
sidered. The plate is simply supported on the edges and rests on an elastic
foundation. The stiffening rib is parallel to one of the sides adjacent to
the right angle. The plate is joaded by longitudinal forces uniformly
distributed along the edges. The stiffening bar is loaded by a concentrated
force S Fig. la. The interaction between the plate and the rib is replaced
by a continuous load p(:x).

The load p (x, y) of the plate due to the action of the rib, is expressed
by a double trigonometric series using the expression for a triangular
plate loaded by the unit force, Starting from the differential equation
for plates, the amplitude surface w (x, y) is determined for a compressed
plate loaded additionally by p(x, ¥), Eq. (1.3). The amplitude curve for the
rib » (x), Eq. (1.4)), is determined from the differential equation for the
rib subjected to longitudinal compreésio«n, and the additional load p(x)
expressed by means of a simple trigonometric series.

From the compatibility condition between the plate and the rib, Eq.
'(1.5), the Eq. (1.7) is obtained. Finally, the determinant of a system of
equations is obtained in which the unknown quantity is o— the frequency
of free vibration of the system (plate and rib). Setting w==0, the critical
compressive force S, for the rib or the critical load N, may be found.

In the second part, certain particular cases are examined. These con-
cern a triangular plate with one or more ribs loaded by concentrated
forces. '
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