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1. Wstep

Poddajmy cienka tarcze kolows dzialaniu osiowo-symetrycznego ‘hie-
ustalonego pola temperatury, ktére powstaje w wyniku naglego przyto-
zenia zrodla ciepla na brzegu tarczy. Pole to charakteryzuje sie jeszeze
tym, ze na obu powierzchniach tarczy + /2 (gdzie § oznacza grubost tar-
czy) moze zachodzi¢ wymiana &iepla z otoczeniem.

Dziatanie zrodia jest tego rodzaju, e wraz z czasem dazacym do nie-
skoficzonosel rozklad temperatury dazy do rozkladu stacjonarnego. Gdy
naprezenia wyznaeczone sg w przypadku najogélniejszym, to przyjecie, ze
czas t — 00, pozwala natychmiast znalezé stan naprezenia dla przypadku
ustalonego pola temperatury.

Zalozenie, ze wymiana ciepla na powierzchniach tarczy réwna jest ze-
Tu, moze odpowiadaé przypadkowi tarczy z izolacja na powierzehniach
o= /2 lub nieskoficzonemu walcowi, gdy warunki brzegowe nie zalezg od
dhigosci. Naprezenia odpowiadajace temu przypadkowi otrzymuje sie
w wyniku przejécia granicznego, gdy wspblezynnik okredlajacy wymiane
ciepta na powierzchniach = 6/2 dazy do zera.

Otrzymane w pracy zaleznoSci w wyniku przejécia granicznego t — oo
pokrywajg sie 2 wynikami podanymi w monografii E. Melana
i H. Parkusa,, [5].

Naprezenia wyznaczone sg za pomocg potencjatu termosprezystego
przemieszezenia. Nie -spelniajg one sformulowanych warunkéw brzego-
wych. Aby warunki te spelnié, trzeba rozwigzaé drugie zagadnienie i do-
konaé superpozycii obu rozwigzan.

2. Rozklad temperatﬁry

Poniewaz rozpatrywaé bedziemy  tarcze kolows, wiec wygodnie bedzie
postuzy¢ sie wspolrzednymi biegunowymi. Przyjmujemy, ze temperatura
zalezy jedynie od funkcji czasu i promienia. Wymiana ciepla na obu po-
wierzchniach * 8/2 okreglona jest wspélezynnikiem h. Przy takich zato-
zeniach réwnanie przewodnictwa ma postaé

oT (02'1" 1 0T

1) o —*\or Ty or

)th,
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gdzie T jest funkcjg temperatury, t czasem, x wspolczynnikiem przewod-
nictwa cieplnego oraz 7 promieniem. Roéwnanie to rozwigzemy przy wa-

runku poczqtkowym

(2.2) T(r0)=0
i warunku brzegowym
aT
(2.3) a1§+agT=a3,

gdy r=">b. W réwnaniu tym a,, d, 1 ¢ 53 stalymi zaleznymi od charakterw
warunkéw brzegowych, b promieniem ograniczajacym tarcze.

Réwnanie (2.1) mozna latwo rozwigzaé postugujac sig transformacja.
Laplace a. Przyklady zastosowan transformacji Laplace a w przy-
padku réwnan przewodnictwa cieplnego mozna znalezé w licznych mo-
nografiach, np. [6].

Transformate funkeji temperatury okreslimy symbolem

(2.4) T— [ et Tdt.
0

Transformate réwnania (2.1) po wykorzystaniu warunku {2.2) napisad:
mozna w postaci: :

&7 1dT &
(2.5) e - O T=0,
+ gdzie

3=P+h

”

q

Rozwiazanie réwnania (2.5) jest znane i, jak wiadomo, wyraza sie

suma zmodyfikowanych funkcji Bessela pierwszegoi drugiego rodzaju:
(2.6) T = Al (qr) + BK, (gr).

Poniewaz dla r =0 temperatura musi mie¢ wartos¢ skonezong, to rozwig-
zanie (2.6) trzeba prayja¢ w postaci

2n T — Al (gr).

Stala A musi byé tak dobrana, aby rozwiazanie (2.7) spelnialo wa-
runek brzegowy (2.3), ktéry po dokonaniu transformacji przyjmuje postat

T ~ a

przy r=>b.
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Po podstawieniu (2.7) do (2.8) i wyznaczeniu stalej A znajdujemy

) f — S Uy I ] (q'i‘) )
2.9) e, dl, (qb) + oy I, (0]

Transformacja odwrotna, jak wiadomo, okreslona jest catkg
ptioe
1 ~
. —_ §:23
(2.10) T 2mfe Tdp.
y—i o
Catkowaé bedziemy przez residua, Funkcja podcalkowa (2.9) jest jed-
noznaczng funkcjg zmiennej p. Misnownik tej funkcji ma miejsca zerowe

w punktach p==0 oraz p=— (xa? -+h). Punkty te sa blegunami funkcji
podcatkowej. Liczby on s3 pilerwiastkami réwnania
(2.11) -~y af, (ab)—a, J, (ab) = 0.

Roéwnanie (2.11) otrzymuje sie przez przyréwnanie do zera mianownika
(2.9), przy czym
(2.12) I, (et ) = et I, (2).

Dla p==0 mamy q=} ‘h/x =m. Przyjmujac to oznaczenie mozemy
napisaé residuum w hiegunie p==1:
: a, I, (mr)
: ) a, mI, (mb)+ a, I, (mb)’

Aby znalez¢ residua w pozostalych punktach, trzeba wykohaé prze-
ksztalcenie .

(2.14) {p% [, al, (qb) + az T, (qb)]} -

p=— (xa?l A-h}

(2.13)

2xq dg =it

2
:_b.?iai—ljﬁ [aijo(ajgb)+agj1(anb}]-

2 %0y

“: {xquh i {al ql, {gb) + a, io (qb)]} -

Na podstawie (2.13) i (2.14) znajdujemy, ze temperatura okresiona jest
wzorem

. [+ 2% I[) (mT) P
(215) T= Y (t) Ll; m11 (mb) + (L7 I, {mb)
2y e—tmaime  Hon G J (@07
n=1 %Gi‘l"h G1Jo(arz b)‘l‘ale (anb) )

“Dobér odpowiednich wartosci statych wchodzacych do réwnania (2.15)°
pozwala otrzymaé kilka przypadkéw szezegélnych. Przyjecie h =0, a.=0,
a,—1 i g;=T, daje wzér na rozklad temperatury w cienkiej tarczy z izo-.
lacja na powierzchniach “+4/2 przy naglym ogrzaniu do temperatury T,
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na brzegu r=—2= lub w-nieskonczenie dlugim walcu ogrzanym nagle do
temperatury T, na brzegu r—=b. Poniewaz

lmI,(mry=1,  lim I, {mr) =0,
m->0 m—0 )

przeto wzér (2.15) mozna napisat w postaci

_’m Jg(ﬂnr)
(2.16) T=n() [1——28 tanJl(anb)]T

n=1
Wzér (2.16) jest powszechnie znany (por. np. [6]). We wzorach (2.15)
oraz (2.16) n(t) oznacza funkcje Heaviside' a. '

3. Potencjal termo-sprezysiego przemieszezenia

Do wyznaczenia skladowych stanu naprezenia postugujemy sie poten-
cjatem termo-sprezystego przemieszczenia. Wiadomo, ze za pomoca funkeji
potencjalu uklad trzech rownan przemieszczeniowycih Lamégo mozna -
doprowadzié do jednego rownania, [5],

(3.1) : PP o= légat'f
gdzie » jest wspolczynnikiem Poissona, a @, wspélezynnikiem cleplne]
rozszerzalnosel liniowej,

W przypadku plaskiego stanu naprezenia wzor (3.1) przyjmuje postaé

(3.2) PR —={14+v)a:T

Poniewaz w naszym zagadnieniu pole temperatury jest osiowo-syme-
tryeczne, to naprezenia tnagce oy sg rOwne zeru. Pozostale naprezenia wy-
razajq siq przez potencjal za pomocy nastepujgcych zwiazkdw, [5]:

1 0% — 0ty
(3.3) - Grr = —2 GT a 3 0'9099 _ — aT

Aby wyznaczyé te naprezenia, wystarczy znaé dowolng calke rowna-
nia (3.2). Przy jego calkowaniu mozna skorzystaé z uproszezenia, na jakie
pozwala budowa wzoru na temperature (2.15). Temperatura daje sie przed-
stawi¢ w postacl sumy

| T =, (r) + £, (1)
Z tego wzgledu potencjal moze byé poszukiwany takze w postaci sumy
Y=Y (r)+ P, (v,t).
Funkcja fi(r) spelia rownanie xF?>T—hT=—=0. Poniewaz VT =
== (h/x)} T, to pierwszg czest potenc;;am korzystajac ze wzoru (2.15) mozna
napisa¢, {5],

_ a, I, (mr)
(3-4) (= 1+ 1') ot {mz [al ml, (?Hb) + a1, (mb)]} '

"
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Drugsa czes¢ potencjatlu trzeba wyznaczyé droga .dwukrotnego cal-
kowania, . .
Korzysiajac ze Wzioru (3.2) oraz (2.15) napiszemy

1@ (Taa_?)z(1+v)agf2(r,t).

r dr
Po wykonaniu catkowania i dodaniu (3.4) znajdujemy potencjat
I, {mr) .
m? [a, mI, (mb) - a, [, (mb)]

oo

MEZ e—tmen i)t * Jolanr)
b= (%ai—}-h} tn @ Jo(an b)+a2 Jy (e 0)|°

(35) Y=+ a aan(t){

Naprezenia okredlone przez potencjat (3.5) w ogélnosei nie spelnia na-
szych warunkéw brzegowych. Aby je spelnié, przykiada sie na brzegu od-
powiednie obcigZenie. Warto$t tego obcigzenia musi byé taka, aby po do-
daniu do naprezen na brzegu (3.3) spelnione byty sformulowane warunki
brzegowe. Naprezenia wywolane tym nowym obcigzeniem QzZnaczymy
przez. op Oraz Oy 1 Wyzhaczymy za pomocy funkeji Airy ego F spel-
niajacej, jak wiadomo, rownanie biharmoniczne

(3.6) _ VEpiF =0,
Nap-reienia bedace poszukiwanym rozwigzaniem wyrazajg sie suma

(3.7) Tyr =Err "}“ Err, Topp :qug) 'f‘:ﬁg;go.

4_. . Stan naprezenia

Zgodnie ze wzorami (3.3) napreZenia wyrazone przez potencjal moina
zapisat w postaci

- Ea;a, @) { ' I (m’f')r .
r m [a; mI; (mb} -+ a, I, (mb)] _
@1 — 2 T T ) T
Tpp=—Easa; n(t) [al i, (T,f;)(ﬂ-t-rc)gz I,(mb)
3 5 B P I
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Przyjrujemy, ze brzeg jest swobodny, wige naprezenia dla r = b muszg
byt réwne zeru, ¢ (b, 1) = 0. Aby warunek ten spehnc trzeba na brzegu

v ="b przylozyé obcigzenie

B Eat a, I (mb) B
(4.2) Dr=— O'rr (b t) =% (t) { [al mI.l (mb) + a5 IO (mb)]
2 - g HA J (CCn b)
.= {meey, + 1) £ 1
b ge xaZ+h alJo(anb)—}—agJ1(anb)}'

Przypadek takiego obcigzenia tarczy kolowej jest szczegélowo oma-
wiany w monografii M. T. Hubera, [2]. Naprezenia odpowiadajace ob-
cigzeniu (4.2) 35 réwne

= = _ Eara, I, (mb) .
(43) Orr O ﬂ(t) b {m [al mIl (mb) * ay 10 (mb)]
_— _& Z e (zafl+h} i * Ji (aﬂ b) .
b = o +h a; Jy{anb) + ay J4(0n b)

Ostatecznie na podstawie wzordw (3.7) zna]dUJemy stan naprezenia
okresiony wzorami

Eaa, I, {mr) ! (mb)
Gry = O'rr+ Urr = ?‘](t) m[a1m11 (mb)+a310(mb)] l " u-—-b +
Eaf (1-3 N »—[na,i - h) ¢ G
=g ;; e TR [m T (@ 0) F T (@B
(4.4) )
x [J1 ({In'r) "—%Jj (an b),
- = Ea;ay
Cpp == Gy - Opp = — 7 (t) m [a, mI, (mb) g, I, (mb)] e
N [Io () 11 — Ii(mr) L (mb)] 4
. T b =
4_??“)% j‘ e-tal+mt % %
) b A (a4 ) [a, Ty (0nb) + @y Jy {anb)] ™
X [an Jolanr)— J(an7) (:n r)__Jiasd) (gnb)] .

Z zaleznodci (4.4) otrzymuje sie kilka przypadkéw szczegblnych,
Jezeli przyjmiemy, ze t -0, to w granicy ofrzymujemy stan napre-
zenia odpowiadajacy ustalonemu polu temperatury
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o . Eau, I mr) L (mb)
= T [, mI, (mb) + a, I, (mb)] [ 7 b ]’
{4.5
*.9) o Eo: o 1, (me) — I, (mr) 4 (mb)
O g m (mb) - ay I, (mb) | ° mr mb |

Przyjecie za$ fermicznego warunku brzegowego T==T, przy r—2b,
¢o odpowiada wartoSciom statych a, =0, ¢.==1 1 a,=T,, daje rozwia-
zanie, ktére pokrywa sie ze stanem naprezenia podanym przez E. Mela-
nhaiH Parkusa, [5],

Ea: Ty [I,{mr) I, {mb)

L

___ EaT, Ll I (mh)
TPy =T 1 (mb) [Ia (m2) mr 1mb } '

Przyjecie natomiast warunku brzegowego 0T/0r— W/K przy r =&,
gdzie W jest wydajnoscig Zrédia, a K stala, daje ponownie znane rozwia-
zane, 5],

Opp —

{4.6)

oo EoarW 1, (mr) _Ii{mb)
T mRERI (mb)| 1 b |’
{4.7) ) ’ :
@0 o * Ba, W I ('m'r)uﬁl‘ (mm)_ I, (mb)
T Kml, {mb) | ° my mb |

W tym przypadku state wchodzace w skiad warunku (2.3) majg war-
todei: ay=—1, ay=201 a, = W/K.

Jezeli przyjmiemy, ze h — 0, to ofrzymamy przypadek naprezen, ktére
“w miarg uplywu czasu dazg do zera. Przypadek taki moze zaj$¢ w cien-
kiej tarczy 7z izolacja na powierzchniach + ¢/2 lub w nieskonczonym wal-
ez termicznymi__,_Warunkami_.ni-ez.aleznymi‘od diugoscei.

Przy przejsciu z h —0 we wzorach (4.4) wystapias wyrazenia nie-
Oznaczone

‘ . Li{mr)y 0

9 m o
Jezeli zastosujemy do wyrazenia (4.8) regule de L’ Hospitala, to
-ofrzymamy szereg '

tim S N (g,

m-x0 M P

Szereg ten jest znanym szeregiem Eulera i jest zbiezny podiug sred-
mich arytmetyezovch, [31,
{4.9) lim Limn) v

30 m 2 )
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Powyzszy wynik mozna otrzymaé znacznie progciej. Przed przejiciem

do granicy trzeba podzieli¢ szereg przedstawiajacy funkeje I,(mr) przez m.
W przypadku nieskoficzonego walca, tzn. w przypadku plaskiego stanu

odksztatcenia [por. wzor (3.1)], oirzymamy ze wzoréw (4.4) zaleznoéei

2 Ea; T, 2 e, 11 () 1
= 0y —xe b T 1 —_—
= a—yy® 2 e ai[r-n(anw b]’

n=1

(4.10)

_ 2F«T, NV weie L[ Jolanr) T, (an?) 1

Ggﬂ@_(l—ww)bn(t),g;e ol _—"_—_%___]
W przypadku walca wystgpia jeszeze naprezenia o,.. Wyrazaja sie one

wzorem, [5],

(4.11) Oy = — 2T

11—y

+ v (—Ejrr "|“ T;gog;).

Temperatura okreslona jest wzorem (2.16). Jesli uwzglednimy przejécie
graniczne we wzorze (4.2), to bedziemy mogh napisaé

| __ EaT, { 2% e[ Tyl
(412)  om g 1+bge [aib anJl(anb)]}'
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* Pezwome

HATIPSIZKEHHOE COCTOSHUE B TOHKOM KPYTOBOM ,IU/ICKE, BBI3BAHHOE.

N ,EEJ‘Z‘[CTBI/\IEM HECTAUVOHAPHOI'O TEMIEPATYPHOTO YOIH

B pabore ompenemnaiores TepMiraeckue HAIIPA:KEHUA B TOHKOM EKPYTo- .
BoM fucke, Hanpasenna BLI3BaHbI OCECHMMETPHYRCEMM HECTAIOEAPHBIM /
TEMIICPATYPHEIM TIOSeM. DTO TIOJe BOSHMEAET B De3yabTale BHE3AITHOTO
TPHMIIOYKEHIA Ha KA JPCKa MCTOYHMKA Temna, Ha obemx TIOBEPXHOCTAX.
* 472, (tme 0 — rommmua) TpomexomuT ofMen Temma ¢ ORDYIRAROUISI
Cpesoi.

Hedicreme mcTounmMka ABAmeTEH TAKOTO Po@a, 9T0 KOIZa.BpeMsa CcTpe-
MUTCA K GecKOHeYHOCTH, pacliperescHme TEMIEPATYPEI CTPEMHTCA K He—
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cTalMOHAPHOMY pacnpenesenuio. Hanpmkesua ompenexgiorca B Hanbo-
snee ofmiem ciay4oe; IPAHNTIHLLE NEPEXOx t-> 0O ITO3BOJAET OUPEIeNUTh
HAIIPAKEHHOe COCTOAHHME B CIy4Yae CTallMOHAPHOTO TEMICPATYDHOTO IIOJA.
TTosryuersble TakuM CiocoboM Pe3ysbTaThl COBIANAIOT ¢ (DOPMYJIAMY ITPH-
BementbivMy B MoHOTpadmm E. Menama u X Mapxryca, [5].

Kpome Toro B paborTe onpenesisrOTeA HATIPANKEHMS AIA CIydas bDec-
KOHEYHOTO, CILEOIHHOTO LIUIMHAPa KPYTOBOTO CCUCHMA C TePMMUCCKUMMU
yCJIOBMAMMY, HE3ABMCAUTMMM OT IENXMHBL Hampasferroe cocTosHMe ORITO
' [OJY9eHO B Pe3yJNbTaTe TPaHMYHOr0 IePeXoaa K HYJH0 ¢ KoothduimeaTom
DIFPENENAIONM TeI0dMeH Ha TIOBEePXHOCTHX,

TeMnepaTypHOe IIONe oOupepexsercs Npiu ITOMOIIM IIpeobpa3zoBannd
Janmnaca, [Mdua onpesescHMA KOMIIOHCHTOB HaNDSIKEHHOTO COCTOSRMA
~ OB HMCTIONB30BAH TEPMOYIPYTHMA HOTEHIHAN TEPEMELIeHNUSL,

Summary

THE STATE OF STRESS IN A THIN CIRCULAR PLATE DUE TO A NON-STEADY
TEMPERATURE FIELD

The object of this paper is to determine the thermal stresses in a thin
circular plate. These stresses are provoked by an axially symmetric non-
steady temperature field due to a sudden action of a heat source distribut-
ed along the edge. The heat exchange with the ambient medium takes
place on both surfaces *d(d-plate thickness).

The action of the heat source is such that, with the time tending to
infinity, the temperature tends to a steady-state distribution. The stresses
are determined in the most general case. The assumption that the time
tends to infinity, t — co, makes it possible by passing to the limit, to obtain
stresses for the steady-state temperature field. Thus, the results obtained
coincide with those given in the monograph by E. Mellan and
IT. Parkus, [b].

In addition there are obtained the stresses for an infinite solid circular
eylinder, thermal conditions being independent of the longitudinal co-
ordinate. The state of stress is determined by passing to the limit for zero,
with a coefficient determining the heat exchange on the surfaces. -

The temperature field is found using the Laplace transformation.
For the determination of the stress components, the potential of thermo-
elastic displacement is used.

ZAKYXAD MECHANIKI OSRODEOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnie 26 pazdziernika 1957 r.
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