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1. Wstep. Réwnanie rézniczkowe zamknietych powlok walcowych obeig-
zonych kolowo symetrycznie i jego rozwigzania dla réznych przypadkow
obciazen rur jest znane i przeszio juz doéé dawno do literatury podreez-
nikowej, [2]. Rowniez znane sa rozwigzania przypadkoéw rur o skoficzone]
dlugoéci, obcigzonych np. cisnieniem wewngtrznym i podpartych na obu
brzegach lub zamocowanych zupelnie. Praca miniejsza zajmuje sig za-
stosowaniem szeregdéw {rygonometrycznych do pewnych przypadkdéw rur
zamocowanych lub podpartych na dwu lub wiecej obwodach i poddanych
w zasadzie dowolnemu obcigzeniu kotowo symetrycznemu.

Jesli chodzi o podobne réwnanie rdozniczkowe belek na sprezystym
podiozu, metoda szeregéw trygonometrycznych zostala —zastosowana
przez W. Nowackiego, [1}.

Réwnante rézniczkowe zamkniete] powloki walcowej obcigzonej ko-
towo symetrycznie przyjmuje postaé

1.1) __m_ﬂ_}_giﬁ&;w:ﬁ,

gdzie w oznacza ugiecie promieniowe powloki, g jej obciazenie, ¢ promieti
rury, h grubogé Scianki rury, D = Eh?/12(1 —+7) plytows sztywnosé zgi-
nania oraz gdzie §* = 3(1 —+%)/a*h® = Eh/4a*D.

2. Rura o skonczonej dlugoéci.swobodnie podparta na dwu obwodach w odle-~
glodei . Przyjmujemy, Ze obcigZzenie rury mozemy przedstawié w postaci
szeregu irygonometrycznego

ca

(2.1) glx) = Z gn sin mlm .

n—1

Rozwigzania réwnania rézniczkowego (1.1) poszukujemy w postacl naste-
pujacegc szeregu

{2.2) wa) == Z A, sinn—?z .
n—1

Rézniczkujac (2.2) 1 wstawiajge (2.1) i (2.2) do réwnania rézniczko-
wego (1.1) otrzymujemy : '

N Y
D {A,, [(”—1") +4ﬁ4]—%} sin 7 =0,

n==]
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?oniewaz zwigzek ten zachodzi dla'-kaz‘:dego T, MOZEMy Wyznaczyé wspol-
czynniki

q Qu
(2-3) An = o ==,
o) ]

A wige ugiecie przedstawi¢ mozna 2a pomaca szeregy

(2.4) \ . w(x) = 2 %’isin j?'?_x .
"

n=1

Rozwigzanie fo, jak tatwo mozna sig przekonaé, spelnia warunki brze-
gowe swobodnego podparcia, mianowicie

wO0)=wl) =0,  w(0)=1w"(l)—0.

Ponizej wyznaczymy wspbtczynniki g, dla kilku typow obcigzen. Dg-
zymy do wyznaczenia linii wplywowe]j ugiecia powloki. Wiedy ugiecie
pod dowolnym obeigzeniem jest catkg linii wplywowej pomnozonej przez
to obcigzenie.

Rozwazmy przypadek, gdy g=-const na odcinku Ze. Wiedy

gl{x)=0 dla 0 < <<e—eg,
g{x)=gq dla e—ex e g

g{x)=190 dla e+ szl

Wspdlezynniki rozwinigeia funkeji g(x) na szereg Fouriera sg naste-
pujace:

t .
q;; == % [ qlx} sin f’i{f dax.
0 ' :

W naszym przypadku mamy

el

__2q onRx . 4dg . nme | nm
Gn = 1 fsm—Tdsc-msm 7 sin Ea

&—g

- Ugiecie rury otrzymamy wstawiajaé powyzsze wyrazenie do (2.4):

4q 1 . nme . nme . nax
2,5 - L gipy WS sl
(2.5) wix) . n:§'1 A, Sin——sin 3 sin ==
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Jezeli we wrzorze (2.5) przyjmiemy, ze e =e=1/2, to otrzymamy ugiecie
pod dziataniem jednostajnego obcigzenia na catej dlugodci. Wtedy g, ==
- =4qfan (n=1,3,5,..) i mamy

' : : sin 10X
49 1 | nax  4ql* - l
(2.6) wlxry=-° sin = s
’ n n:l,;,ﬁ,,.. ndy 2 a7 D W55 n5+i2%_h7;7)—l—n

Przyjmiemy cbecnie, ze na rure dmala obwodowa sila P w odleglodei e
od podpory lewej, Wiedy

P= lim 2qe,
=0
oraz

. gin nne

* 1 2P e
; — — 2% gin

zirél 1 o 1, Qn I 1
Fa

v :
LRI
N u : N

Rys, 1

Tak wiec w przypadku sily cbwodowej wzér na ugigeie w przekroju x
ma postac
TP 1 . mzer_ . AL

I B P A

g

(2.7} ()=
O ile we, wzorze (2.7) przyjmiemy P =1, otrzymamy linie wptywowsa
ugigcia rury. Ugigeie w przekroju x pod dzialaniem dowolnego obcigize-
nia kolowo symetrycznego napiszemy catkujac linie wplywowsg pomno-
zong przez obcigzenie:
{

2 w1 . X . hme
(2.8) _ w(oc)—rTZ—é—i;sm 1 fq(e)sdee.

0

Wyznaczymy jeszcze ugieclie spowodowane momentem dzialdjgeym
* na obwodzie odlegtym o e od podpory lewej. Moment skupmny INOZEY
wyrazi¢ jako pare sit dzialajacych ma ramieniu s:

' M=1limPe.

e+

269




Wobec tego linig ugigeia pod dzialaniem obwodowego momentu otrzy-
mamy rozniczkujac (2.7) wzgledem e:

oMz T n nme ., nmwx
(2.9) w(x) = B 7 e COS . sm——l—

Obliczmy obecnie ugigeie, gdy g{e) == const. Po scatkowaniu funk031 okre-
sIaJaceJ linie Wplywowq (2.8) mamy

_gg % 1 N nar .
wx) == 7 ng; A S0 —— (1 — cos nm),

f

czyli

4g v 1 nnm
10 m = — n———
(=) n 13,25: A""’Sl

zgodnie ze wzorem (2.8).

S

Rys. 3

Mak_symalne ugiecie dostajemy dla x=1/2:
- =
1\ 4qi (—1)®
w(z)_Dnﬁlg . 12001

Poniewaz szereg jest szybkozbieiny, mozemy uwzglednié tylko pierwszy
jego wyraz i wiedy

w LY 4qlt 1 _
21 DA’ 12(1 — ) 14 -
1+ a® h? ot )

W przypadku, gdy promiefi powloki zmierza do mnieskoficzonosci
(@—00), mamy do czynienia z ugieciem walcowym nieograniczonego
pasma plytowego o szerokosci 1, na ktére dziala obmazeme ciggle g = const:
4ql* | ax

D sin -

w{x) =




Ugiecie maksymalne otrzymujemy dla x=1/2:

1\ 4ql*  5ql*
w(z)_ Dai 384D 003

czyli uwzgledniajgc tylko plerwszy wyraz szeregu blad w pordwnaniu
z rozwiazaniem $cislym nie przekracza 0,4%.
Inne wielkosci statyczne wyznaczymy ze znanych wzordw:
d®w a3 w
(210) Mg;:TJMx, Mx:—Dw, Tx:—DE‘m—a,
a wiec rézniczkujge (2.8) znajdziemy
i

2 ey .2
Mx=—2D:15 Z P—sin nwr fq(e sin %de,
B A A [4 [4

(2.11)

D\
Te=— "= T Z An 1n4»—f e)sm—de

Dla obcigzenia g = const mamy

- sip X
4qmD n . nax  4ql N 1
M= — i =
1* 155 .. An S n 1%‘ nd 4 12{1—»") 1%’
2h2
o - ¢in nwx
4gn®D n? . nmxr 4ql 1
T, = 4T L L _
* L& 4,00 - 1257 o g 2O—AT
: az hZ .n2

Szeregi te sy wolniej zbieine od szeregow, kiore przedstawiajg ugiecie
i przy obliczaniu nie mozna braé pod uwage tylko pierwszego wyrazu
szeregu, lecz kilka jego wyrazow.

3. Rura utwierdzona na dwu obwodach. Przypuéémy, ze mamy rozwigzat
zagadnienie rury o dlugodci | utwierdzonej na brzegach. Przyjmujemy
wpierw, ze mamy utwierdzenie tylko na jednym cbwodzie x =0, wiedy
musi byé spetniony warunek '’ (0) == 0. Powloke utwierdzong na brzegu
traktujemy jako swobodnie podparts i obcigzong momentem obwodowym
na utwierdzonym obwodzie. Nastepnie nie znany moment obliczamy z wa-
runku brzegowego. Wykorzystujac (2.4) i (2.9) znajdziemy

oo

' Qn_, 2MAn “on sin nm:
3.1 = 2 —_—
(3.1) w(x) P sin 22X 1 ~ 4,
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Ws’pa'wiamy (3.2) do (3.1) i otrzymujemy ugiecie rury

S,
. hinid A
(3.3) w{x) = E‘ A Er 3

1

n "N . e
— S ~—sin .
n I . - l

q
4

e
B

83 wtedy nastepujace wa

runki brzegowe:

WO =wl)=0,  w(0)=w(p—o.

Ugiecie przedstawia sie wzorem
{3.%) wix) = 2 Gn sin

2 3 n . nmxx
P An I‘_‘ +E?MA7Z2172: Sin i +

— 1 sin :
AH

2 Ny e
+"TA‘MBW ZLI) i R
i




— 2
(—1prn o MAC'IZZ‘(—l)"‘}‘ am 3 =0
I i n

stad po rozwigzaniu znajdziemy

S Nyl o Fer

MAZ— ,
2n O 2342 O 242
l —_— - ﬂi
(> (z;< vl
C n? v o ond oy .
, Dy Ml MR N gy ey,
M 4 T L n 1 ng n
B= o

T I (Eers)

1

Znaczne uproszczenie otrzymujemy dla obcigzenia g symetrycznego
wzgledem plaszezyzny x=—=1/2. Wtedy M,—=Mp i ugiecie przyimuje
postat

oo )

{3.6) w(x)= 9 in ﬂ{+
1

n 'n:ns.’r_
A 4,50

:c
1&M 2 T —1ysin
czyli

ol = S G Ty g 3Py P
1 7 .

Z warunku w'(0) =0 znajdziemy

. 2 o
(3.7) Mo L 1BE

ten sam wynik otrzymamy z rdéwnania (3.5) przyjmujac, e n przebiega
tylko wskazniki nieparzyste (warunek symetrii).
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Wezmy jako przyklad rur
dzonego obwodu, Wiedy

__ 2P | hm _ 2P 5
qnﬁ-lSll’lz-—-l( 1)

-~0raz moment

=

St
(~1y7
: A4
{3.8) M:—ﬂ 1,3,5,... a

2m o

nz

1,3,5,... 4r

W przypadku obciaZenia q = const mamy

oraz moment utwierdzenig

D e
39 E 4

e 9 137, 4
M _— 'RE' 4_'0’;—*)—*

2

1,3,5,... A"

Przypusémy, ze
Au—Dmaflyt |

¢ obcigzong sily P w odleglosei 1/2 od utwier-

e 2P ot

(n=21,3,5,..)

n=1,35,..)




4. Inne przypeadki podparcia powloki. Niech bedzie dana powloka obeig= '
sona dowolnie i podparta swobodnie na brzegach oraz na obwodzie odle-
glymo e od brzegu. Ugiecie ztozymy z ugigeia rury podpartej na brzegach,
poddane] obecigzeniu zewnetrznemu g (x) oraz z ugiecia wywolanego reak-
cjami podpory R, traktowanymi jako sily

zewnetrzne dzialajace na obwodzie e mmmﬂmﬂmmﬁn
(4.1) w=w, + Wp. AN x i
Wastawiamy do (4.1) wyrazenia (2.4) 1 (2.7). - - - -
Wiedy e
. mme
o 3 gn . nax 2R SET g
1w = - ZT:SIHT_T - mWSID*'r. Rys. 5

7 warunku wymagajacego, zeby na podporze ugigcie rownalo sig zeru,
otrzymujemy

== o sin® s
Z qu . hme 2R 1
== sin —— - == 0,
A 1 I 4 An
skad
3 G g e
' A 1
{4.2) R=L LT v

1,8,5,..- dn

Dla pasma plytowego z podporg liniows wzdluz w odleglosei 1/2

nt

135,
W przypadku g = const ugiecie rury przedstawia wzor

Z (—1)
. n—1
49 w@=22 3 Lsn ’f"ff[i,_(_ " 2'_’i__kf'f]
® L5E. An L ' Z 1
i Ae
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beigzona  sitami- dzialajacymi na wiely
‘Takie obcigzenie rozwinaé mozemy
w. szereg kosinusowy

(4.4) qlx)= glf(é— . Z cos 2—%)

me=1

Poszukiwae bedziemy ugiecia w postaci

.

(45)  wiz) =4, S’ An cos z_ﬂlﬂ

=1

Rys. 6

Szereg ten wstawiamy do réwnania rézniczkowego: (1.1)

T (2ma\t e . o 2max]
2 (T‘) Ay cos = 4 [AU + ;’ A cos -7—}“

2P/1 °° 2 max
_ql_b_(?‘,_ ;COS 1 ).

Z pordéwnania otrzymuyj ey

adlam>=1i
Am:—kﬁ_ﬁ__;i—*—*—:—*_-
lD[(zTn)+4ﬁ4] tAm

Po podstawieniy do (4.5) Znajdziemy

P 2P 1 2nmax
.6 = _ 4 =% )
{4 ) w(.'.r:) 47 4 1 cos 7

Rozwiazanie to spetnia warunki geometryczne zadania: dla o — 0, x=+1/2
mamy w'(x) =0,

Po przesunieciu ukladu wspbtrzednych o ¢ w lewao znajdziemy

p 2P 1
) w{x) = Iﬁﬁh“i -+ —1—122 7, cos

Przypus’émy, ze oprécz sil p dzialajy przeciwnie skierowane sity R w odle-
glodei réwniez 1, Otrzymujemy wiedy ugiecie

2am(x—e)

y—T—R 2P 1 2 am(x——e) 2R ¢ 1 2 ma:
(4.7) w(x)%fiDﬂ“l_f“ 7 2 cos ———— de‘ .
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Niech ugiecie pod sila R réwna sig zery; stad -

(4.8) R=P

Otrzymaliémy tutaj wartos¢ reakcji w przypadku, gdy rura bardzo
dtuga obcigzona jest sitami obwodowymi w odstepach 1. Jezeli przyjmie-
my, ze P=1 1 otrzymang linie wplywows pomnozymy przez obcigzenie
oraz scatkujemy, to otrzymamy reakcje na podporach, gdy dziata dowol-
ne obcigzenie:

1 - 1 2ame
’IDF +2 Z Z—mcos .
R= f — = " qle)de.

. =
b #4D54+2;$

TTTT bttt

" Rys. 7T ' Rys. 8

OFom—tart

Znajgc warto$e reakeji z latwoécla wyznaczamy ugiecie ze wzoru (2.4}
traktujac R jako obcigzenie, a nastepnie obliczamy wielkosci statycz-
ne (2.10). '

5. Zmiany gruboci i promienia rury. Réwnanie (1.1) mozemy wykorzy-
staé réwniez w przypadku rury o zmiennej grubosci lub o stalej grubosci,
a zmiennym promieniu albo zmiennej zaréwno grubodci jak i promieniu.
Zmiana zarbwno promienia powloki jak i jej grubosci nie moze byt jed-
nak znaczna, gdyz przy duzych zmianach wyniki bylyby malo dokladne,
Powodem tego jest fakt, Ze réwnanie rézniczkowe zostalo. wyprowadzone
przy zalozeniu stalej grubosci i promienia rury. Rownanie (1.1) przyjmie
postaé

d*w(x)

daxt

S

+ 4ﬁ4(w)w(w)=q_(x—-

(5.1) D

e
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: Tuféj'wspé}czynniki f 1 D zaleza od = W. przypadku, 8dy zmienny jest
"Zty'lk"oﬁ promien, wspolezynnik D jest staly. Natomiast zaréwno w przypad-
- ku zmieniajacej sie grubosei jak i promienia zmienne sg D i 8.

Réwnanie (5.1) przepiszemy w postaci

' d*w(x)  qlx) . _ 2(x)
{5.2) *(Erﬁﬁ(gj*‘lﬁ (x)w(x) ~ D@

Przypusémy, ze powtoka jest podparta na obu brzegach, Prawg strone
réwnania potraktujemy jako obcigzenie dzialajgce na pasmo plyfowe swo-
bodnie podparte o rozpietosci I. O ile D () == const, otrzymujemy ugiecie
pasma plytowego

{
(5.3) w{x) :fib'(;c, e}z(e)de,
g

gdzie
_ 2 I . nax
w(x,e)k_l‘ § ;('H—“T SlnT

jest linig wplywowa ugiecia pasma plytowego swobodnie podpartego.
Wstawiajac z () ze wzoru (6.2) do (5.3) ofrzymujemy

{ I
(5.4) w(x) = fﬁ(x, e)gle}de — 4 Dfiu'(a:, e)w(e)p* (e)de.
0 N 0

Powyisze réwnanie calkowe Fr edholma drugiego rodzaju moze-
my rozwigza¢ w sposéb przyblizony. Mozemy réwniez poszukiwaé roz-
wigzania w postaci szeregu sinusowego

(5.5) - w(z)= 3 Ausin lc?_x_
R

Otrzymujemy nieskonczony uklad ‘réwnan, z ktérego wyzhaczamy nie
znane wspolezynniki A,. Mianowicie wstawiamy (5.4) i (5.3) do (5.5);

!
- . kax 218 11 . nax . nxe
}é’AksznT—% rg;’?sstmTq(e)de—
¥ o=

{

[ Sl . nax | nme . - . kme
o [ 3 e M M) 3 e e

=1 . k=1
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WprowadZmy nastepujgce oznaczenia
i i

fsin ﬂffﬁ {e}de =a,, f sin nlie i lc_azg Btle)de = bpy.
0 1]
Wtedy
kmc 218 . NEXL 818 v 1 | nar
Z Apsin ——— D sin Mr E — s Z an —l— 2 Akbk.

Zamieniamy wskazniki sumowania i otrzymujemy nieskonczony uklad
réownan

218 ar - ’
Ap :W - Zk4 2 Apba (’ﬂ-,k: 1,2, )

Rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan (w praktyce rozwigzanic ukila-
du kilku réwnan nm,k==1, 2,..) wyznacza wspdlczynniki A; i co za tym
idzie ugiecie rury oraz momenty gngce i sity poprzeczne:

ke

w(x) A~ ;g Apsin -

Rozwigzanie dla powloki o zmiennej grubosci ofrzymujemy w podob-

ny spostb, lecz musimy wpierw znaé¢ ugigcie pasma plytowego o szero-
kofci 1 i zmiennej grubosci.
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PeswMme

ITPYMEHEHME TPMTQHOMETPMqECKMX PAICEB X PACYETAM 3AMEHYTBHIX
ITUMIMHAPHMIECKWX OBOJOYEK

PaccmaTpuBaeTcs NPMMEHCHME IUMPOKCG PaCIpOCTPAHEHIOr0 MeToha
TPHTOHOMETPMIECKUX PAROB X PacieTy UDHApWIecK#X 000JI0YeK He-
GOJLHION ToMIMHEL JaroTeA pelieHnA ThyOhl KOHEWHOM MJIMHBI, ONepToi
MIM 3AIeMJCHHOH Ha KPAHX ¥ HAXONMAIeHCcs Iof AeHCTBMEeM IIPOM3-
BOJIBHBIX HATPy30K, CUMMETPUIHLIX TI0 OTHOINEHMIO K ocu Tpybni IHpwu-
BOIMTCA TAKIEE PeINeHde 3a7jauM TpyOGhl, OnepTol Ha TPexX OKpYyXHOCTAX
¥ TpyOBI oueHS OOJELINOM NJIMHBL, GIIEPTOH Ha MHOTMX OKpPYKHOCTAX, Ha~
XOMANMKCH Ha PACCTOAHMM | M Harpy=eHHofi Nepuogmdecky. DopMyIs,
JaHHBIe AJIA TPYO, NPUMEHAIOTCH TAKYKE B CAyYae TIACTHMHYATOM IMOJIOCEL,
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B Caydae, KOTAa pajuyc TpyOsl yBennuMBaeTcsa Heorpanwdenso, JlaeTcs
TaKme Crnocod penteHms nig TPYORI ‘¢ HEepeMeHHEIM PamuycoM IyTreM
CEELCHUA K MHTEIPATbHOMY ypaBHemmio @ p @ATQJBbMa BTOPOrO poma
H OIpemeNeHMs KOIDMINMEHTOR pPasioxRedus mporuba 8 pag. puso-
AATCA NPWMEPEl B cay4dae 0olee NPOCTHIX HATPYS0K, KAk HaOp, o=~
CTOAHHO} HATPYSKM M HAIDY3KHM CHIION COCPEROTOYEHHON Ha OKPYIHOCTH
TpyOEL

Summary

APPLICATION OF TRIGONOMETRIC SERIES TO THE COMPUTATION OF
CLOSED CYLINDRICAIL SHELLS

This paper is concerned with the application of the common method
of trigonometric series to the computation of cylindrical shells of small
thickness. Solutions are given for a tube of finite length simply supported
or clamped along the edges, and acted on by any load symmetric in
relation to the axis of the tube. Solutions are given for the problem of
a tube supported along three circles and the problem of a very long tube
supported along many circles spaced by the distance ! and loaded in
a periodic manner, The equations for tubes apply also to a plate strip,
if the radius of the tube increases indefinitely. A method is also given for
solving the problem of a tube of variable thickness by reducing it to
a Fredholm integral equation of the second kind and defermining the
expansion coefficients of the deflection. Examples are included for simple
loads such as a constant load or a concentrated load on the periphery.
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