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Praca przedstawia ogélny sposéb obliczania plyt wezmocnionych na
krawegdzi belkami. Stanowi ona czed$¢ studium nad obliczaniem powlok
wzmochionych belkami. Ogdlne sformulowanie tego zadania dla powlok
nie przedstawialo wiekszych trudnosdci. Przy opracowaniu natomiast
szczegblowym z koniecznosci nalezalo sie zajaé przypadkami najprostszy-
mi pod wzgledem rachunkowym, a wige plytami wzmocnionymi belkami.

Poniewaz w ogélnym przypadku s$rodek ciezkoici belek nie leiy
w plaszezyinie §rodkowej plyly, przeto mamy do czynienia nie tylko ze
zginaniem, lecz réwniez z plaskim stanem naprezehh w konstrukeji. Dla-
tego omiwione tu plyty stanowig szezegdlny przypadek powloki, ktorej
powierzchnia Srodkowa ma obie krzywizny réwne zeru.

Koncepcje zagadnienia zaczerpniete z pracy W. Z. Wilasowa
iA. K. Mroszczynskiego, [26], kiora podaje warunki brzegowe
dla powloki wzmocnionej prostym cienkodciennym pretem.

Po ogolnym sformulowaniu zagadnienia zapoznano sie z innymi praca-
mi cytowanymi w tekscie, Okazalo sie, ze sg one przypadkami szczegdlny-
mi proponowanego sposobu obliczenia tego rodzaju konstrukeji.

W ostatnim czasie ukazaly sie prace, [21], [22], rozpatrujace plyty
okragle i prostokatne, w ktdrych warunki na brzegu wzmocnionym bel-
kg sy formulowane w przemieszczeniach, a nie w naprezeniach jak to
przedstawiono w niniejszej pracy. Obie metody nalezy uwazaé za réwno-
wazne. W pracy wykazujemy, ze nie ma potrzeby formulowania warun-
kéw brzegowych w przemieszezeniach nawet wéwezas, gdy postugujemy
si¢ funkcjami naprezen i gdy problem nie wymaga przechodzenia do
przemieszczen.

1. Zalozenia. Przeglad prac

Rysunek 1 przedstawia dwa przyklady plyt wzmocnionych belkami.
Obliczenia w tej pracy opieraig sie na nastepujgcych zalozeniach:

1. Piyta i belka s wykonane z materialu sprezystego, izotropowego
i jednorodnego. Stale sprezystodci (modul Younga E, wspdlezynnik
Poissona ») dla plyty i belki mogg byé réine.

2. Plyta jest cienka, a ugiecia sg male w pordwnaniu z jej gruboscia.
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3. Belka jest polgczona Z p‘ly‘fa w spostb nierozdzielny. Tekie polaczenie
zapewnia zgodnoéé odksztalcen wzdtuz krawedzi styku obu elementdw.

4. Przyjmujemy dla plyty hipotezg Kirchhoffa, czyl zalozenie,
se normalna do piyty przed odleszialceniem pozostaje normalng i nieod-
ksztatcong po ugieciu.

5. Belke traktujemy jako pelny cienki pret. Przyjmujemy dla belki
hipoteze plaskich przekrojow. '

¢. Konstrukcja pracuje W przedziale odksztatcenn liniowych, dzieki
temu - mozna stosowaé superpozycig ptaskiego stanu naprezen w ptycie
i naprezen pochodzacych od zginania. Wyklucza sig utrate stateczno-
i ptyty lub belki. :
v, Plyta moze byt jednoprzestowa lub wieloprzestowa.

1 g _ Przekrdj e Przehrdf T d b
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8, Piyty i belki moga byé obcigzone dowolnie. Obcigzenie na podpory,
konstrukeil moze byt przekazywane bezposrednio z plyty lub za poéred-
nictwem belki. _ o

9. Konstrukeig rozpatrujemy w ukladzie ortogonalnym, & wielkoscl
gtatyczne 1 odksztalcenia odnosimy do powierzchni srodkowej piyty.

Przy tych salozeniach podajemy proke ogodlnego matematycznego sfor-
mutowania zagadnienia i ilustrujemy uzyskang metode przykladami obli-
czenia tego rodzaju konstrukejl. '

Plyty wzmocnione belkami sa elementem konstrukeyjnym wystepu-
jacym w pudownictwie, konstrukeji maszyn, gamolotéw itd. Zagadnienie,
jok plyta wspbipracuje z belka, jest bardzo istoine. Zajmowano sig nim
juz od dawna zardwno na drodze teoretycznej jak i doéwiadczalnej. Przy
wspblpracy belkl z plyty wystepuja W plycie zarowno naprezenia pocho-

Rys. 1
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dzace od jej zginania, jak tez plaski stan naprezenia Wstet:hj'a¢y,-.__=--gd§-

Enia obojetna w belce nie lezy na powierzchni $rodkowej plyty. Dla plyt g
bardzo cienkich wikutek Sciskania moze nawet nastgpié utrata stateczs--' SR

noéci. Ze wzgledu na zlozony charakter tej wspélpracy opracowywano '
jak dotad to zagadnienie tylko fragmentarycznie,

M. T. Huber proponuje, [9], oblicza¢ plyty gestozebrowe tak, 1ak
plyty anizotropowe. Przy cobliczaniu plyty wprowadza zredukowane sztyw-
nosel uwzgledniajace Zebra. Jest to tak zwana anizoiropia konstrukeji.
BEowniez obecnie czgsto w ten sposob oblicza sig plyty gestozebrowe. Tak
postepuja np. Girkmann ([6], s. 479), 5. G, Lechnicki ([11},
s. 158-162), W. G. Donczenko, {3], 8. Timoszenko, ([24], 189-
190), W. Nowacki, {16], K. Trenks, [25].

‘W biurach projektowych na podsiawie obowigzujgeych przepiséw
i norm oblicza sie plyty oparte na zebrach przy nastepujacych zalozeniach:
1) belki dzwigajgce plyte traktuje 51@ jako calkowmie sztywne w kie~
runku pionowym,

2) podparcie plyty na Zebrach uwaZza sie za przegubowe, co jest row-
noznaczie z pominieciem sztywnodci belki na skrecanie.

Przy cbliczaniu belek
wprowadza sie pojecie tzw,, b
«wspdlpracujgeej szeroko-

gci plyty», ktéra Ilacznie _/,WJ

z zebrem tworzy belke s —

teows. : ! H—'—
g -

© O wyznaczeniu «wspdl-
pracujgcej szerokosci ply- Rys. 2
fy» pisza: A. Eggenug‘
schwyler, [4, R. Bortsch, [1], M. T. Huber, ({91, § 21),
K, Girkmann, {[7], 16], s. 112), E. Reissner, [18], II. Reissner,
[19], E. Chwalla, [2].

W pracach tych prékowano wyznaczyé w plycie rozklad naprezef oy
przy roznych warunkach brzegowych. Podane rozwigzania uwzglednialy
plaski stan naprezen bez rdéwnoczesnego zginania plyty. N aprezenia
[oy]e—0 traktowano jako dane.

E. M{iiller oblicza w pracy [15] plyte prostokatng, oparta} przegu-
bowo w narozach, a wzmocniong na brzegach belkami sprezystymi. W tym
przypadku nie udalc mu sie ofrzymaé rozwiazania ogdlnego. Podany zo-
stal tylko numerycznie rozwigzany przyklad przy nastepujgcych warun-
kach na brzegu:

(1.1) o Elwsss+Q@=0,  M=0,

W warunku tym E oznacza wspolezynnik sprezystosci belki, I moment
... bezwladnosci belki na zginanie, w, pochodne funkcji ugiecia w(s) w kie- -
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runku stjzcznym do konturu s, Wa pochodne W kierunku normalnej ze-
wnetrznej do konturu, @ =— K [wpnnt (2 — %) Wesal oddziatywanie piyty,
M ==— K [Wan-+vwss] moment zginajacy na krawedzi ptyty, ==Eh%/12(1—")
sztywno$¢ plyty, ¥ wspblezynnik Poissona. Kierunki s i n tworzg
uktad prawoskreiny. Powyzsze warunki brzegowe nie uwzgledniaja jed-
nak bezpoéredniego obciazenia belki. S. Timoszenko w podreczniku
[24] na 5. 92 formuluje nastepujace warunki brzegowe dla plyty prosto-
katnej wzmocnionej na krawedzi belka sprezysta: B

(1-2) Bwssss+é =0, Cwypss-+M =0,

gdzie B oznacza sztywnosé belki na zginanie, C sztywnoéé belki na skreca-
nie, @ oddzialywanie plyty na belke, M moment zginajacy na krawedzi
Plyty. : N
W pracy [24] nie ma jednak przykladéw na obliczanie plyt przy wy-
zej sformulowanych warunkach brzegowych. S. I. Fuchs w pracy
[5] rozwigzuje przyklad plyty prostokatnej wzmocnionej na brzegu bel-
kami, podpartej w narozach i cbcigzonej réwncmiernie. Warunki brzego-
we formuluje jak S. Timoszenko (1.2) uwzgledniajac sztywnosé bel-
ki na zginanie i na skrecanie. Rozwigzuje numzrycznie przyklad plyty
kwadratowej o réznej sztywnofcl belek, Otrzymane wyniki sprawdza do-
swiadezalnie na dwoch modelach, szklanym i gipsowym. Naprezenia otrzy-
mane doSwiadezalnie wynoszg 87% i 91% naprezen obliczonych teore-
tycznie, : : . .

S. 1. Fuchs tlumaczy roinice tym, ze w modelu byly inne warunki
brzegowe anizeli w obliczeniach teoretycznych. W modelu plyta lezala na
belce, ktora pracowala jak przekrdj teowy.

W. Nowacki w pracy (16] rowniez postuguje sie warunkami (1.2).
Podane w pracy [16] przyklady dotycza piyt prodtokatnych opartych prze-
gukowo na obwodzie, a wewnatrz obszaru wzmocnionych belkami, Przy-
jeto, ze oddzialywania miedzy zebrem a plyta odbywaja sie wzdluz linii
prostych. W ten sposéb kontakt zebra z plyta z obu stron Zebra sprowa-
dzono do kontaktu wzdluz jego osi. Oddziatywania zeber traktuje sie jako
_obcigzenie zewnetrzne plyty. Rozwigzania sa podane w postaci szeregdw
podwéinych, majacych zastosowanie do plyt na obwodzie swobodnie pod-
partych, lub w postaci pojedynczych szeregdw trygonemetrycznych, gdzie
swobodne podparcie plyty ogranicza sig do dwu przeciwleglych brzegéw
plyty. Niewiadcme wspélezynniki pochodzace = rozwiniecia w szereg
funkeji okreslajacych oddzialywsanie zeber sa wyznaczane z warun-
kéw (1.2). '

M. T. Huber w pracy [9], § 16 i 19 oblicza kilka schematdw plyt-"
wzmocnionych belkami. Uwzglednia w obliczeniach sztywnod§é belki na
zginanie 1 wystepujacy w plycie plaski stan naprezen, ktory superponuje
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SIQ ze zginaniem. Nie uwzglednia jednak sztywnosci belki na skrecanie,
Przy obliczaniu sziywnodci belki na zginanie poshuguje sie pojeciem
«wspblpracujacej szerokosdci plyty», ktérg wprowadza do rachunku jako
dang. Sprawa jak znalez¢ te «wspolpracujges szeroko$é» jest przedmiotem
osobnych rozwazan, [9], § 21. Obliczenia prowadzi metods Ritza wy-
korzystujgc warunek na m'nimum energii ukladu.

W.Z. Wtasow w pracy [26], s, 31 podaje warunki brzegowe w przy-
padku gdy krawedz jest wzmocniona prostym cienkosciennym pretem
o stalym przekroju. Réwnania sg w skladowych przemieszezenia u, v, W
oraz kata sprezystego cbrotu @ belki:

IX =0, Fu” — 8, v"” HﬁSzw”’-SQO""‘}—%qx:O,
ZY‘"—“O, S_,,u'"—--IyyUIV—-Iysz—IyQ@W—I— ‘-é'q_v:D,
{1.3)
EZ =) ; Sz u'” —_— Izy 'UTV,— Izz wTv_ Iz,g @IV+ 'El— Qz =1{ y
SMy=0,  Sou" —Igy vV —Igs1V— g0 OV +

1 v, 1
+ g GLO” + 2 mp=0.

Oznaczenia wystepujace w- tych réwnaniach sa podane w cytowanej juz
pracy [26]. .

Powyzej sformulowane warunki brzegowe zostaly wykorzystane w pra»
cy [26] przy obliczaniu powloki walcowej,
;. M.P. Szeriemietiew w pracy [23] formuluje warunk1 brzego-—
we dla plyty wzmocnionej na krawedzi cienkim pierscieniem, w szezegbl-
noéci pierécieniem obramowu- :
jacym okragly oflwir w plycie.
Srodek ciezkosei pierécienia le-
zy na przedluzeniu powierzch-
ni srodkowej. Wyprowadzajae
warunki brzegowe Szerie-
mietiew . postluguje sie réw-
nanismi réwnowagi pierscienia,
napisanymi w postaci catkowej,
a nie rdzniczkowej, Rozpatruje _ Rys. 3
wige rownowage sil wewnetrz- .
nych w pierdcieniu dla przekroju s z 511am1 zewnqtrznym1 dziatajgcymi
na calym odcinku od podpory az do rozpatrywanego miejsca. Poniewaz
rozpatruje pierdcienn zemkniety bez podpér, wiec moze wyznaczyé z wa-
runku powtarzalnosci, przy obchodzeniu brzegu, oddzialywanie na wy-
roznionym poczatku belki. Polgczenie pierécienia z plyts wyraza sie zgod-
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nosciag ugiet, w(s) == w'(s), oraz zgodroscia pochodnych normalnych do
brzegy, dw(s)/0n="1, gdzie w?(s) oznacza ugiecle osi pierécienia, a y kat
obrotu. _

Za pomoecs réwnah réwnowagli i warunkéw zgodnoscl ugiet mozna
stormutowaé warunki brzegowe. Szeriemietiew pisze je za pcmoca
funkejl naprezen w(a, B, te zas przedstawia za pomoca dwoch funkeji ana-
litycznych. *

7 wyjatkiem pracy Wtasowa, [26], sformulowania warunkdéw brze-
gowych s3 fragmentaryezne i nie ujmuja caloksztaltu wspdtpracy belki
z piyta. W ogdlnym, najczescie] wystepujgcym przypadku, wspolpraca
pelki z ptyta wywoluje zarbwno mcmentowy jak tez i ptaski stan napre-
zeh w plycie. Wprowadzenie pojecia «wspdtpracujgce] szerokosel plyty»
jest bardzo sztuczne. Okredlenie tej szerokosci wspolpracujgcej na pod-
stawie plaskiego rozkladu naprezen w plycie nie jest $ciste, bo plaski
i momentowy stan naprezen oddzialtywajg na siebie wzajemnie. Oddziele-
nie tych dwoch stanow jest sprzeczne z warunkami réownowagi dia Toalki.
Jak pdznie] wykazemy (p. 8) warunki brzegcwe sformulowane rownaniami
(1.1), (1.2) s*osuja sie tylko dla szezegdlnych i uproszezonych sposoblw po-
tyczenia belki z plyta.

Warunki brzegowe (1.3) podane przez Wiasowa B3 poprawie Po-
niewaz sktadowa przemieszczenia w opisuje zginanie plyty, a sktadowe u, ¥
plaski stan naprezen, wiec jak widaé z budowy rownaf (1.3) te dwa stany
§4 przez warunki brzegowe ze soba sprzezone. :

W pracy niniejsze] sformultowano warunki brzegowe nie w przemiesz-
czeniach, lecz w naprezeniach. gformutcwano je ogslnie dla dowolnej orto=
gonalnej parzmetryzacji a,B oraz dla dowolnego przekroju preta peinego
(nie cienkodciennego). s

Warunki brzegowe 53 sformutowane w postaci rézniczkowe] a nie cal-
kowej (jak to czyni M.P. Szeriemietie w). Stwarza to wiekszg swo-
bode pozwalaigcg na speltnienie ogdlniejszych warunkéw podparcia belki.

My$l ujecia warunkéw brzegowych dla piyt wrmocnionych kelkami
przedstawia sig¢ W spostb nastepujacy. Jak wiadcmo z ogdlne] teorii spre-
zystodei !, stan naprezeh W ptycie jest wyznaczony przez dwie funkcje
napregzen O 1w za pomocg réwnan ‘

(.4 pao—awp,  Anw=2"gP

Tutaj qfla,f) 1 pla,p) sa danvmi funkejami okreSlonymi za pomoca
obcigzenia zewnetrznego. Funkcja Ofe, f) nazywa sie funkcja Al ry'ego,
a wia,f) oznacza skladowa przemieszezenia prostopadiego do ptyty. Dla
jednoznacznego rozwigzania rhwnaf potrzekne s3 cztery warunki na
brzegu plyty. Oznaczamy kierunek styczony do brzegu przez § {obchodzac

t por. [6], & 22 1 153; [24), 5. 8g; [10], s. 141, t. 1, s 139, §. 2; [12], 5. 159 § 347, -
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w. tym kierunku obszar porostawlamy go z prawe] strony), a kierunek
normalnej zewneirznej przez n. Bedziemy dazyli do tego, by warunki,
ktore funkcje @ i w musza spelnia¢ na brzegach (wzmocnionych belka-
mi), mialy nastepujgca postaé: '
[ L0 +Lw =00,

Ly, O (s)+ Ly w (5)=g.(s),

Ly O(s)+Lywls)=g, (s),

L0 (s) +Lyyw(s) =g, (s},

gdzie L; oznaczajg operacje rézniczkowe wrzgledem s, a ¢¢{s) oznacza
obcigzenie belki pochodzace od plyty i bezpogrednie obcigzenie. Wa-
runki (1.5) otrzymamy z dwéch uktadéw réwnan, mianowicie z réwnat
roéwnowagi belki obciazonej plyta 1 obcigzeniem bezpodrednim oraz ze
zwiazkéw okreslajgcych zalezno§é miedzy wielkosciami statycznymi
w plycie i w belce. T

Zwigzki te otrzymamy z warunku, 7eby odksztalcenia belki i piyty
w miejscu ich kontaktu byly zgodne. Przy wprcwadzaniu tych zwiazkow
wylkorzystamy hipoteze Kirchhoffa dla plyty oraz hipotezs plaskich
przekrojéw- dla belki. W ogélnym przypadku mozna u'worzyt szest ta-
kich zwigzkéw. A zatem szest- wielkodei stalycznych w belce (trzy skia-
dowe sity i trzy skladowe mcmentu) mozna zwigzaé z wielkofciami sta-
tycznymi wystepujacymi na krawedzi plyty. Ponizej wykaZemy, ze na-
lezy przyjat tylko cztery zwiazki, kiére lacenie z réwnaniemi réwnowagl
belki thozna zredukowaé do czterech réwnan wyrazenych za pcmocg tylko
wielkosel statycznych w plycie. Poniewaz wszystkie wielkoscl statyczne
w plycie opisuje sig za pemocs funkeji naprezen © i w, wice mozna otrzy-
mane cziery réwnania WyraZié' w postaci (1.5). W dalszych rozwigzaniach
(p. 8) wykazemy, ze warunki brzegowe w postaci (1.5) sa najogdlniej. za-
pisanymi warunkami brzegowymi dla plyly. Zawierajg one przy pew-
nych zalozeniach dotyezacych sztywnesci belki nie tylko przypadki (1.1)
i (1.2), lecz réwniez przypadki krawedzi swobodnej, przegubowego opar-
¢la i sztywnego zamocowania. : '
 Nastepne punkty tej pracy zawieraja wyprowadzenie réwnan réwno-
wagi belki oraz wyprowadzenie zwigzkéw miedzy wielkoSciami statycz-
fymi a -edksztalceniemi. Przedtem jednak wprowadzimy oznaczenia dla
wielkosci statyczhych i odksztalcen w plycie.

(1.5)

2, WielkosSei statyczne i qdksztalcenia w plycie oraz zwiazki miedzy nimi

Stan napreren w plycie zazwyczaj opisuje sle za pomoca, dziesigciu
wielkosci statycznych. Oznaczymy je symbolami Ny, Ni, Si, Si @1 @n
M,, M, My, i M,,. Definicje tych wielkoéel statycznych wprowadzimy na
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pbdstaWie nastepujacego rozumowania, Napiszmy réwnanie wektorowe
powierzchni Srodkowe] pivty -
| R=R(a,p),

gdzie R . jest wektorem wodzacym, a o i f parametrami odpbwiadajacymi
dowolnej siatce ortogonalnej na powierzchni. Dowolny punkt w plycie
ma welktor wodzacy

R'=R(a,p)+yn,

gdzie —h/2 <y <hf2, przy czym
h jest gruboscia plyty, a n jed-
nostkowym wektorem normal-
nym do plyty. :

Zakladamy, jak zwykle, Ze
ptyta jest cienka o stalej gru-
bodei h. ‘ _

Rozpatrzmy przekrdéj nor-
malny do plyty wzdluz linii
p = const, lezgcej na powierzch-
ni $rodkowej. Niech

ot =0"(a,y)

Rys. 4 ' bedzie wektorem naprezenia
w tym przekroju,. -
Sity N i momenty M® odniesione do jednostki diugoscl linii o, wy-
stepujagce w rozpatrywanym przekroju s3 n_aste,pujqce:

h'2
N(a} dsl = f?)'* (O.', 7) dsl d’}’ ’
(21) -
M ds, == —-—f [::r)* (a,;v)Xyn] dsld'y-,
"_h'2

gdzie ds, jest elementem diugoéci luku a, a znak X oznacza iloczyn
wekiorowy. o . :
Postepujac analogicznie w przekroju normalnym do plyty wzdtuz linii
e = const a lezgcej na powierzchni érodkowej okreslamy sily N#& oraz
momenty M'® w sposéb nastepujacy: ' .

B2
N ds, = [ 3% (8, y) dsydy,
@2 T
M@ ds, = — [ [¢*(, )X ynl dsydy. o
—h2 ' SR
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W réwnaniach {2.2) o *(8,y) oznacza wektor naprezenia wystepujacy w prze-
kroju e, ds, dlugosé tuku linii g.

Utwérzmy dla dowolnego punktu powierzchni $rodkowej uklad TU-
chomy utworzony z wektorow:

oR dR
0o “Re g =R
QOznaczmy .
' H]_:RaRal, . ‘"RﬁR.s

Wowezas przyjmugemy nastepu]qcy ukiad odniesienia utworzony z wek-
toréw jednostkowych:

- Ra R Ru Rg
(2.3) H1 H2 n= Fl H2
Wytm]my Z plyty element za pomocy przekrojéw normalnych do po-
wierzchni Srodkowej wzdluz linii a =const, o+ da=const, §— const,
B - dp == const. Sity wewnetrzne dziatajgce na wyodrgbniony element sg
okreslone réwnaniami (2.1) i (2.2). Gestosei tych sit rozkladamy na kie-
runki przyjetego ukiadu odniesienia (2.3) w nastepujacy sposéb:

; R R
Nie .S'.‘,_H1 N2H2+Q2n,
M@ = — M, Re Mzt”RE“a
H, H,
(2.4) R R
N(mﬁ‘_N1—a_Si i+Q1n?
H, 2
R R
[ J— Sl g
M M., H, + M, H,"

W1e1k05c1arm statycznymi bedmemy nazywali skalarne wartosei tych
sit i momentéw. Sity Ny, N,, Sy, Sz, @i @, majg wymiar kG/m, momenty
M, M,, My» i M,, majg wymiar kGm/m. Niech na rozpatrywany element
plyty dziataja sily zewnetrzne o gestosci P oraz moment zewnetrzny o ge-
stosei Q. Obcigzenie zewnetrzne rozkladamy na nastepujgce skladowe:

Ra R Ru & R %
P=Q1 H + 43— H, —{:n, Q=m 1 H] ma?)"‘mgll

Sktadowe obcigZzenia sq zalezne od wspélrzednych q, f. Réwnania réwno-
wagi sit zewnetrznych i wewnetrznych, dzialajacych na rozpatrywany
element, maja postaé:

__g_( N(a))_f?_( Nfﬁ))+H1H P=o,
8 do
{2.5) 6

ﬁ(H M(a))h_,,_(H M®)--H, N(a)xRﬁ+H2N‘ﬁ>xRa+H1 zQ#O
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Wyp'rowadzénie réwnan (2.5) jest podane W pracy A.L. Gol dienw ieje
ziera, ([18], s. 34). Pierwsze réwnanie jest sumg sil, drugie. sumg 'mo-
mentéw dzialajacych na element objgtosel piyty. :

Rzutujgc réwnania (2.5) na kierunki ruchomego ukladu odniesienia

otrzymamy szedé skalarnych rownan réwiowagi:

0 . JdH 0 ¢H, ..~ '
EE(HZ NJ)'_" F_@_ﬁL Sy — 'EE(Hlsz)—' 3(7.'2 N,+H, H, 1= 0, SR
I T Iy P

d S - -
EE(stL)_— B N+ ap (HIN_:%)f_-'FESZ—l_HlH%qa:-:O) L

“(H2Q1)+'*',(H1Qz)+H1H2Qa";O: N

EE_LH? MI-Z) _-——GE! M+ EE(HlMJ)— dag— May— Hl-HzQ-a““Hl_Hzml:O,
d O0H, = a : y 7 ¢H., - . '. R, L
g&’(HaMJ + ?ﬁl Mm"_'d_lg (H] Mm)-—'—af Mg_HlﬂaQ-]:_'"Hj.;I.amgzﬁ (.)."“

¢

S, +8;—m;=0. ; 7

Réwnania réwnowagl nie wystarczajg do. wyznaczenia niewiadomych
wielkoéci statycznych.‘Brakujace cztery réwnania otrzymuje sig z wilas-
nosci fizycznych danego materiatu konstrukeji oraz ze zwigzku statyczno-
gecmetrycznego. Sa nimi trzy warunki nierozdzielnodei oraz warunek,
ktéry nazywamy statyczno-gecmetrycznym: M+ Moy ==0. Warunki hie-
rozdzielnosci wyprowadzimj w p. 7. Ponizej podajemy réwnania, ktoére
dotycza stanu odksztalcenia w plycie. Beda one wykorzystane w na-
stepnych punktach tej pracy. , : :

Deformacja w danym ‘punkcie ciala sprezystego jest wyznaczona przez
gzesé skladowych tensora odksztalcenia. Jezeli rozpatrujemy odksztalcenia
w ortogonalnym ukladzie Re/H,, Rp/Ha,m, a kierunki oznaczymy przez
1, 21 3, wowczas tensor ma postaé ' C R

€y €3 € S i
ey € €)= () € = €y (i,k=1,2,3)
€1 € Ca .
Dzicki hipotezie Kire hhoffao nieodksztalcalnosei normalnej do ptyty
mozna wyrazié¢ odksztatcenia w dowolnym punkeie plyty, nie lezgeym
na powierzchni srodkowej, Za .pomocy odksztatcen na powierzchni grod-
kowej. Na podstawie te] hipotezy przemieszezenie U*(a, 8,7y} w dowolnym
punkcie piyty wyraza si¢ za pomocg przemieszczenia,U(a_,ﬁ, 0) powierz-
chni érodkowej w nastepujgcy sposob: o : : |
(2.7) { U*a, _lff: ¥) = Ule,B; 0) —!—A?’m ) ' E
m=n —n=1tge~¢,
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" gdz1e m _]ESt wektorem otrzymanym z rozmcy mledzy Wektoretm n’, nor-
malnym do odksztalconej pcwierzchni srodkowej, a wektorem m normal-
.nym do nieodksztalconej powierzchni $rodkowe] plyty. ;
- Odksztalcenie dowolnego punktu w plycie Wyraza sie w nastepujacy

spostb ([18], s. 53):

e-x — R% UE_ - e"‘ =_R';_'_RE

[ =7 my ©THY HE
L I R; U; [ — R?‘, ;:"’

2.8) = myHy T H HD
=T Ui . RERY

leb=qf g =) 5

Tutaj (efx) oznacza tensor odksztalcenia dla punktéw r;)ie lezgeych na pf)-!i
wierzchni $rodkowej, (e,,) tensor odksztatcenia dla punktéw powierzchni

$rodkowe]j, oraz
R*(a,8,y)=R (a,ﬁ,?)+Ux(a,ﬁ,V).

Poniewaz n=mn(a,f), wicc Hi = Hy, Hi= H,, Hj= Hs, R} /HY == R./H,
RE/HE —R,g H,i R,,/Ha—-n Na przyklad pierwsze wyrazeme 'z rownan
(2.8) naplsane skalarnie ma postaé. ; ST

' Re Uptyme. - ‘
efy == Hc: —a—I_ﬁI‘ly_%""“en‘l‘W‘n-

Analoglczme postepujge wyrazimy odksztalcenia (ef) dowolnego punktu.
plyty za pomoca odksztalcenr (e:) powierzchni Srodkowe]:

elr=e; +yu;,, eis = e, +y7,
(2.9) : 32 == €yq ;- Yoty , ‘3’1}3 =ei+ YT,
- ely = €33, ely == €gs + VYiog-

W réwnaniach (2.9) wprowadzone oznaczenia

Re U Re Up . _Uea . Ra

(2 10) ell H1 H ] eBE H] Hg e33 == 7m, eis _:H'l_n—{_mH;t

' U Rg Uz R Uﬁ R;

- el?—'*‘ﬁ; tm, H, H’ bas n+ H,’

Ra mg Rﬁ mg _ Rs Me

e | T HOED TRy TR T,
' z _q_Ra }llp : ma mg
R A A Ti3 = H, Teg = H2

Przy wyprowadzeniu réwnan (2 10) i (2.11) pominieto wielkosci male dru-
giego rzedu, jak sie to zwykle robi w liniowej teorii sprezystodci.
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"W dalszych wyprowadzeniach bedg potrzebne skladowe wektora m
W tym celu ozZnaczymy odksztalcenie osi o i PTZEZ t oraz odksztalce*
nie osi Rg/Hy przez p- o

R, Re Ret+Us_Ra Us

H, H; 2 H, H’
p:FE_B&:Fﬂ_+E£,Be:,U&
H, H, H, H, H.

W przyjetym ukladzie odniesienia sktadowe wektorow t 1 p sa nastepu-
jace: .

Ua @
t= . =€y ‘%“ + ;s —gﬂ' + g1,
(2.12) ! ' 2
U R
P=7 #="‘wm‘Ho:‘ 4 eggyy T @2l
gdzie
o Uz Be oy, _Us Be 7, Ve
| i1 H1 H1 ] 1% H1 Hg y ) 12 H] H
(2.13) '
ooz Up Re oo = Ue Re _Us
21 Hz :E[1 ¥ 23 Hg Hz ] 23 --[_I2 -

W rownaniach (2.13) poszczeg()lne wyrazy maja nastepujgca interpretacje

geomelryczna: symbole ey i e, oznaczaja jednostkowe wydluzenie lub,
skrocenie osi 1, 2, wix kat obrotu osi i W kierunku osi k.

Mamy ha przyktad

jgﬁi&ﬂg%ﬂw&:mg;w:m y

H, H, g, H, Hi H, g — om W1y Boze
Podobnie znajdziemy odksztalcenie osi m:

Ret Us Ryt Us_ Ry R
H,

1

m-=n —n=
1 HZ

_Us B Be Up Yo, Us
=g *H, H m, 7 H, H

Dla. matych odksztalcen wyré'zenie (Uu/H},)x(Ug/Hz)jest wielkoscig matl
drugiego rzedu, wiec pomija sie je ZaZWwyczZaj. Odksztalcenie osi m I
nastepujgce skladowe: ;

'_-m = w]g’}ﬂ — gy rH% + (e Fepn,
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. gdaie

m _Rti——n_UE—_
Nl - 1‘_1'1 - Wiz
S Rle Uﬁ
@ m o= =
mmn = H, H, Hz“ 'Hz’”‘en"l"'eas- .

Przy wyprowadzeniu rownan (2.14) wykorzystaliimy wzor
axbe==-—axch=—exLa.

Ponicwaz hipoteza Kirchhoffa zaklada nicodksztalcalnosé normal-
nej, wige na tej podstawie przyjmujemy '
R R

(2.15) m:“wm_H‘?-—w%-Hﬁ:'

Tensor cdksztatcen (cfi) dla dowolnego punktu plyty ckresliliémy za
pomeceq odksztaleen powierzchni srodkcwej (2.9).

W cienkich plytach przy;muje sie oprécz hipotezy Kirchhoffa
o nicodksztatcalnosci normalnej réwniez zalozenia ei=0, elsz=0, e} =0,
czyli

_ efi ez 0
{(2.16) {e,)=1€e1 en O (ik=1,2).
0 ¢ 0

Oznaczemy przez (o) {tk =1, 2, 3) tenser raprezen dla dowolnego punktu
ptyty. Dla ptyt cienkich przyjmuje sie zalozenie oin=10, czyli
: : oy oh o
(2.17) Y (epy=|oh o ol (i=1,2,3).
0';-?1 0?52 0 l

Te zalozenia sa rowniez przyjete w niniejszej pracy.

W dalszych rozwazaniach bedziemy korzystali ze stosowanych za-
zwyczaj zwiazkéw miedzy skladowymi tensora odksztaleen a wielkodeiami
statycznymi w plycie:

1 1 12

[ 212=—'_GES2:E};S§E x22=__Eh3(M2-—?’M1),
1 .. 12
(2.‘12_3) 622:1}5([‘ :— 7Ny, 11 =" s (M, — M),
1 ' 12 12
311=_EH"(N1"’—?’N2): _ T:“"ahg Mm: '(‘}ﬁMm.

Przedstawione powyzej wzory wykorzystamy w nastepnych punktach ni=
niejszej pracy.
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3, Qdksztalcenia belki wzmacniajacej krawedZ plyty

Przyjmujemy, ze belka jest potaczona z plyta monolitycznie, co po-
ciaga za sobg zgodnobt odksztalcen w miejscu kontaktu tych dwoch ele-
mantéw konstrukeyjnych. Dla przykladu rozpatrzmy belke na krawedzi.
pokrywajqcej sie z przekrojem plyty B=Po. Réwnanie dowolnego punktu
w belce mozna wyrazi¢ za pemocs ruchcmago ukladu odniesienia Re/Hy,
Re/Hz, 1 zwigzanego z krawedzia ptyty w nastgpujacy sposch:

. R '( .
r(a,ﬂ,'}’)zR(a,ﬁu)_]—q?Hi‘i%U)) _|_ ym.

Jezeli znamy funkcje przemieszezen punkiéw belki U*(a,n,y), woweczas
analogicznie jak W _réwnaniach 2.9 odksztalcenia { e) dowolnego punktu
belki wyrazmy W nastepujacy sposob:

3 ’
[ET]_ —_ _I'cci _U.:-i. —é;gz I'a7 ,1';?_
H{ H{’ Hy H:'
J ' ' ’
(3 1 B S Yo U: —k Ty Yy
' ) 822—'_1_1'47 TrTE Y . 313‘“—'17_1? ﬁH?':_}
3 2

o _ Ty 7[];‘,_ = ii]_‘;,__]‘;;_
Lt HE;? Hg’ 23 H): H;§ .

Odksztalcenia w dowolnym punkcie belki mozemy wyrazi€ za pomaocs
odksztateen plyty na jej krawedzi, jezelt przyjmiemy dla belki hipotezg
ptaskich przekrojoéw. Wedlug tej hipotezy plaski przekrdj belki przed
odksztalceniem pozostaje plaski po odksztatceniu. Na te] podstawie

G2 U*:U(a,ﬁo)+np(a,ﬁu)+ym(a,ﬁu).

W réwnaniu (32) pim oznaczaja deformacije osi Rp'a, Bo)/Hyla, ﬁo);
oraz -0si nna krawedzi plyly fpor. rhwnania (2.12) 1 (2.15)] oraz

14 P = Oy gy T 0T
. P 21 ].'_11 23 ¢
Belka m o @ gRai o Re_
13 Hl 23 HB "

_ Hipoteza plaskich przekro-
. jow (nazywana tez hipoteza
Falufs) Bernoulliego) jest rozsze-
Hefefo) 1yona hipoteza Kirchhoffa.

Dlatego tez zwinzki miedzy od-

ksztalcenidgmi, wyprowadzane
. ‘na jej podstawie, zapewnig
zgodnoéé deformaciji belki i ptyty na calej powierzehni styku tych dwoch

elementéw konstrukeyjnych (rys. 5). W réwnaniach (3.1) wprowadzone
zostaly nastepujace oznaczenia: :
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(3.3)

| A e O

Rs\ (R H, ¢H 1 3, 0H
o Ng Y (Y i 1 al 1.
oo (] (), =5+ 2 g+ o o
1 ¢H,

( r g dﬁ)

Lo B R
H Hi(1+nH Ha dﬁ) Hlpli(a:n)g Ha _r"Tr’?'*“Hﬁ HB =1,

H? =r,r,=1.

Na podstawie réwnan (3.2) i (3.3) skladowe tensora odksztalcenia mozna
napisa¢ w postaci ‘

(3.4)

1 o oo,
=g gy (O ety T e )
el =0, . =g, —0,
. 1 .
= et n? 1), = (et T Ty,
7 p(a ,7])( et 1Ty 18 p“(a,n)( 13 TN To1 TVVe2
€y ==y =10

W réwnaniach (3.4) wprowadzono oznaczenia:

(3.5)

g Ue o —nm, €= Ue R i R“

H, H,’ H, H,
I T xu=ﬁj#3§j‘—,

R e (),

ag-:*;i E;; (R")j pl‘lf{f ¥]2=%1-}}f If;ﬁ‘)

AT iy o P g

Z poréwnania réwnaf (3.5) z réwnaniami (2.11) widaé, ze niektére skia-
dowe deformacji sg réwne. Pcnizej wykazemy, Ze rowniez wyrazy
Ty, Hoa, Hia, Hys 1 ¥y mozna wyrazié za pomocy tensora odksztaicema piyt
na jej krawedzi. Istoinie,

_ 1 Rs 1 R R
To1— E [Pan-l-m (H),J '“ﬂ: [(Pﬂ)u‘l‘ (m HZ)u_ ma. HZ] = -—1T19,
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poniewaZ

R
(oot (my) = (owle (0=
11 Rl - b 1 oM,
(36) 011“?_1_?[]) Hgla—_ 1 %22—1-_11 (w'.".1)a+ HIHZ dﬁ €11,
| oo 1 R o 1 _cH —
?‘LEHEHZ @ﬁ (mz_i)a, Hig= H%Hz dﬁ (ww)a
| 1 0H,0H,
H H 0p 08

Skladowe tensora odksztalcenia dla dowolnego punktu belki wyrazaja
gie za pcmocy sktadowych deformacii plyty na jei krawedzi w sposbb na-

stepujacy:
@7 eh=— s ient Lt e B |+
. ll—p-) (a’n) 11 n H;_ 21" Hng dﬁ 11

i1
' L1 ey [ O _1_cH,°H,
+?%11+?? H;HJ dﬁ (w?.l)“ TJ‘)’ H1Hz Lﬁ (wm)“"' H1H3 dﬁ dﬁ Wag s

—% - —% — 1
ey = 0, eg'g == 0, exg = 0, €12 = .i):(a,"){) (612"'—‘)/1712),

— _#__#_'r]_ﬁ_
= e

Postepujac analogicznie wyznaczyray skladowe temsora odksztalcenia
w belce wrmacniajgce] krawed? p-okrywa'jacg sie z przekrojim o == Oy
Réwnanie dowolnego punkiu w belce wyraza sig nastepujgeo W rucho-
mym ukladzie odniesienia Re/H,,Rp Hoy 1t ulworzonym na krawedzi
plyty: ‘

Ra(”()’lm

r(ﬁ: E: 'V) == R(auﬁ)+‘5 Iil(ﬂg ,ﬁ_)‘ +}ﬂl

Na podstawie hipotezy plaskich przekrojéw przemieszczenie dowol- ..
nego punktu belki mozna przedstawit za pemoca przemieszezenia plyty -
na jej krawedzi: ' '

(3~8) CoDF= U(au,,B)'l'Et (aoyﬁ)‘l"))m(am 16)- _

W réwnaniu (3.8 tim oznaczajs deformacje osi Ralog, B)/H, (an, f) oraz
osi n na krawedzi piyly. Deformacje osi maja nastepujgee skladowe:

R R« R
(3.9) t:mlz'ﬁﬁ; twgB, M= W13 HI”"wzsﬁ%
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razaja si¢ nastepujgco:

eti= % Ug ey T T e 10 us
H{ H{ o i’ ST HS Hi?
(3'10) r
e T: T e Ty Uy ——] r,,

_HIH B ZwiHS T HSHP
W réwnaniach (3.10) wprowadzono oznaczenia

Hfz =TIl — 1,

Hi = rprp = [Rg-I-EIRa) ][Rp-l‘f( )] RsRs+2£Rg (R \ +
H, 8

\H
(3.11) J(Re\ R\ _ [0, 1 cH, :
+e Hl)ﬁ(Hi 8 \Hﬁ_ H, da) ’
" CH, *9
Hi=H (1+$H H, da) H,p:(8, 8), Hf=ryr,=1.
Na podstawie réwnan (3 8) i (3. 11) mozna réwnania (3.10) przeksztalcié
do postaci
ein=0, e == (ﬁ 3] s (@apt 8%,y +yitant Eay + Eyiing),
— , - 1
{3.12) e =0, ezt = 22(5, ) (eas+ &0+ yar),
ez—=0, €3 == zz(ﬁa 5) (eas+£T10+y0s).
W rdéwnaniach (3.12) wprowadzono nastepujgce oznaczenia:
(o _ReUp _Us R Rﬂ Us Re _
€99 —H; ﬁ;, ER =2 %1 H; r +t €y — H3 n-[—mH Ol
Hap = Hz. H,’ Ta1— H H1 Tig ™ fgll-l- (H )
_ 1 U_s R. tp Rﬁ o 1 fg Ra)
"= H, (H,) T, H TH, H‘,(
_ 1 mgRe R m
.1 a o @) — NS o .
(3 3) %23 H H ‘Hl) 021 _ ( Hi) 0, '!922 H2 n 0,
_ Ra Rel
Tig = [(tn)p-l- ( I)ﬁ mg Hi] == Tar,
— 1 1 JH, 1 JH '
ST e ‘! [ _3 e 2 Y
11 H, (w12)p+ I, H, da €gs, %y I, H Oa = (w128,
— 1 C(H, 1 ¢H BH .
= - Howde— o 3 o

Skladowe tensora odksztalcenia (ef.) dla dowolnego punktu be1k1 Wy- S




Na podstawie (3.13) przeksztalcamy réwnania (3.12) do postaci {3.14)

é‘fif'—'—o, ég}lzo:
L1 1 1 9H,
€22 ——szt.é: &) \3224‘5[1{3 {wy0)at H;Hl Jo "322] +yrag+ |
(3.14) X R
., 1 0J0H, 1 C¢H, 1 JH,cl,
- gt - T DR T 03 T PRV PR D e .
HEFH da @F 57’[}1:;111 dga 2" @00 Oa “’13}

- 1 — —x
e = ——=le ef3=10, g = — —— 5 Tar-
21 pzq(ﬁ,é') (e(!l-l—?rﬂl)# 13 23 Pzz(ﬁ. fj %t

Réwnania (3.7) 1 (3.14} postuzg do napisania warunkéw zgodnosci od-
ksztalcen w belce i w plycie na krawedzi ich kontaktu.

4. ‘Wiclkosei statyczne w belee. Réwnania réwnowagi

Na belke polgczona monoclityeznie z plyla oddzialywaja wielkodci sta- '
tyczne plyty. Rozpatrzmy naprzéd krawegdz g =p,. Na rysunku 6 przed-
stawiono fragment krawedzi plyty oraz, ze wzgledow rysunkowych, odsu-
niety od niej element belki. Na krawedzi ptyty dzialaja: sita — N H, da
oraz moment — M@ H,de. Na element belki dzialaja rownowazyce
wielkogci statyezne z plyty, oddzialywania N H, da, M H, da, obcigzenie
bezposrednie belki sity GH,da i mementem ZH,da oraz sity wewnetrzng
w belce,

He

Hy
piteipde jarda)
Rys. 6

Oddzialywania pochodzace od plyty maja skladowe podane réwnania-
mi (2.4). Obcigzenie bezpodrednie belki ma skladowe :

_ Re, Ra_ _ _Re,, R
(4.1) G=g H, +9: H, gan, L=z H, +2, H, +2n.
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Bedziemy sie postugiwali silami i momentami wewnetrznymi - belki,
wowstalymi ze zredukowania naprezen dzialajacych w przekreoju, a od-
jesionymi do érodka cigzkosci belki. Réwnanie osi betki traktowanej jako
mlejsce geometryczne Srodkéw ciezkosci przekromw mozina napisaé

vl f) =Rl f)-+1o) Rq(a, ﬁ“) yoa)n

“Oznacrmy wekior naprezen w przekroju q, ﬁg przez E*(a,ﬁo, 7, 7). Wéwezas
“odniesiona do frodka ciezkofci belki sila wewnetrzna i moment wynosza!

__ w = [ G Hi HY dydy,
: F
{4.2) N Ty S BTN
SRR m‘“’=--fo*><[(w—nu)H;s+(y-—vo)Hq;]Hszdndy-

.- Catkowanie nalezy wykonaé po calym przekroju F belki. W réwnaniu

. (4.2) wprowadzone zostaly oznaczenia Hi=ryry=1 oraz Hi=r,r,=1.
Skiadowe wielkosci statycznych n'? i m'® oznaczamy w nastepujgcy sposob:
R R
(6) — e g D
n nHl +t, H, +tn
{4.3)

Ra R;
(a}= ) —_—
m Mg H, +m,- H, +m2n

Sity wewnetrzne w belce sg w rdwnowadze z obcigzeniami. Réwna-
nia réwnowagi skladajg sie z sumy sil i sumy momentéw. Obie te sumy
muszg by¢ réwne zeru. Suma sil wynosi:

{4.9) —én“ 4 N H,de+ GH,da=0.
W réwnaniu (4.4) wykorzystano nastepujgcs zaleinosé:
plotds — — ple) sl ~ — pla — n9da.
Podobnie mozna napisaé:
mietde) — o) 5 pple) g e pple) — m{f)da.

Momenty obliczamy wzgledem poczatku ukladu odniesienia; otrzymamy

1) M® I da, 2) ZH,da, 3) m',
4) —m9—m¥da, 5 Ria,f)xNWH,da,  6) Rie,p,)xGH,da,
7) rxnl, 8) (¥ +dr) X (— n' — nl®da) . N o

! Na rysunku 6 oznaczone sa symbolami Nl&l i agle),




Sumujac Pow

? Ry
—m'¥da— (R + 7 »L’B— + 70 n) xnlMda — [R“ + 10 —H‘B; +
2 ;

R
+70a 2 0 (Hiﬂ

. a po zgrupcwaniu wyrazow
Rx[—n'¥da + N®H,;da+GH da

R R
— Rt o vt e

Uwzgledniajac, ze Wyraz w pierw
jest rowny zery, otrzymamy

{(4.5) —mi"— [nn R + 7 n] »n!o —
| H,

R
| [‘1 -'a + nﬂu fHZ_ —]— YOan.+ o (ﬁH
a kierunki Re H,, Rg ‘H., n, otrzymemy

Rzutujae réwnania (4.4) i{48)n
szesé skalarnych réwnan réwnowagi

yisze mcmznty otrzymeamy

Xn(“)da—i—RXN{“‘Hlda+R><GH,,da +

R
] — m(;\da—-— [‘qq -HZ‘ -I—qq,nl Vn(;"da —_

+ M@H da + ZH,da=0,

‘x p@da+ M@ H da+7H,da=0.

1

‘e na podstawie {4.4)

sZzym nawias

Rs

) ‘xn’-“’ B, M+ ZH, =0.

2

dla f=F i f=Bi<Fo’

1 ¢H
ﬂ“"’"'ﬂ;‘ H’dﬁltziHlsz‘%‘Hagl:O,
1 (H _
—’—H; __—C"ﬁ‘ ﬂ'—tga+H1N2+H1ga=0n

"tmiHJQz‘—gaHLf—:O,

1 ¢H, — 1 ifjl_ —
(4.6) »—-mm._,-.:H; dﬁ m1+nut1u+70 H2 0‘5 n+7’1)t2a+7]0mt1+
+Tﬂat2$M2H1+Z1H1=0:
1 (H; __ 1 cH,
““"miw‘]"'Hz 3B ms+ yoma " Yo| "G ty -+
1 ¢H, F |
+t1H1i'ﬁ'0'I_f—a_—tl‘l'?ouﬂ—l—HiMm'l‘zaHi:Gn
s OB
Mmguinona——tEHI—T—n‘,“n-i—ngis0.
do krawedzi f= By, dolne dlap=H<bs,

Gérne znaki dodawania odnosza sie
Analogicznie postgpujac Wyprowa
wzmacniajacej krawedz o=@y
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Réwnanie osi belki ma postac

{a0,0) == R (a0, /) &,(8) R““’" ﬁ‘

+ 7o(f)m

Sktadowe wielkoici statycznych n'® i m'® mozna rozlozyé w mastepujacy
sposéh:

n'® =t,- R“——nR‘&- +tm
H, H,
CN)
Ra R.&
B =g, - % A
m m, Hl+ms H2+m2n'

Réwnania réwnowagi maja postaé

— nlft + H,NO + H,G =0,

| (4.8) | { Ru ! Ra
—mf — [Eu ", + yun] Xnft — [Rg-l— 5.5-HI +
+ yepn+ £, ( \

]anﬁ?-l-H M# - H,Z=0.
L g

Zastapmy réwnania wektorowe (4.8) réwnanicmi skalarnymi w ukladzie
R.'H,, Rg’'H,, n; otrzymamy szesé skalarnych réwnan réwnowagi (a=e,)
b la=a,<<a,):

1 cH, _
—tzﬁ—’ﬂ'H“a + HyN;+H,y9,=0,
1 CH,
tzH”a + ng == Hy S, + Hyg, =0,

—_— tlﬁiﬂgQi—Hgga= O

1 ¢ 1 CH, — 1 7H,
4.9 —ggtms -yt y ot SN
( ) m!ﬁ ms Hl (?OL t2 H d ?o'nﬁ HZtl futl H d

—yupn—M H,+2z H,=0,

1 ¢, 1 ¢H,
—m H, da — Mg = Egtig— ?otfﬁ_?uﬂH: 'aaziéngtl—

—yopty =M Hy+2,H; =0,
—mgg = €ong+ Hoty, + fopn+ 2, H, = 0. -

Réwnaniemi réwnowagi (4.6) i (4.9) bedziemy sie postugiwali przy wy-
: prowadzaniu warunkéw . brzegowych dla plyty wzmocnionej belkami.

3n




w belce a odlksztalceniami

w belke wzmacniajaca krawedz pryty, pokrywa-
Przy zatozeniu hipotery plaskich przekro-
kcie belki wyraza sie za pomoca
hni grodkowej Ppiyly:

5, Zwigzki miedzy wielkosciami statyeznymi
Rozwaimy najpier
jaca sig Z przekr-ojemﬁsﬁi,.
jow tensor naprezen W dewolnym pun
sktadowych odksztaleenia 1na krawedzi powierze
Tensor odksztalcen ma postaé:
—% % —
ey e ey
e 0 O
e 0 0
Przyimujemy analogiczna postaé tensora naprezef:
oii oh OB
o 0 O
on 0 O
Miedzy napfeieniami a odksztalceniami na podstawie prawa Hooke' a
zachodzg nastepujace zwigzki: :
(5.1) on=_Eeq,

=G exn.

mmaczaja moduly Yunga i Kirchhoffa
ania (3.7) otrzym:zmy Z réwnah (5.1):

o i
o =G e,

W réwnaniach (5.1) EiG o
w belce. Uwzgledniajac réwn

. E — _ _
g == EW {en +2ten + y71a + "?2%_12 ‘f"?}'”:a) '

(5.2) Gz = ma : ?]') (et 'Y'Fl‘.’_) '
G'n

Th=—— " 7 Tia-
» Pu(aﬂ?) 1

Skladowe wektora naprezen maja nastepujgce kierunki:
o I DI
G (a:ﬁo:'ﬁ:'}’) o1y Hi o2 HE 713 i

Poniewaz na podstawie réwnan (3.3)

Hf=Hpule,n), Hj=H;=1,
T Fa vy _Re Ty g
e w, oW H o H
wiec '
(o) = T — T T
1 2
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Na podstawie definicji (4.2) i oznaczen (4.3) otrzymamy

R R : — R — R — .
—_ o ~|—t2 Hﬁ -I—tln—f(—— oy HT Gia Hfﬁ—-—ol’gn) H H dndy,
F -

o
2

R R ' —« Ra — Ry _,
M ‘:‘—_l_m[ﬁ.ﬁ;—i_mﬁn:'—'f(_gll H‘I O1y H‘i 0'13“)><
Rﬂ e
x{n—mno) g -+ — o m | HH dndy .
2
Pordownujac sktadowe po obu stronach znajdziemy

n :Ff ondndy, My == —— f [o%s{n ‘”0'12('}"‘"}'0)] d"?d}’ '

(5.3) { ty=— f adndy, my == — f iy ly — vo) dudy,
F F

= [Ohdndy,  ma— [T —no dudy.

‘Wstawiajae do réwnan (5.3) zaleinosci (5.2) otrzymamy

Ef
n= _P—J?(a 7) (e +7?"22+'J’?‘11+71 %1a+ﬂ?”13)d7?d}’:
G
ty=—— €15+ yri)dudy,
f pll a7 ( 12 'J’ 12)0ndy
. — GNTy
(2 L% d dy,
f Pu(aﬁ?) ey
{5.4)
E'(n—
My _—_f ( 11+W"22+?%11+"7 "12+??}’%13)de?’,
F pll(a’
= "_f E'fy —v.) (11 + 1%og + pot41 P wag b My Hyg)didy
7o pila, ?7)
e[l —n) y—
Mg — G - ey d d
§ Ff [pll(a:')?) 13+ pu(a 7?)( 12 —'_'}’712)] nay -
- Dla belek smuktych przyjmiemy
(5.5) pule,p)=1.
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Wprowadimy nastepujgce oznaczenia:

F=[dndy, S ”—‘Ff ndndy = Fio, Sy :Ff ydndy = Fro,
E

Iy= [ v dady =Ts+Frp> Iy= [ y*dndy =1+ Fy,
F F

Iyy= [ mydndy == Lz -+ Fioo. Ff (n—mno) dndy =0,
p A

f(:lf—"-yu) didy =0, Pf ??(ﬂ—m)dﬂd?:lq—ﬂﬁﬁ‘ =T1,,
F o

[ 7 dudy=ly—viF =T,

F

(5.6)
}J?(nﬁn“) dﬁdyzlﬂy—nuquzlazp

Ff nly — o) dndy = Iy -— P F =1Ias

fn‘"’(n—-m) dndy = Wy, Ff‘ya(fl-—m) dydy =Wz,
F ,

f Py — p) dndy =Was, Ff P2y —y,) dydy =W,
F

f ay (n — no) dndy = Waga Ff 1y (y — yo) dndy = Wagy .
F

We wzorach tych I, I 1 In oznaczaja odpowiednio momenty bezwlad-
nodci wzgledem osi przechodzacych przez srodek ciezkosel przekroju belki.
Osie te sa réwnolegte do przyjetego ukladu odniesienia. Wykorzystujat
oznaczenia (5.6) oraz zalozenie (5.5} napiszemy réwnania w postaci

n= E’F(en‘l’ﬂuﬁza'i'?u”u)‘l'E' (Iqﬁm‘i‘lnv%m)s
t=—G'Fle;zHreTia)s t, =G Fnt1e,
57| me=E Tt T HE (Wariat Wk,
my = — E' Ly %ot I %11)“—1‘3'sza;‘lz‘l'wzasﬁls);
ms = G \Li+13) 7e-

Analegiczne zwigzki moina wyprowadzi¢ dla belki wzmacniajace] kra~
wedz plyty a = e,. Tensor odksztalcen ma skiadcwe

0 eno

e —k %
ey €xp €23 1,
0 ek O
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i tensor naprezenn sktadowe
0 oz 0

—% —% —%
G21 028 Oy

0 o3 0
Wprowadimy jeszcze nastepujgee oznaczenia:
F=[dtdy,  S;= [edndy=Fz, S,=— [ pdydy = Fy,,
F F F

L= [ &£didy —1,+Fz,
F
L=[ydedy = 1,4+ T3,
F
Iey= [ &ydédy =1,,4-F&,y,,
i

[e—¢ydeay —o, f (ywyu)dfdmo,

F

. [ e~ aodsdy-rg—-fﬂ =1,
{6.8) 1~

fy (¥ — 7o) d$dy—1y—7’ F =1,

"

[ y(e—e)atdy =Ly— gy, F =1,

F

[ elty—yp) dédy =1y~ £,y F = 1,,,
F

[ee—syaay=w,  [e4—yyaa—w,,
F - F

[y~ &) deay =w,,, f Vo ly —yp) dedy =W
J .

| ere—g)dsay=w, [ ertr—y)aty —=w,y,.
Otrzymamy

n== E'F(‘322+fu§|1+'}’u?‘722) +E’(I§§3s+1§y§23):
ty=—G"Fley+y,7s), = G'F& 1y,
(5.9) ml'=E'(IEBEIfI—IJxEE)—FE'(WlaRﬂ—!—W;%:Tc%),

’ m2=_E'(11§11+132%22)"“E'(ngza T Wig12),
My=—G' (I, +1,) 75,

Réwnania (5.7) i (5.9) posluza do wyznaczenia zaleznosci miedzy wielko-
Sciami statyeznymi w belce i w piycie na jej krawedzi.
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6. Zwiazki miedzy wieclkogciami statycznymi W helee a wielkosciami statycznymi
w plycie na jei krawedzi

Rownania (2.18) przedstawiaja zwiazki m'edzy skladowymi tensora
odksztalcen a wielkogciami statycznymi W plycie. 7wigzki te majg za-
stosowanie w calym obhszarze piyty lacznie z krawedziami. Wielkosci sta-
fyczne W belce potaczone] menolitycznie z plyta wyrazaja sie rowniez za
pcmoca skladowych tensora odksztaleenia W plycie na jei krawedzi. Bg-
dzicmy pos’rugiwali sie przybliionymi rownaniami uzyskanymi Z (5.7)
i (5.9). Dla krawedzi f=Ff 1 = py<<fo mamy

n= E’F(e11iﬂo’_‘zz+?’o”u)s MMy = E {12%22i132%11),

(6.1) tzz——f—G'F(em-I—yorm), mlspE'(tIzaﬁag+I3%11),
t,= 1 G Fotizs ms =G I,71a-
Dla krawedzi o=, 1 a= a; << gg mamy
n== E'F(ezziE\,Eﬂ—i—ygxggL m,=E (g1 Tasan)
(6.2) ty= — G F ey +7uTath mmy == — BTy T lsa %)

tlziG'FsuT21, m_s':'_’G’IUTBl.

W réwnaniach (6.1) 1 (6.2) uwzglednilismy salozenie, ze w belce jest linio-
wy rozkiad odksztatcen. Wyrazy, ktore pcmineli'émy, majg bardzo male
znaczenie, A wywiefajq wiekszy Wplyw dla grubych i silnie zakrzywio-
nych belek.

W powyzszych réwnaniach skiadowe tensora odksztalcenia €.y, €211 Citv
@yo, T1a, Tat> %y 1 %oz 58 odpowiednio réwne skladowym odksztalcenia plyty:
na jej krewedzl. Nalezy jeszcze wyrazié za pomocd powyzszych sktadec-
wych wyraienia %y, 1 s azeby mozna byto przedstawit wielkodci sta-
tyczne belki za pomocs wielkosci statycznych W ptycie. Na podstawie
réwnan (3.6) 1 (3.13) znajdziemy _ : '

' 0H

_ 1 1
= ET; (wilet ﬁ:f.fl Ja €935

— 1 1 J0H
Hag = H, (wagdat E—Hj ?ﬁﬂ’ €y

Funkcje (w2)p 1 {wg)e MOZINA przedstawic za pemocs sktadowych od-
kszialcenia €y, € i €12 Skorzystamy W tym celu z zaleznosci
{6.3) (A4+2 G grad 4" — 9Grotw* =0,

stosujacej sie dla ciala izotropowego podlegajacego prawu Hooke a'przy
pcminieciu sit masowych 1 sit bezwladnosci. -
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Odliczamy odpowiednie wyrazenia dla plyty:
A= el t+efa=e,; T yn1+ ot yias,
o4* R., d4* Ry 2 2.

grad 4" = Ju "i— of H,
"1 " 4 * R * *
o = > (eoi2 — w33) R*l — (ols— wi) f—l% + 5 (5021-_“ oh)n,

©4 rot m*:‘l— —l—(m?" —wi)g— Hj(wiex*w 1) |
1 H; B 1 128 9 3 )

. 1. .
rot; @f = "7 {[Hl {cofa— cuz‘si] Yy (wiy — w’fz)a}:
i y

I:ot @ == 1 Hz(w — ) _[H (wh— o)
3 ‘e (e 81 . 5 (o i3 ,

Na podstawie hipotezy K irchhoffa (o nieodksztalcalnosci normalnej)
otrzymzmy dla piyty

H; , HYy * ®
{ 22 (waa—wal)] =0, ["?1 (wgz—wza)] =10,
) 7 ¥

* * & %
wist+wi=0, was ez = 0.

Zastapmy réwnanie wektorowe (6.3) réwnaniami skalarnymi w ukladzie
R./Hy, Rg Hy n; otrzymamy . _

. 2G 1 ®
(A+2G) ey Fyxytentyrmle = H 2 (w1 — ol

: 2G
A+2G) ety s F e —— 2 (wh— able,

' ) ' - 2G 2C
(A—I‘ZG) (%11+%22)=HﬁH-‘.(H2 wlS)w H*H" le:.ﬂ)ﬁ

- Dla p=0 tj. dla powierzchni Srodkowej otrzymamy

2G 1
{ (A2 G){es1 el —'_H 2 {9y — wya'p,
. 2G 1
- (6.5) { (A+2G) (en+egg)g=——ﬂ:“ 3 (wa; — W1zle,

(A+2 G) (2611 + 295) =—I:—I—J—H; (Hioslet 3 H H (H1m23)F
réwnania (2.18) wynika, ze } :
1 1
_ o e]2=w1ﬂ+w21=—"asz}:aﬁslr
Lz réwnania (6.5) wynika, ze '

g; [{we}s — (wi2)e] = (14-2G) (€11 +eag)e-
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Roézniczkujac réwnanie pierwsZe wzgledem f§, a nastepnie mnozge je
przez G/d, oraz odejmujac rownanie drugle otrzymamy

2G

:H_; (w2)p= H h = S:p—(A+2 G) (e +eanles
stad

- 1 ﬂ-l-?.G 1 ¢H,
(6-6) %11 = 9 Ghi, Szp (911‘]‘3_.,) + —Hl H, 0; €3
Podobnie rézniczkujge rdwnosé
- oton L s
911—'?’12 w21—Gh 1

wzgledem a, a nastepnie mrozac przez G/H, i odejmujgc od réwnania

G
— g, [@n)e— (@] = +2 G)lestenls
otrzymamy
2G 1
H, Y (w)e= Hlﬁsla—‘(ﬁd‘z G) eyt exe.
Stad
_ 1 (A2G) 1 ¢H,
6.7) (- R GhHlsw Y (enitesnlst H H, 0f €11.

Na podstawie réwnan (6.6) i (3.7) mozna zwigzki (6.1) i (6.2) przedstawit
w nastepujacej pos:iaci: :
dla krawedzi =8, {§=75,<<8,)

E'F Iyt m I, e Lot ma Ty,
n= g N1 ”N‘H“F[*” o A ”"123152«—1213]

GF,. 6Fyp, G

b= Ghsﬁﬁ;r o Mas
(6.8) mzz_zg}fﬁjsé“_zgg;}(l“"ﬂ”)("HG)(NlJer)ﬂJr R
- Fgg, o ™ — o) TRE L g,y
‘+§G;§18 +E L 22D 4 Qv )T
jFE}EHIH a;]( — v 2D g, — o,

6G'I,
M == "G pe

— May;




E'F +m, I,+m,I Fm, I t-m, I
_EF . Flte =Tlartml  Im.dytm I,
" "N+ l_gu Lyl — L1 Yo Iyl —1,1, ]’
GFr 6G'F
tz = 7Gh_ Sl _!— gGha_ yuMlﬁ)
—6G' ¢,

L=t g Mias

E'1, — E'1,
m, =+ S Z-Gé;(i‘l‘zG)(l“")(Nl_FNg“:t

—-2GhH,

.9)
E'l, 0H, . - 12E'1,
i EhHl H: da (N2 7N,) ERS (Mz ?’Ml)g

— _E’L_ ﬂlﬁ_ . B
Me="3 cni, ¢ F 5 A2 GV (1—9) (N, +N,e
___EI, ¢H, . —I—E'I-‘!"! .
EhH H, da (Ny—2N,) £ Eh? (My—»M,);
6G1I,
Me== -WGFMIZ'

Réwnania (6.8) i (6.9) zostang Wykorzystane do sformulowania wa-
nkéw brzegowych dla plyty wzmocnione] belks,

7. Warunki nicrozdzielnosci dla plyty

Sze$€ réwnan réwncwagi nie wystarcza do wyznaczenia dziesieciu nie-
wiadcmych wielkosci statycznych w plycie. Brakujace réwnania wypro=-
wadz'my z wlasnodci sprezystych materishu konstrukeji, tj. z warunkow
nierozdzielnosci oraz warunku statyczno-gecmetrycznego. Warunek sta-
tyczno-gecmetryczny wynika wprost z réwnan '

hje s
M, = f U‘zfi}'d?: My=— J O'.i‘z?d}’-
—r.2 ~ k2

Ze wzgledu na symetrie tensora naprezen memy oiz = o51. Stad

1) le - M| 9.

. Warunek nierozdzielnosci jest w rézny sposéb formutcwany, lecz daje
te same rezultaty. Postuimy sie sformutowaniem Goldienwi ejziera
([18], s. 57), ktéry przez warunek nierozdzielnogei rozumie, zapewnienie

dostatecznej gladkosci powierzchni odksztalconej plyty. Wektor obrotu
prezystego @ powinien spelniaé warunek

2) . (ﬂaﬁm mﬁa‘
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oraz przyjetej hipotezy Ki rchhoffa

Na podstawie réwnania (6.4)
> - Rm Rp
(1.3) ' ‘”":"‘_'wza'Hi"l‘wla—*Hz + 5

Wy~ Wi n.
Réwnanie (7.3) mozna napisaé w symbolice wektorowej przy wykorzy-
staniu réwnan (2.13) i (2.15) w nastepujacy sposob:

' Re\Re R.\Rs , 1/Us Re U« Rs
(7.4) "’“‘(“’HJH1 (“‘ Hl) u, T3 (Hz i, H, Hz)“'
Poniewaz wektor obrotu sprezystego @ wyraza sig za pomocs przemiesz-
czenia U, wiec warunek (7.2) pocigga za sobg zwigzek -
(7.5) , ' Uep == Uga-
Piszemy warunck (7.2) za pcmoca wielkoSel statyeznych, Utworzmy po-
mocnicze wektory Vi i V, takie, azeby ich sktadowe w ukladzie Re H,,
Rp/Ha, n byly skladowymi tensora odksztaleen:

v, R., 1 Rp V, 1 Re R
{7-_6) H, =&y H, + 2 €2 H,’ H; =73 €31 H, + €y H,’
Réwnania (7.6) sa spelnione, jezeli przyjmiemy

V, Us, Re YVo_Us_  Re

(0 woH T, HOH H*
Na podstawie (7.7) réwnanie (7.5) mozna przeksztalcié do postaci
(7.8 Vig — Vou— (deRu—FmaXRp =1{.

. Rzutujac wektory wystepujgee w réwnaniu (7.8) na kierunki przyjctego
ukladu odniesienia oirzymamy

I:Iti (Vl,e—"vza)‘_"'Hlﬂz-’E;'-: 0,
1

(7.9) 'Rﬂ’ (Vlﬁ_"'vﬂa) —H Hy§,= 0,
Alg

— op Ry | @aRo)
n(Vig— Veo) +H: Hy (Hz H2+ HlHl)—U.

W réwnaniach (7.9) oznaczono:

{7.10) £ = W
: 1

Wektor obrotu sprezystege @ mozna wyrazi¢ za pomoca skladowych od-
keztalcenia #yy, #pgr T12 1 Taa W nastepujacy sposoéb: :

oo g, =My, TOH, 05 B, Hy 08 H, UeH,’
0 ——m Rq ot =m Ry 0= —m Ra
“H, “H,’ 'H, U H " H, TH,




Poréwnujace je z réwnanizmi (2.11) otrzymamy

(!)nz Ra (!)a Rg (Oﬁ ch

(7. 11) . H: H, ==T1a, H2 H‘, T #i11, H, Hl_"‘zz, H

. Na podstawie réwnan (7.10) i (7.11) mozna znalezé
o R Rg g R.
(7.12) Hﬂf:fm H(f_"?‘u H;_; +é&n, "H?"_“% H 1"21 H, +E n.

Za pcmoca réwnan (7.12) i (2.18) mozna przedstaw1é pochodne wektora
obrotu sprezysiego za pomocg wielkosei statycznych:

ma:H[ Ghdellea_{—Ehs( — M) +g,n}

(7.13) [ '

(Oﬂ=H2 [__Ehs (M le) 1 Ghd M2| E +£3n]’

w ktérym na podstawie réwnania (7.9), (7.6), (2.18) mamy
R N, R H, S,
H Hy 8 =" {[H1 2 <+ Rﬂ]

H, h 2Gh H
_[_H.8Ra (N,—N,) Ry
[ 2Gh g, THs ~ ER HJL}'
'_‘Rﬁ_ }I1(N|__1’NZ H S1 Rﬂ]
Hrlﬂwz“'hr2 {[ En + 2Gh H
- H Sa Ra +HE(N2_“""’N]_) Rﬂ
"~ 2Gh H, Eh H LS

-_Zastepujqc réwnanie wektorewe (7. 2), po uwzglednieniu wzoréw (7.13),

przez réwnania skalarne w przyjetym ukladzie odniesienia ofrzymarmy
:trzy nastepujgce rownama

6 0 1 ¢H
— o 9 Mlz) Eh*"H(M‘ ”M*)H Pa T
12 9 1 9H,
"‘EF'@(Mz'_“”Mi)Hz"“GhaH MmH dﬁ =0,
- 6 12 9 ¢H
019 —amm, e 12 35 Hi 00— M) — 1 % (M, — —oM) Gt +
6 o
+Gh=" da % My =0,

(Hi'fl)ﬂ - (Hzga)u =0,
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BSOSt AL [T H,S,) _ (=N 0H,
tfest=— 1 Eh , 2Gh da " \2Gh], _Eh o’

(N;*—T’Nz) % + (H]S[) S-._v 8H1__{H2(N2—'3'N1)]

HH&=""Fn = oo " \2CGh),~ 2Gh 0§ Eh

1

Réwnania réwnowagi (2.6), warunki nierczdzielnosci (7.14) oraz TOW=
nanie (7.1) stanowia uklad dziesigciu réwnan potrzebnych do wyznacze-
nia niewiadcmych wielkodei statycznych N,, Ng, Si, S, M,, M, Mz,

M21) Ql i Qﬁ‘

8. Funkcje' naprezen dla plyty prostokatnej i warunki dia brzegu
wzmocnionego belka

Powyzej olrzymane og{')ln.e wrzory zastosujemy teraz do plyty prosio-
katnej. Réwnanie plyty rozpatrujemy w ukladzie kartezjanskim,
R (x,y) = xi+y]
H, =1, Hy=1, a=%, =1

Réwnania stuzace do wyznaczenia wiclkogei statycznych ma podstawie
(2.6), (7.14) 1 (7.1) maja postac
le"_S.’y+q1=0, Sl.v+N2y+QQ"'='0r Q1x+Q?y+QE=0’
Mi2x+M2y'—Q2+mf:=0, Mu-—Mzg——Ql—-m;’:O,

©1) | St S—mi=0, My tMu=0, -—éMmy-F-zE—(Mg—‘TMl)x:O,

2 ' 1 1 1 1
E (M, —2My T+ & Mas=0, 3 N:— Ny + 5550 9G Sixy '*".=

1 . o
+ E(Nz—""NL)xxzu.-

. Powyiszy uklad dziesigciu réwnan mozZna zredukowaé do dwéch za-
- wierajgcych jako niewiadome dwie funkcie @{x,y) i w {x, ¥} Funkeja
©(x,y) znana jest jako funkcja naprezeh Airyego, a w(x, y) jako
funkcja Z. Germa in. Wyprowadza' sie Jje przy zaltozeniu, Ze
m*=mj; =mj; ==0. Réwnania pierwsze, drugie i szoste 53 spelnione toZ-
semodciowo, jezell wprowadzi sig funkcje O(x, %), za pcmoca ktérej wiel+

koscl statyczne wyrazajg sie W nastepujacy sposdb:
{8.2) N1=9yy+U: Nz=9xx+Un Si;—"'szz"—@xyr
gdzie U (x, y) jest znang funkcja potencjaiu pola sit gy =—- Uy, g2==Uy.



Funkcje Oz, v) Wyznacza‘SiQ z dziesigtego réwnania. Po Wstawwniu
do niego wartosci wedlug oznaczen (8.2) otrzymamy

(8-3) AAO(sc,y):q(ac, y): q(x, y)=—-(l—v)AUm(1-—v) (QIx_Q2y),
gdzie
a2 g7
A — '@ “‘I‘" (_‘Ty" .
Przy wyprowadzeniu tych rdwnan wykorzystuje sie zaleznosé

E

=00y

Podobnie réwnania czwarte, piate, siddme, 6sme i dziewiate sg spel-
nicne tozsemosciowo, jezeli wprowadzi sie funkecje w(x,y) okreflajgca
w nastepujgcy sposdb wielkoscei statyczne:

. Ml =._ K(wxx +1Jwy.}’) ]

(8.4) My = — K (wyy+rwss), Q, = — K(Wesx Wiy,
— M= My — (1 — 1) Kby, Q= — K{wsry-+0py),
gdzie K =Eh%12 (1—»?).

Z réwnania trzeciego otrzymujemy warunek na wyznaczenie funkcji
w (x, Y):

Funkcja w (bc, Yy) ma prosta. inté;pretach fizyczng, mianowicie wyznacza
_ ona powierzchnig ugigeia plyty.
© Jezeli wekfor przemieszezenia ma skladowe

U=uwitvj—wuwk,

Wéwezas odksztalcenie normalnej do plyty m ma skladowe (2.15)
__ m==w;i+w,]J.

Na podstawie (2.11) znajdziemy

i =i =Wy, Hop = My J = Wyy,

Tig =My = Wyy, Tyy = Myl = Wyy.

Podstawiajac skladowe odksztalcenia do réwnan (2.18) otrzymamy
TZy pierwsze réwnania (8.4). Wyrazenia na @, i @, otrzymamy z czwar-
€go i pigtego rdwnania réwnowagi.




Pokazemy, W jaki spostb formuluje sie warunki brzegowe dla plyty
wzmocnionej belkami. W tym celu rozwaimy plyte prostokatng na trzech
bokach wolnopodparta, a na czwartym oparta na belce sprezystej. Belka
‘ y jest polaczona z plyta monoli-
tycznie, jest z tego samego ma-
terialu co plyta oraz ma staly
przekroj. Obcigzenie ma tylko
skladows piloncwa gs (x, y). Po-

zostale skladcwe chcigzenia
przyjmujemy réwne zeru: ¢ =
=g,=m|=mj=my=0. Prze-

kr6j belki jest symetryczny '
wzgledem osi pionowej. Srodek
slezkogcl przekroju belki ma
wspbirzedne (— oy — Po)  Za-
~danie polega na tym, by wy-
smaczyé  wielkosci  statyczne
w plycie, powstale od obcigies
nia pioncwego.

W sformulowaniu matematycznym zadanie polega ha wyznaczeniu
dwu funkeji @ (x, y) 1 w (X, Y) spelniajé,cych wewnatrz obszaru ptyty row-
nania (8.3} i (8.5):

.6) A =0,  Aswizy—2ED,

a na brzegach plyty po dwa warunki dla kazdej funkeji:

1) dla =0 0<Ly<b Oyy =0, —@y =0,
w==0, wer==0,
2) dla y==>b o<e<a O,=0,  —0Oy=0,
(8.7 Cw=0, wyy =10,
3) dla x=¢a 0Ly<h Byy =0, — By =10,
w=0, Wee =0,
| 4) dla y=0 0L a.

Belka obcigzona plyta ma sie odksztatcaé zgodnie z plyta wzdluz kra-
wedzi. Przy tych odksztalceniach muszg byé speinione réwnania réwno-
wagl belki. :

Belka jest podparta na swoich koncach przegubowo, dz'eki temu jesi
zapewniona zgodnost warunkéw brzegowych w narozach plyty.
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Obecnie wyprowadzimy warunek na brzegu Yy==0, Korzystamy Z T6W-
nan réwnowagi belki (4.6). Otrzymujemy teraz:

ny—8;+g, =0, —te+ Ny 49, =0, —tx—Qr—9, =0,
(8.8) —-msx‘|“'f)dt1x_?.;t2x+M2 +2z,=0, — Mix— Yo+t +My +2, =0,
— max+n e —t+ 2, =0.

Korzystamy dalej z réwnan (6.8), przyjmujge w nich Iy =1I;=0, E=F’
oraz G =G’ znajdziemy: ,

F ' 6F%.
n=x= (N, —»Ny)+F -‘ﬁu%'{*?’o& ’ *S "]" ? M,
h 1, I,
6F EI I, (1—
69 == My, m— g S ,,jfl SN+,
121, 61,
m1 == _h:j—s (Ml sz) ’ mes == h3 MJ]

Za pomoca réwnan (8.9) mozemy réwnania (8.8) przedstawi¢ jako zaleine
tylko od wielkodei statycznych w plycie. Nastepnie za pomocg réwnaf
(8.2) i (8.4) uzyskamy sze$¢ réwnan wyrazonych za pemocg funkeji na-
prezen O(x, 0) i w (x, 0), ktére beds stanow¢ warunki brzegowe,

Dla uzyskania jedneznacznego rozwigzania réwnan (8.6) sg potrzebne
cztery warunki brzegowe. OfrzymaliSmy wige na brzegu y==0 za duzo
warunkdw i zamiast czterech warunkow mozemy sformulowzaé szesé wa-
runkéw. W tym przypadku nalezy dostoscwaé warunki brzegowe do
uproszezen przyjetych przy wyprowadzaniu réwnan (8.6). E. Reissner
w pracy [20] wykazuje, ze pcminiecie przy czystym zginaniu plyty skila-
dowych odksztalcania e, eis i ey, zmusza do okreslania tylko dwu wa-
runkow brzegowych.

Proponujemy wiec zredukowsanie uzyskanych warunkéw brzegowych
 z szeciu do czterech zgodnie z nastepujgcym rozumowaniem. Hipoteza
© plaskich przekrojéw daje liniowy rozklad naprezen stycznych (5.2) w belce.
° 7 wytrzymalosci materialow i na podstawie odpowiednich dos$wiad-
- czen wiadomo, ze rozklad naprezenn stycznych zazwycza] nie jest liniowy.
' Wobec powyiszego w réwnaniach (8.9) zwigzki okredlajace s, t, 1 m, za
. pcmocg wielkosci statycznych w plycie nie bedg zgodne z rzeczywisio-
- $cig, poniewaz s3 wyprowadzone przy zaloZeniu plaskich’ przekrogow Po-
" zostaly wiee tylko trzy zwigzki miedzy sila osiowg w belce, m:mentemi
a wielkoSciami statycznymi w plycie. Ale trzy zwigzki pozwolg na sfor-
mulowanie tylko trzech warunkow brzegowych a wiec niedostateczng
logé do uzyskania ]ednoznacvnego rozwigzahia réwHAR (8.6). Dlatego mu-~
simy skorzystaé z jednego zwigzku uzyskanego na drodze dodwiadczalnej.
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Bedziemy go nazywali zwigzkiem fizykalnym i priyjmiemy go jako po-
prawiony ostatni zwigzek z réownan (8.9): '

GI
(8.10) ms==k h;’ M.,
gdzie k jest wspilczynnikiem doswzadczalnym .

Na tej podstawie bedziemy korzystali zemiast z réwnaf (8 9) z nastepu-

jacych zwigzkiw:

F . gt
((n= —,;(Nl_—f-Nz)JrF(—m% +yo%’j—'),

__ EL L A—s?
(8.11) My=—75 Sy n 1—2 )(N Ny,
m,= 121* (M, — ”Ma): ms—k(g;an-

Przy powyiszych zalozeniach otrzymamy tylko cziery warunki brzegowe,
Przedstawimy je w nastepujacej postaci, Wyeliminujemy z réwnan (8.8)
wielkosci statyczne t, 1t

ne—S3+9: =0,
{ — Mgy = 7’]0{@2 +gs)_”70(N2+g2) +Mﬂ+ 2= 0,
} — Mixx — Y S!x“%‘?ugix_ Q2+M2lx_”‘gg+zzx == 0,

—— Maxx 1o (Szx —— i) — Ny — go-+ 25 =0,

(8.12)

Podstawiajac do (8.12) réwnania (8.11) ofrzymamy

F Fr, (1 — ) Fn, o2
L, — Nk 30 T 0 A oo+ [ (1) O I]Sg-l-
12F N
2 (M, — Moot gi =0,
i GkI,, ’
(8.13) - Moz — 0, Qa— poNat My —mgs —ragat 2 =0,

121,
— 2

(Ml — 'I’Mg)xx‘— Qo+ Mo — ?082x+?’uglx-"gs‘|"zzx20s

) s I ’
[%(1-[—1')6%55'1'"?0&]334-;( =L (N Ny — Ny —

1—2v

—mgu“—gﬁzsx: 0.




Réwnania (8.13) sy wlasnie warunkami brzegowymi, jakie maja spelnié
wielkodcl statyczne w plycie na krawedzi wzmocnionej kelka. Wstawiajge
zwigzki (8.2) 1 (8.4) otrzymamy

F F Iy, 1—p¥
—Oxyt h Oyy — h T Ot —n [‘—“ ((1 )] Oyt
Fy.{1-—

+ h?}l ) y Gowy —EFyaWeertg1==0,
(8.14) - kGIuwxxy+ﬂ0K(Wx;y+wyyy) -_— K(Wyy_'_WWx_\-) _— ?UOxx s
: — %92, =0,
EI w_rxxx‘{“ K[w"}fy"[‘ 2 -_ T’) w,\-xy}_' }‘g@xxy— Q’g“I",Vugl'c‘f‘z?x == 0,

L1 — IL(1—9)®

_Ox.x+'r]\,0,my+ [;_GE + = h(l )] 0xxxxy+ }-L_{l—z )O\Ayyy

— g1 P1s+ 2= 0.
Przedyskutuimy powyze] wyprcwadzone warunki brzegcowe,
1. Jezeli rédwpania (8.14) napiszemy dla zaloZenia, ze kelki nie ma,
czyli przyjmiemy F—0, ==L, =1,=0, 75=0,y,=0 crez g,=g,=—
=y = 8= 2y = 2, = 0, to otrzymamy

l Oy =0, _K(wyy—f-?wxx):Mz:O,
K[wJ’J’y+(2mp\ wxxyI:—"é: 0, .. — 0.

Powyzsze warunki odpcowiadaja krawedzi swobodnej, niepodpartei.

2. Stan plaski i mcmentowy sa ze soba zwigzane przez warunki brze-
gowe. Jezeli p=0, czyli jezeli 0§ ciezkosci belki lezy na przediuzeniu
powierzchni frodkowej plyty; wowczas stan plaski i mcmentowy jest roz-
dzielony, to sie odbija réwniez na warunkach krzegewych,

3. Dla 9,=0, y,=0, gy =g, =¢,—2, —2,=2,=0, ale 1,50, I,50
drugi i trzecli warunek redukum sie do postaci

kGI‘,wxxy"i‘ K(wyy“l_?wxx) = O,
E13w_gxxx+ K[w);yy—l— (2 —_ ‘1") wxxy] =0,

(8.15)

(8.16)

Otrzymali‘my warunki sformulowane w podreczniku przez S. Timo-
szenke ([24], 5. 92; por. (1.2),

Dla I,=0 réwnania (8.16) redukujg sie do warunkdéw stosowanych
przez E. Miillera, [por. (1.1}].

4, Dla I, =0, I, = co réwnania (8.16) daja warunek dla krawedzi ptyty
wolnopodpartej. Podzielmy drugie rdwnanie przez I,, a nastepnie przejdz-
my do granicy, gdy I, — oc ofrzymamy warunki

. (8.17) — K('wyy +1’wxx) = 0, Wiere = 0.
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'Drugl_ Warunek w réwnaniu (8.17) jest ogdlniejszy od zazwyczaj stoso«-l
'wanego w teorii plyt: w=0. Wynika to stad, ze réwnania zostaly wy-
'prowadzone w formie rézniczkowej. Wystarczy jednak w drugim réw-
" naniu (8.17) uwzgledni¢ warunki na koncu belki, np. w (0) =0, w.(0) =0,
w(a) =0 oraz wx(a)=0, a ofrzymamy rozwigzanie pokrywajgce sig ze
" stosowanym warunkiem w (x) = 0.

5. Dla I, oo, I,—~oco réwnania (8.16) dajg warunek dla krawedzi
plyty sztywno zamocowanej. Podzielmy pierwsze réwnanie przez [, dru-
gie za§ przez I;, a nastepnie przejdimy do granicy, gdy I,—oo oraz
I, — co; ofrzymamy

(8.18) 'u'y\:x:O, wxxxxszo-
Otrzymali$my ogblniejsza postaé od stosowanej w teorii plyt:

wy =10, w=1.

Analogicznie jak poprzednio mozna przejié od ogolniejszej postaci do za-
zwyczaj stosowanej przez spelienie warunkéw na konicach belki:

wy(0)=0, wia)=0, w(0)=0, w(0)=0, w(a)'::mo, w{a) ==0.

6. Dla ,=0, =0 i gi=g,==2,=—0. ofrzymamy z pierwszego
i cawartego réwnania (8.14)

F F )
“@y‘l‘ﬁeyy'_?’};@xx:(),
El, , I,(1—w) {1 —a?
_@+[2Gh+ M]@xxﬁ =g, =0,

Przechodzae do granicy, gdy F—>co i I, —> oo otrzymamy warunek na
sziywne przytrzymanie krawedzi,

Podzielmy pierwsze rownanie przez F, drugie przez I, a nastepnie
przejdimy do granicy, gdy K-+ oo oraz I, 00, olrzymamy

(8.19) @yy _ v@xx == O) [@xx"‘ ((")xx -|-0yy)]

Aby zinterpretowaé fizycznie znaczenie réwnan (8.19), postuzymy sig
zwigzkami (2.18). Otrzymamy wdwczas

1—9
e;; =0, {(m+l)322+311]y=0-

Stad widaé, ze warunki (8.15) opisujg nieodksztalcalng krawedz, Wa-
runki brzegowe (8.14) sformulowane dla brzegu wzmocnionego belka maja
ogolng postaé, z ktérej mozna uzyskaé wszystkie graniczne przypadki
warunkéw brzegowych w plycie, a mianowicie: krawed% swobodng, sztyw-
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ne zamocowanie, podparcie przegubowe, Pomijajac cigzar Wlashy be.Iek_-.-'
. mozna réwnania (8.14) napisaé w postaci '

Fy, :
"“‘@y"‘ (@yy 'V@xx)"}f In (O—WQOy)—EFyowxx=0,
4

{8.20) - kGIowxnyrm K (Wsy - Wyyy) — K(Wyy+-9t0i0) — PoBrx =0,
EL weens+K [wyyy+(2 - "’) ’wxxy] — POsxy — G5 = 0,

_9+7?09y"+‘~—*[(1+ )"[“ )]Qxxy‘i' h((l 2))9,1')')'

Przyjmujemy nowy uktad wspélrzednych (s,n), w ktérym s oznacza
kierunek styczny do konturu i taki, ze obchodzage w tym kierunku
obszar pozostawiamy go z prawej strony, natcmiast n jest kierunkiem
gewnetrznej normalnej do konturu. W przyjetym ukladzie réwnania (8.20)
napiszemy w postaci niezmienniczej: '

F Fr.
Out 3 @un—105)+ 17 (O +10n) — EFpywss =0,
2

{8.21) 'kGIu Wssn— Mo K('wssn + 'wmm) - K(wnn "I‘;‘wss) — ?U@ss == (),

EIa Wssss — K['wnnn+(2 — 1’) wssn] +Yu@.s‘m — Oy = 0,

L(1—»?

120 ="

I 1—)?
“@—‘nuen'—ﬁ[(l-l'?’)”l‘ Ll—;_é;‘:lessn
W ten sam sposéb napisane warunki brzegowe maja taka samg postaé na
calym konturze s.

9, Funkcje naprezen dla plyty kolowej i warunki brzegowe

Zastosujemy jeszeze wyniki ogblne do drugiego przypadku szczegdl-
nego, mianowicie do plyty kolowej. Réwnanie powierzchni $rodkowej plyty
kolowej (rys. 1b) w postaci wektorowej jest nastgpujgce:

R(a, B) == a cos fi+asin .
Wspotezynniki pierwsze'j formy metrycznej wynosza odpowiednio

oH,

H1=1, Hz_—_'a, da

=1]. :

Linia =g, pokryv:va sie z krawedzia plyty, =z ktéré jest polaczona moeno-
litycznie belka o stalym ‘przekroju miedzy podporami, Wielkosci statycz-
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.: -ne w plycie, powstale od ohcigZenia zewne;trzhego, okliczemy z ukladu

. réwnan (2.6), (7.1), (7.14):

[ (aN\)e — S pg— Ny-taq, = 0, _ (0.S))e + Nog — Sy+eq, =0,
(aQ)a+Qt+aqg, =0, (GMIE)“_%'M23HM21 —aQy +ami{ =0,
(aMl)a““'—"lep'_Mg“an_am;:—0, S[‘i‘ Sz__m:;:O,

1 2 2
(9.1) M,,+M,, =0, ”_EMJ?ﬂ_‘E (M, — vM,) + 5 [a(Mz_"’Ml)}a“—"os
1 LA \ 1 \
_“aMsg‘]‘ E(M1 — vMs'g ‘l”‘E(aMz.L a==10,
11 1 1
E [E (N, — ‘VNz,\'ﬁ - E‘G S+ ﬁ (‘132‘«] -
i8

1 1 1
—_ {E (Nl— 'VNz) + 'z_ﬁa_Siﬁ_E [a{Ng-—le)}a}“:'Ou
Powyzszy uklad réwnan redukuje sig do dwu réwnan na funkcje na-
prezen O(a,f) i wla,B). Dla q,:qzsz=m§’=m§’=0_ rdwnanie pierwsze,
drugie, szlste jest spelnicne tozsemosciowo, jezeli wprowadzié funkcje
©(a, f) okreslajgea w rastepujgcy sposéhb wiclkosei stalyczne:

{9.2) Nl=%9ﬁp+%~@a, N, = O, Slz_S:!:_“'(%Oﬂ)a'
Z rownania dziesigtego otrzymamy warunek dla funkcji @{a, ):
(9 3) A4O =0, '
gdzie 7 2 5
4= pope -+ % GTS"’ + % a—ﬁ .

Podobnie réwnanie czwarte, pigte, siédms, 6smz, dziewigte jest spetnione,
jezeli wprowadzimy funkcje w(a, f) okreflajaca w nastepujacy sposab
wielkoscl statyczne:

M =—K [wm—l-v% (% wgg+wa)],

1/1
Mz = —K [E" (E wﬂﬁ+wa) +vw¢“} ’
1. .
(9.4) { — M= My = (1~ v)K(a wﬁ)a,
1 11 . B
Qy=—K o [waa+ Py (a w.ﬁ'ﬁ‘l‘wa)]ﬂ:

o

@G, =—K [’waa“]‘ i (; Wﬁﬁ‘i“wa)] .
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7 trzeciego rdwnania réwnowagi otrzymamy

o 9‘:‘(0,5\
{9.5) AAw = 74
gdzie
0* 1 02 10 En?
A=GFE T g aﬁﬁaﬁ’ K 12(1—?%)

Fﬁnkcja wle,f) jest réwnoczeénie skladows przemieszezenia plyty od-
ksztalconej, normalna do powierzchni $rodkowej. Dla przemieszczenia Uie,8)

o skladowych
U =u(a,ﬁ)i+v(a,ﬁ)‘j—w(a,ﬁ)k

otrzymamy na podstawie réwnan (2.11):
1/1 . 1 1
{9.6) = Wea, Hpp— o (a Wyp ""Wa) r T1e™ (Ewﬁ)a: To1 = (E 'wﬁ)a ’

Po podstawieniu (9.6) do réwnan (2.18) otrzym:my pierwsze trzy ZWigZe
ki (9.4). Z czwarlego i piatego réwnania réwnowagi olrzym:my wzory
na @ i @,

Sformulujemy teraz warunki brzegowe dla plyty kolowej wzmocnio-
nej belka na krawedzi @ = a,. Balka jest polgczona z plyta monolitycznie
{rys. 1b). Wykonara jest z tego semego materiatu co plyta i ma staly
przekréj miedzy podporemi. Obcigzenie zewnegtrzne ma tylko jedng skla-
dows qs(a, f) normalna do powierzchni §rodkcwej plyty. Pozostale skia-
dowe sg zerami: g, = q, == m| == mj = m, = 0. Preekrsj belki jest syme-~
tryczny wzgledem osi p'onowe] przechodzacej przez Srodek cigzkosel belki.
Srodek ciezkodcei przekroju belki ma wspilrzedne (4 & —y,). Zadanie polega
na tym, by wyznaczyé¢ wielkoéci statyczne w plycie (rys. 1b) pochedzace
od cbrigzenia pioncwego. Nalezy wiec wyznaczyé dwie funkcje naprezen
O{a,p) i wla,p) spetniajagce wewnatrz obszaru réwnania (9.3) 1 (9.5):

07 A40(e, f)=0,  Adwla, 5)=i“(§’@,
a na brzegu plyty a—= a, warunki nastepujace:

dla a=a, (0 < §<C 2x) belka obciazona plyta ma sig odksztalcaé zgod-
nie z nig wzdluz krawedzi; przy ty-bh odksztalceniach muszg byé spelnione
roéwnania réwnowagi belki;

dla B=#:{i=1,2,..) belka jest podparta i powinna spelnia¢ warunki

podporcwe. Litera i oznacza numeary podpdr.

Powyzsze warunki brzegowe sformulujemy anahtyczme W tym celu
postuzymy sie réwnaniemi réwnowagi (4.9) belki oraz zwigzkami (6.9).
Réwnania réwnowagt belki dla e = a, s3 nastgpujgce:
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ety — ag Sy gy = 0,

—m13+ms—y..t2+y0np——aﬂtl—~
— &ty — 126(0-1-210,):0,

_ m--——msg+§oftﬁ+?’ot?ﬁ+}'on+M1ao+zza0—0 7

_ .'—mvg+§unﬂ+aut +252,=0.

Zw1qzk1 (6.9) dla @ ==a, przyjmuja postaé

2T
n=§(Nz“‘"7’N1)+F(—fo ?1—?0-13‘_), Yy =— ! %(M "Ml)t

I
EI I, (1—
(9.9) {ma=—~2Ga‘ RSt R I= ) (N1+Nz) _‘O(Ng—-e-Ni),
k h3 M12 -

Wyelminujemy z réwnan (9.8) wielkosei statyczne ti 1t Przmeu-
jemy gy==g,==0, 2,=—=2, — =0, 9.5~ 0 oraz z, # 0. OtrzymuJemy
=R+ (S1p— N} ay =0,

— Migp+ Mg +yoay Sig— &, a2, — 0'.o (@, Q, +Ml2ﬁ)+aozlﬂ+
+au(50+ao)93 =0,

“m1_m55+50a0Q1'—'}’oaaer‘auMl §raygy =0,

— Mg+ (&t ag) g — a2 S, == 0. )

Podstakay do (9.10) réwnanie (9. 9}, nastepnie Wprowadzamy Zwigz-

ki (9.2) i (9.4) i otrzymamy cztery warunki na brzegu dla réwnan (9. .

Réwnania te maja zloZzong budowe, dlatego postuzymy sie ich uproszczong
postacig dla & =y,=0:

(9.10)

-——h—[@au-%- @aaﬂﬁ‘“‘{%(@ﬂﬁ‘f‘@ﬁﬁﬂﬁ)—‘al (@a‘l"@aﬁ,&)] +
0 H
+(Siﬂ_"NJ.)a0_'—*‘0r
—EI [i(iwgﬁ +tw )]—-kGI (—iw +1y )-—-
: 3 a, aO‘ 58 , i h} acz' a8 a, apg

(9.11) _ —a @+ a2g, =0,
1/1 ; 1 1 )
—'E13 — [ — W+ We +kGlo —-jw,eg-f-— Wags +00M1: 0,
Uy \ &y ) %o .
EI, 1 1 La-—n?( 3
T 3Gak (‘zgaﬂﬂ* Py @“Fﬁ) h(1—2)) ( o O+ g @.,w_
1 1 F
™ @aﬁ + —_ @aaﬁ‘,‘@aaaﬁ) ( G"o ) (@aaﬁ‘—" @ﬂﬁﬁ
ﬂo 21
M"OTBQ“ﬁ)_aOSI=D'.
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W réwnaniach (9.11) Q oznacza oddzialywanie, M; mcment, S 1
piecia; :

é:—K{aowam——-—i(l Wﬂﬁ+Wa)+Waa+
a, \d,

(]

0

1 v :
+(2 ) (— 2 Wee aiowaﬁﬂ)}r
== e+ 4 {w.m—i— y— ( Weg - wu)} ’ S]ﬁ_" N1=_ - (9u+9“ﬁﬂ)r

Oy ay

1 1
——agsl=a0('—?§@p+a@aﬁ).

Podobnie jak dla plyty prostokgtnej przeprowadzimy dyskusje po-
wyzszych warunkéw brzegewych w granicznych przypadkach.

1. Jezeli nie ma belki, czyh F=0,I,=0,I1=01=0, g=0 otrzy-
mujemy warunki:

‘Sm—=NlﬂO, M1=0,
Q=0, S,=0.

Sg to warunki dla krawedzi swobodnej.

2, Dia §,=y,=0 stan plaski i czyste zginanie s3 niezalezne,

3. Sztywne zemocowanie podpory dla czystego zginania plyty for-
muluje sie nastepujgco:

©13 . wep=o, wela, f)=0.

Powyzszy warunek otrzymamy z drugiego i trzeciego rdéwnania (9.11).
Przedstawiamy je nastepujaco:
62
o
az
08

[ (EI +kG10)wa + '37‘3 kGIﬂw_%‘Z E13Wﬂp] +aﬂél l= 0 ,
{1}

(9.14) 0

[ (E13+kG1‘])w_—kGIowa:| —I——— Elwe—a,M,;=0.

Podzielmy réwnania stronami przez EI,+kGI,, a nastepnie przejdsmy réw-
noczeénie z I; i I, (niezaleznie) do nieskoriczonodei,

Oznaczmy:
lim _ﬂ_ ==g lim __EI__ .
iyseo B, +kGI, oV fisee BI; +KGI, 2
I 00 ly—ea
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Granice &, i e, moga przyjmowaé rozne wartosei w zalernoéei od ksztak«
tu geometrycznego przekroju belki. Réwnania (9.14) przyjmuja postaé: ‘

1 1 1 '
g et -+ 2 €1 Wep — o O Waree = 0,

(9.15) 1

1 1
Wag — — &, W — &, We =0,
o B e B g+ o, &2 Wa

Réwnania (9.15) s3 spelnione dla kazdego e, i ¢, tylko wiedy, jezeli rows
noczesnie we=0 i wg=0. Dla podpory zamocowanej otrzymalismy

wﬁﬂ(ao’ﬁ)ﬁo., wé(ao:ﬁ)EU.
Jest to ogblniejszy warunek od zazwyczaj stosowanego (9.13).

4. Przegubowe podparcie dla czystego zginania plyty wyraza sie
réwnaniami;

‘(9.16) 'w:a[,,ﬁ):(), waa(ao,ﬁ)_"‘v ?}waﬁo.
Q

Otrzymzmy je z réwnan (9.14) przy przejiciu granjczonym I, — 0
1 I; — oo. Wykonajmy w plerwszym réwnaniu przejscie graniczne (9.14)
I,~> 0, a nastepnie podzie.my przez I, i przejdimy do granicy Iy —oco,
otrzymszmy:

07 /1 1
1} — -_— ——
{5.17) dﬁ"'(ao We agwpp)—o.

W drugim réwnaniu (9.14) po wstawieniu I, =0 otrzymamy:

1
(9-18) EIa (——w;x _i_ l,wﬁlﬁ)_aqu_:O-

(2 C{o .
Na podstawie (9.17) (1/a,) waps = (1'ag weges). Rozniczkujemy réwnanie {9.18)
dwuzsrotnie i podstawizmy (9.17) :

2E1 o?
3 Woage— 525 My = 0.

%
Jezeli
(9:19) Weppp==0,
to !
(9.20) M1 = -— K Weee + ?"‘ai i w + 71’ We == D .
8 ﬁﬁ_ aﬁz 0.'3 fifs] a, .

Jezeli wgplay, B) =10, wiwezas z powyiszego réwnania otrzymamy

g—;(waa+ 'l"&l—wa)=0.

Jest to ogolniejszy warunek od ZazZwyczaj stosowanego ('9.16).
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- Przed przystapieniem do omoéwienia konkretnych przykladéw . zasto-
sowania przedstawmne;; powyzej metody mnalezy dodaé kilka uwag
ogblnych.

Po pilerwsze, jak wida¢ z p. 8 1 9, warunki brzegowe mozna w zupelnie
analogiczny sposob sformulowaé nie tylko dla plyt prostokatnych i kolo-
wych, lecz takie o Inmym kszialcie. Nalezy tylko uwzglednié odpowied-
nie warunki geometryczne. W pracy tej ograniczono sie tylko do piyt
prostokatnych lub kolowych jedynie po to, by zilustrowaé metode.

Po drugie, nalezy cm5wié jeszeze bardzo wazng sprawe warunkéw
podporowych, Oprocz warunkéw brzegowych lgczgcych plyte z belka
trzeba zbadat jeszcze warunki podporowe, poniewaz warunki brzegowe
s3 okreslone w postaci rézniczkowe] i nie zalezg weale od sposobu oparcia
belek na podporach lub w narozach. Warunki podporowe formuluje sie
w taki sam sposéb jak w teorii ustrojéw pretowych, Najlepiej jest okreglaé
je w przemieszczeniach, Wtedy latwo jest sformulowaé je nawet dla kon-
strukeji wielokrotnie statycznie niewyznaczalnei,

Gdybysmy dysponowali takim rozwigzaniem ogélnym réwnan (1.4),
ze po spelnieniu warunkéw brzegowych np. (8.21) albo (9.11) pozostanie
jeszeze do wyznaczenia dostateczna ilosé staltych catkowania, ktére na-
lezy wyznaczyé z warunkéw podporowych, wéwcezas mozna by te ostatnie
okresla¢ réwnie dobrze metoda sil.

Dotychezas jednak brak jest takich ogélnych rozwigzan réwnan (1.4),
a w konkretnych rozwaZzaniach skrepewani jesteémy zazwyczaj doborem
dowolnych warunkéw podporowych juz przez przyjecie okreslonego typu
rozwigzania. ,

10, Przyklady rozwigzywania plyt prostokatnych wzmocnionych belkami

Podajemy kilka j{i’féykladéw';iiustruja‘cych sposob rozwigzywania ptyt
wzmocnionych belkami, ktérych o nie lezy w pozicmie powierzchni srod-
kowej, lecz jest oddalona cd niej o y, Rozwigzanie uwzglednia réwno-
czesne wystgpowanie zginania i plaskiego stanu naprezen. Nalezy pod-
kresli¢, ze trudnoéci w rozwigzywaniu plyt z belkami sg tego samego ro-
dzaju co dla plyt bez belek, czyli dla krawedzi swokodnych, przegubowe
opartych lub sztywno zamocowanych., Metedy matematyczne stuzgee do
rozwigzywania plyt zwyklych mozna rdwnie dobrze wykorzystaé¢ dla piyt
wzmocnionych belkami. Pod wzgledem rachunkowym obliczenia plyt
wzmocnionych belkami sg jednak Zmudniejsze. W przyktadach specjalnie
dobrano takie warunki brzegowe i podporowe oraz takie metody rachun-
kowe, azeby uzyskaé rozwiazania w postaci znanych funkeji. Obliczone
plyty sa bardzo czesto stosowane, a wyniki mozna uzy¢ do celow praktycz—
nych, jezeli si¢ je zestawi tabelarycznie. Sporzgdzenie takich tablic jest
juz zagadnieniem, ktdre nie wchodzi do niniejszej pracy.
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:P'rz'yk'tad' 1. Plyta prostokatna przegubowo podparta na dwu przeciw-
Jegtych . bokach i wzmocniona belkami na dwu pozostalych krawedziach.
Obydw1e belki maja jednakowy i staty przekréj. Przyjeto 5, =0.

S Srodek ciezkosci belki jest
przesuniety o —y, w kierunku
osi 2 od powierzchni Srodkowe]
‘plyty. Obcigzenie plyty réwno-
miernie rozlozone jest prosto-
padle do powierzchni srodkowej
i ma warto$¢ stala q,. Nie
uwzglednizmy ciezaru wiasne-
go belki., Szukemy wielkosci
statycznych w plycie. Zadanie
sprowadza sie do wyznaczenia
dwdéch funkcji naprezen @(x, y)
i w(x y), spelniajacych we-
wnatrz obszaru rdwnania (8.6):

= 1 _
L Prashrd] =5 |+ A46(x,y) =0,
. 9o

ddw(x,y) =7

~ofe

fu

Rys. 8
Na brzegu funkcie naprezeft maja spetniaé warunki: dla x =0 oraz x—a
Qxx*“—ny—O w=wxx“—"0;
dla y = %b/2, (8.21)

On - 1 (Oun—1Ou) — EFpywes =0,

. 1, (1—w) I,(1—
o— [(1+)+ 2]@” L )@mm

— kGIu Wisn -+ K(wnn + vwss) + Y O =10 5 -
— EI,Wssss - K'[wnnn + {2 —%) ’wssn] —_ ?o@ssn =10.
Poszukujemy rozwigzania w postaci szeregbw Fouriera. W tym celu
‘rozwijamy obcigzenie g, w szereg Fouriera
_dm oL e
@
n=1,3,5,...

Calka szezegdlna réwnania niejednorodnego na funkeje ugiecia w (x, y),
spetniajgca warunki brzegowe dla x=—0, x=—a ma postaé

: . 4g.a* G 1 . nax
(10.1) | w, (x,y)= "5Kﬂ:§5 —Fsin— —.
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Calka ogdlna réwnania jednorodnego na funkcje ugiecia 1w (.:r:, y) ze Wzgle-
du na symetrie wzgledem osi y moze byé przyjeta w postac1

(10.2) wy(x,y) = 3 yasin T,
. ’ n=1.3,5,... av
gdzie :
Qa6 mry n;-ry nay ;
yn = L2 (m) (Crz ch Y - D, " 5 MY ) E
Przyieta catka . ;
(10.3) : W= 1w, -+, :

spe&ma warunki brzegowe i podporowe dla x==0 oraz x=a. Stale C,
1 D, wystarczy wyznaczyé ze wrgledu na symetrie na jednym z pozosta~
bych brzegow y ==1b/2, Analog.czme przyjmujemy

(10.4) . O(x,1) =i;{i‘_ » (i_) (A,;ch * 4 Ba "zy sh “”y)sin “’;"'

nmx
r=1,3,86,.

spelniajgc przyjete warunki brzegowe dla =0, xr=a. Stale A4, i B,
wyznaczymy ze wzgledu na symetrie na jednym z brzegow y=11b/2.
Podstawiajac wyrazenia na @(x,y) i w(x,y) do warunkéw na brzegu
y="5/2 ofrzymamy do wyznaczenia stalych A,, B, Cn: i D, nastepujacy
uklad réwnan algebraicznych: -

A, cu“-f—B wm—l—yﬁC w +?’0D w éyod};,
A, m""—l—B w2=0, ‘ : ;
y{,A w} —I—yUB 0P +C, 0+ D, o¥t=dl,

'yf,A w‘“—l—yoB w2 —C m“g-I—D ol =di.

(10.5)

A powyzszych rownamach w“"f i d"‘ sg Znanymi Wspolczynmkamll Ze-
stawiono je w tablicy 1. Wyprowadzone zostalo oznaczenie a, = nab, 20,
Rozwigzujac powyiszy ukiad réwnan otrzymamy

BBt o™ ot |
?o(d},'f"%W‘—n w:sdﬁ)
Anﬂ"" = ¥
991994
‘Pa+?’o( B P2 )
(10.6) B—— A w2t . An% d? i 4 dt 0®
1= A s Dn““?o_ﬂgir o
it 4 '
Co=yp4n- 43'[' —"w%
ﬂ n
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"Tablica 1 T

i P Py k4 ko
\ki\ ""ﬁl ““uz “’ri oy d,
a a ‘FE
i sh a, + —{she,+ FEche, FEe,sha, L
+ e, cha,)+ -
+ —g(l-{"v)chocn F o "
+-[2cha,+
+ {1+ 2)e, she,]
o \? o \? - 1
2 |— (’n;f:) ch Ctrn‘l‘ — (’n,_ﬂ'l) @, sh o, + — — ——
I, nx 1. .
AR o
X(+#)sha, (1_1,]2] nE
gt T¥ BT
1—-2»1 @
Xshan_l_;?.?'ﬂx o
Klime,che,
’ 4K .
3 —cha, —a,she, kGI, Z—n she, + kGIu " (sh o, + ¥ B
+ K{l—#»)cha, ! t e, cha,) +
+K[2cha,+
+il—») o, sha,l
Nz nx j YAt na\* 4
4 —she, o (Sb a,+ EI, o cha, + | —EL o) she, -t WE];,
T anchay) +K%(1-—v}sh a,| +E( +¢r)'%"sh ¢y
~E(1—»""a, cha,

W powyzszych rownaniach wprowadzono oznaczenia

w‘-!2 w21 COB"{— wm ﬂ) w%

34" 44 %y .34 — 4 Bl 88 o
A0 = o w) —I— wP el g =0l - @B ¥ o )
n 1
- 4 91 : TP ' a 14!, 43
g = o w2 o) ot ) o, w w + ooy
— __n_n o — —_——r T Hom
2 P w2 Ps n P F1r= P 1)

Podstawiajac obliczone wspdlezynniki (10.6) do réwnan (10.2) i (10.4) otrzy-
mamy ogdlne rozwigzanie zadania. Znajac funkcje wix, y) i @(x, y) wy-
Znaczymy za pomoca rownan (8.2), (8.4) wartosci statyczne w plycie,
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W ten sposob w zasadzie zadanie zostato catkowicie rozwigzane. W obli-
czeniach praktycznych najlepiej postuzyé sie gotowymi téblicami, ktére
mozna i nalezy sporzgdzi¢ na podstawie otrzymanych wzordw.

Przyklad 2. Rozpairzymy teraz te samg plyte prostokatng co w prey-
~ kladzie 1, ale uwzglednimy wplyw cigzaru wlasnego belek na wielkogci
statyczne w plycie. Zakladamy, Ze ciezar belek g kG/m jest staly. Poszu-
kujemy rezwigzania w postaci szeregdbw Fouriera. W tym celu roz-
wijamy okcigZenie g, w szereg Fouriera:

gsﬁ% Z -lﬁsin%.
n=1,8,5,...

Funkcje naprezen O(z, y) i w (x, y) przyjmujemy w postaci

4 2
Oy =22 ) (—‘5—) (A,, cn ™Y 4 g, " sh”“y)sm“m :
nrx a . a a a

n=1,8,86
wix, y) = g%a“ n=1,25:5 (%)2 (Cn h 7Y -I- D, 'n;ry sh m;y) sinn—jfw.
Spelniajg one, réwnania
AAB(x, y) =0, Adw(x,y)=10
oraz warunki brzegowe
:c:(),. r=aq, W= Wyy=0, Opr =0y, = 0.

State Ay, By, Cy i D,, wyznaczamy z warunku na brzegu y = * b/2:

— Oy — % (an+793s)+EFyowss == ),

v) 1,{1—9)?
- [(1 + ) + ] @ssn h( 2 ) @mm TD

kGID Wesn — K('wtm“‘l"'l’wss) — 70935‘ =0,
— E13w55‘85‘+ K [wnrm +(2 —_ T’) wssnl — 'Yu@ssn': — Qs
Wstawiajge wyrazenia na O(ax, y) i w(x,y) do powyzszych réwnanh
otrzymamy do wyznaczenia stalych A,, B,, C, i D, uklad réwnan zwyczaj-

nych. Ma on takie same wspélczynniki w}’ jak w praykladzie 1. Réine
sg tylke wyrazy wolne, mianowicie '

4K
d=&—8=0, =1 _.
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Na podstawie przykladu 1 ofrzymamy

23 13 )
n
Yo (9"4 A“ wﬁa) d’%z . w‘fll
n= —, n == T LT o5
@ _er ( " %__Mé) wn
y An q}l 13 - M .
DIEE A“4 + Atédi’ Cn_ygAn 4=] + (U ; C!)—:S'

I I1 "
Na podstawie réwnan (8.4) mozemy obliczyé wielkosci statyezne w plycie.

Przyklad 3. Rozpatrzmy teraz plyte jak w przykladzie 1, ale obciazona
w inny sposdb. Obydwie belki zostaly sprezone jednakows staly sily S,
dzialajgcq w odleglosei y, 0d powlerzch-
ni $Srodkowej plyty. Sprezenie wyko-
nano przez owiniecie belek po zewnetrz-
nej stronie napietym drutem. Polozenie
dfutéw pokazano na rys, 9. Oprocz spre-
zenia na plyte nie dziala zadne obelgze--
nie. '

Obliczamy wielkodei - statyczne w
plycie powstale od sprezenia biclek. Za-
danie sprowadza sie do wyznaczenia
dwu funkeji naprezeh w (x, ¥) i Oz, ¥}
speliajacych wewngtrz obszaru rowna-
Rys. 9 nia

AAO(x, y) =10, AAw(x, y) =0,
na Lrzegech x=0 oraz x—=a warinki wW=Wu =10, G = @yy ==},
a na brzegach Yy ==b/2 warunk1 (8.14);
On+t - (an — 10;5) — EFyu'wss = f g, (x) dx = S(x),
( w)z (_, )
kGIO‘wSS!I - K(wnn“‘;‘?’wss) - Vq@ss =0,
ETywesss — K [Wnnn+{(2 — 9} Wssn] 4 v Ossn == g1x (1 — o).

Funkeje naprezen spetniajace réwnania wewnatrz obszaru i warunki brze-
gowe dla x=0, x=g¢ przyjmujemy w postaci nastepujacej:

O, y)y= D (?f—n) (An ch “”9 + B ";‘y sh,'"”;y) sm’fzic

71=1,8,8, ...

wlx,y) = 2 ‘ ( ﬂ) (Cn 2™ 1D, nﬂy hnzy)smnzy.

n=1,28,.,

LT, _ L
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Ze wzgledu na symetrie wzgledem osi x, state 4, B,, C, iD, i;\ryzn_at;;r,;ymy

z warunkéw na jednym z brzegdéw y=—1b/2, Sil¢ sprezajaca S (x), ktora, S

jest stala i wystepuje w plerwszym rdwnaniu warunku brzegowego dla
y==1b/2, rozwijamy w szereg Fouriera

450 . e 1 . hax

== —gin——.

S(x)=— 7 a

#=1,3,5, ... _
Miedzy obecigZeniem na jednostke dlugds’ci gi(x) a sita S(x) zachoedzi:
zwigzek: .

a
fgi(m}dm:—-So.
h

Poniewaz wyrazenie ¢,x(x) po rozwinieciu w szereg jest rozbiesne, na-
lezy czwarte réwnanie warunkéw brzegowych dla y =3b/2 dwukrotnie
scalkowaé wezgledem x. Otrzymamy
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Postuzymy sie’ rozwigzaniem (10.6) wspdlezynnikéw A,, B,, C, i D,
z przykladu 1. Oznaczymy
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szostaie'wspélczynniki wystepujg jak w przykladzie 1. Po. podstawienin
do rawnan (10.6) otrzymamy:
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W powyzszych réwnaniach wprowadzono oznaczenia nastgpujace:
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Po obliczeniu wspdtczynnikéw A,, B,, C, i D, wyznaczamy wielkosci sta-
tyezne w plycie z réwnan (8.2) i (8.4).
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Pezrome
HNIACTHUHKH ITOJAKPEHJAEHHLIE BAITKAMMN

Tnaswoit Temolt macToamest paboret ABigerca chOPMYIMPOBAHME KPaec-
BBIX YCJIOBMH AJIA IJaCTUREM IOAKPEIIICHHON TI0 Kpaam dankamy. Tarmmm
ILTACTHHKAMM 3aHMMAaJMCh MHOIHE aBTopm Kpurwaeckuit 0630p ux pabor
OpHMBORMTCA B 11. 1,
KomeTpyxima KpaeBRIX YCIOBMI COCTOMT B IPEANOIOMKEHNM, HTO:
1) bamga MOEKpPEILIAIONIAA KPAil ITACTHHRY M COCOMHONHAR ¢ Hel Mo-
HONMMTHMYECKH, LI0J] BIMAHMEM BO3XESHCTBMA, NehopMUpYyerca TAKIKE Kak
W IJIaCTHHKA B MECTE KOHTEKTA AEYX KOHCTPYRIMOHHBIX SJEMEHTOR.
2) NpM TaKOM COTPYAHMYECTBE COXPAHAIOTCS YCJHOBMA DPaBHOBECHH
BaNKM M IIacTHHEN,
B 1. 2-T7 npeperaBieHbl MOHATHA M YPABHCHMSA, MCHOJL30OBAHHBIC IJLS
chOpMy IMPOBaHN. Bafayn. PacCyKIeHNA OOUPaloTed Ha ruoTese K m p X-
ro ¢ gh a ¥ IMI0TEsE IIIOCKUX' CEMeHi.
Yecmoeue 1 seipazkaerca ypaeHenuamu (6.8) u (6.9) u onpenenaer 3aBu-
CHMOCTH MEIKLY CTATHMHYESCKIMMM BeJIMIMHAMK B Daske M TAKMMM ¥Ke BeJ-
YMHAMM Ha KPaw IEIaCTMHKM. OTO YCIOBME BBITEKAET U3 ,DABEHCTEA Je-
chopmaryt BasKM WM IIACTHHKHM B MECTe WX CTHIKA. JIJIH BEIBEINEHMA THX
YDaBHeHN ObLIN ¥CIIOJB30BAaHEI popmyabt (2.18), onpemensmomme 3asM-
CHMOCTH MEXK/y KOMIOHEHTAMM TEH30pa Aed)OpMaluy M CTATHUECKHMI
BeIMYMHAMHK B IJIACTHMHKE, a Takxe dopmysst (6.1) u (6.2), soipaxkarortine ‘
CTATHYECKNE BENIM'WHEI B DajJKe ¢ IOMOLNBNI) KOMIIOHGHTOB TCH30DPA LE- i
hopManmy Ha KpPaw IIacTHHKI. |
Yenoeue 2 cocTaBnAOT ypaBHeHUa pasHobecua bamky (4.6) u (4.9), Ha-
XOOAILEHCS 1o BIAMAHMEM BOB/ICHCTBUA NJIACTHMHKM ¥ HEHUCpe,’E(CTBeHHOH
HAPYKHON HATPY3KH. :
B ofmem nmomygaem mectrh 3aByCHMOCTEN (6 8) u (6.9) m Taxmm obpa-
30M BCE CTATHYECKME BeJMIMHBL B Dalxe BLIParKaiOTCAd € TOMOLNLI) CTa-
THHECKMX BeJTWIMH B ILIACTHHEE,
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. Jlota OfHOZHAYHOTO C(hOPMYNMPOBAHMA 38Ha49M MCIIOAL30OBAHO TOJERO
YeTEIpe 3aBUCHMMOCTH, T.€. SABMCHMOCTE MEXKAY OCEBOH CHIIOH M MOMEH-
TaMKH B 0aNKe ¥ CTaTMIECKMMM BENAMYMHEMM B NJIACTHHKE.

B. n. 8 aBrop 0GOCHOBBIBAET M MIIIIOCTPYMPYET TAKOE IIPEICTABIEHME
BOIPOCA UPHMEPOM OPAMOYTOMBHOM IAcTHMHRY, M3 ypaBHeHMS pPaBHO-
Becuna Oanxu (8.8), a raxxe m3 ypasHenui (8.11) MoXKHO cO3mATE YCIOBHA
Ha Kpaw HogxpelneHHoM Oankoit., Beupy TOTO, UTO CTATHYECKME BeJIM-
YMHBI B IUIACTHMEEE MOIKHO IPEICTABUTEH € [OMOLIBIO ABYX OYHKUMI Ha-
upaxemd; O x,y) u w(x,Yy), NOITOMY YCIOBMS IS Kpasd TOARPeriIeH~
moro Oanxoit (8.14) BBIpamaloTed IPM NOMONIM 9TMX JBYX hyHEMMA, OHM
3aRMOUAIOT B cebe TaEMe uacTHBIE CHyYaK, Kak:

a) ceofogueni xpait (8.15),

8) xectroe samemuenme (8.18) m (8.19),

B) wapampHas onopa (8.17),

‘ r) IPMMEHAEeMBIe [0 CMX TOP CIyYaM YIPYroro OOMPAHMA HIACTMHKHA
na Ganxe (8.16).

B n. 9 amTop momyumi aHATOTMUHBIe Kpaesbie yvemomus (9.11) mos
XpYyroeoil mnacTuuxK. OHM 3aKII09aT B cele TagKe M caydail »KecTroro
OIMpaHEMA M cBoBomELI ®pai..

Jns KaKAOTO MHOTO YACTHOTO CIYYad IIACTMHKM MOIKHO, aHAJIOTMY-
HBIM 00pasoM, chopMyIMPOBATL KPaeBbie YCJIOBHA.

Yenoeusa pna rKpad TOAKPEIIEHHOro 0aNikoi Buipaykaiores B pudde-
PeHOMaNIBHON (opMe M He S3aBMCAT OT BMAA . Omopel Oamxxm. IlostoMmy,
CIenyeT eIfe 3anaBarh YCJOBMSA OLUMPAHMA Ha KoHIEe GaAky MAM B Me-
erax marmba ocﬁ Gamrku B mutade. DTH ycioBmA (QOPMyAMPYIOTCS TIO
APMHEINIIAM, OPMMeHdeMBIM B CONPOTHRICHMM MAaTEDMANOE, LA c'rep}KHe-
BBIX CHCTEM.

B n. 10 npusonsrea noppobunie TpuMeps], KOTOPbIe MIMIOCTPUPYIOTCA
NpeACcTaBIEHHBIM METONOM; TAM Ke JaeTcd PelleHue NAA IPAMOyIoJIBHOH
IACTMHEY, NOZKperniIeHHoi fajlxamm ¢ JBYX CTOPOH. '

B mpumepe 3 aBrop HPUBOAMT DPACHET  BIMTHMUA IIpEI{BapMTEJII:HOI‘O
Haan}KEHMH BalKM Ha CTATMHECKME BEIWYMHEBI B ILIACTHMHEE.

o

Summary

PLATES WITH STIFFENING BEAMS

The principal ebject of this paper is to establish the boundary condi-
tions for a plate stiffened with edge beams. Such plates have been con-
sidered by many authors, a critical survey of Whose fwarks is glven 1n’
Art. 1, '
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The establishment of the boundary conditions is based on the assump-
tions that

1) the edge beam ({constituting a whole with the plate) is deformed
in the same way as the plate at the contact line,

2) the conditions of equllibrmm of the beam and the plate are
preserved.

The concepts and equations for the statement of the problem ara
described in Art. 2 to 7. The reasoning is based on the Kirchhoff
hypothesis and the hypothesis of plane cross-sections.

The condition 1 is expressed by the Egs. (6.8) and (6.9) and determnes
the relations between the mechanical quantities in the beam and in the
plate. This follows frcm the equality of deformations of the besm and
the plate at the contact line. The equations eonsidered are derived from
the Egs. (2.18) describing the relations between the coordinates of the
strain fensor and the mechanical quantities in the plate, and from the
Eqgs. (6.1}, (6.2) expressing the mechanical quantities in the beem in func-
" tion of the coordinates of the strain fensor at the edge of the plate.

The condition 2 is expressed by the equilibrivm equations for the
beam (4.6), (4.9) acted on by the plate and the external load.

In general, we obtain six equations (6.8) and (6.9), all the machanical
quantities of the beam being thus expressed in ferms of those of the plate.

For an unequivocal statement of the problem, only four of these rela-
tions will be used. These are the relations between the axial force and the
mcments in the beam and the statical quantities in the plate.

Such a procedure is explained in Art. 8 and illustrated by an exemple
of a rectangular beam. From the equatlions of equilibrivm of the beam
(8.8), and from the Egs. (8.11); we can obtain the conditions for an edge
stiffened with a beam. The mechanical quantities in the plate being
described by means of two stress functions 6 (x, Yy and w(x, y), the
conditions for an edge stiffened with a beam (8.14) are expressed in terms
of thege two functions,

They ccmprise such particular cases as those of:

a) Iree edge (8.15),

b} clemped edge (8.18) and (8.19),

¢) hinged support (8.17),

d} elastic support on a beam, as commonty used hitherto, (8.16).

The boundary conditions for a circular plate (9.11) are obtained in an
analogous manner in Art. 9. They contain also the cases of free and
damped edge.

Beundary conditions for any other partlcular case may be established
in a similar manner,




.- The conditions for a stiffened edge are expressed in a differential
form and do not depend on the way in which the beam is supported:
Therefore, some support conditions should be assumed at the ends of the
beam or at the points where the beam axis is broken (if the beam
constitutes a broken line). These are established according to the princip-
les of strength of materials for lattice structures.

The particular cases in Art. 10 illustrate the method presented and
concern a rectangular plate with two edges stiffened. The plane state of
stress is considered in addition to that of bending. The influence of beam
prestressing on the mechanical quantities of the plate is also calculated.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnie 12 kwietnia 1957 .






