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1. Wstep

Praca niniejsza jest streszczeniem czesci rozprawy kandydackiej, [28],
w ktérej podano ogélng matode wyznaczania naprezen w powlokach sziyw=-
no lub sprezyscie podpartych i wzmocnionych na krawedzi belkami. Za-
sadnicza réznica miedzy uzytg tutaj mefcda a stosowana dotad w pracach
.[26], [13] i [6] polega na ogélnym potraktowaniu zagadnienia w napreze-
niach, a nie w przemieszczeniach, jak to zazwyczaj sle czynil. '

Prace konstrukcji rozpatrujemy w zakresie odksztalcen sprezystych.
W odniesieniu do powloki przyimujemy zalozenia zazwyczaj stosowane
w teorii cienkich powlok i malych ugieé, Dla belki stosu]emy hipoteze
plaskich przekrojaw.

Niewiademymi sg wielkosci statyczne w powloce i wielkodci statyczne
w belkach wrmacniajgcych krawedzie powloki. Za pcmoca funkeji na-
prezen afa,B), bla,p), clo,f) redukujemy dziesieé niewiadomych w po-
wlece do trzech skalarnych funkeji, ktére tozsemoSciowo spelniajg réw-
nania réwnowagi powloki. Funkcge naprezeh wyznaczamy z warunkow
nierozdzielnosei.

Warunki brzegowe wyprowadzamy z réwnan réwnowagi belki i ze
zwiazkéw geometrycznych, jakie zachodzg m'edzy wielko$ciami statycz-
nymi w powloce i w belce podezas ich sprezystej wspélpracy.

Problem wymaga sformulcwania warunkéw wewnatrz obszaru dla
funkeji naprezen a, b i ¢, i sformutowania warunkéw na brzegu wzmoc-
"nionvm belka. '

Przedstawiona tutaj metoda ma pelne zastosowanie réwniez dla plyt,
zwlaszeza gdy rozpatruje sie jednoczednie mcementowy i plaski stan na-
prezen. Wielu badaczy zajmowalo sig plytami wrmocnionymi belkami i to -
zardwno ha drodze teoretycznej, jak tez dodwiadezalne].

Gdy zebra sa rozmieszezone gesto, traktuje siq plyte jako konstrukeje
anizotropowa wprowadzajae do obliezen zredukowane sztywnosdei ([9], [6],
5. 479; [11], s. 158; [3]; [24], s. 189; [17]; [25]).

W projektowaniu przy obowigzujacych przepisach obliczanie plyt opar-
tych na zebrach jest niedokladne, Zaklada sie, ze oparcie plyty mna

t Wykaz literatury cytowanej w tekscie zostal podany na s 402
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belkach jest sztywne, Belki oblicza sig na oddzialywania wystepujace
przy powyzszych zaltozeniach, wprowadzajac pojecie tak zwanej «wspol-
pracujacej szerokosci ptyty», kiora lacznie z belkg tworzy przekrdj teowy,
¢ Wyznaczamu «wspblpracujgce] szerokosc1 plyty» piszg autorzy prac [4];
[11; 91, § 21; [7]; [6], s. 112; [18]; [19]; [2).

Sprezyste polgezenie belki z plyts opisane jest w pracach [14]; [15];
[24], s. 92; [5]; [16];'[17]; [23]. W tych wszystkich przypadkach belka jest
traktowana jako cienki pret, kiérego of lezy na powierzchni Srodkowej
plyty. W plycie wystepuje tylko zgieciowy stan naprezen.

Réwnoczesnie plaski i zgieclowy stan naprezen jest rozpatrywany przez
M. T. Hubera ([9], § 16 1 19) matodami energastycznymi przy uzycm
‘pojecia «wspblpracujgcej szerokodci plytys.

QOstatnio ukazaly sie prace, [22], [21], w kitrych oblicza sie plyty z bel-
kami polozonymi niesymetrycznie wzgledem przekroju. Warunki wspol-
pracy plyty z belka sg okreSlane w przemieszczeniach nawet wowcezas, gdy
zadanie rozwigzuje sie w naprezeniach i problem nie wymaga przecho-
dzenia do przemieszezen.

2, Oznaczenia

R=R(e,f) wektorowe réwnanie powierzchni &rodkowe] '
powloki we wspdirzednych a,f (rys. 1},
Ri,Rs, Rz krzywizny powierzchni,

h  grubosé powloki,
aR JR

e =R, —- op ==Rg pochodne wekiora,
H,,H, H, wspbdlezynniki formy metrycznej,
i,j,k jedrostkowe wektory stalego ukladu odniesie-
nia {wersory),

St p=2"% %% jednostkowe wektory ruchomego ukladu odnie-
sienia, oznaczane rowniez przez 1, 2, 3,
v kat zawarty micdzy kierunkemi Ra i Rp,

P, Q wektory sit i momentdw bedacych obcigzeniami
zewnetrznymi powloki,

G,7  wektory sit i mcmentdéw obeigzajgeych bezpo-
$rednio belke, a przypadajace na jednostke diu-
gosci powloki,

L,K wektorowe funkcje naprezen,

a,b,¢  skalarne funkcje naprezen,
E,G,» stale materiatowe powloki,
E',G',»" stale materialowe belki,
Eunm Ve polozenie Srodka cigzkodei belki we wspoOlrzed-
nych ruchemych na krawedzi powloki (rys. 2),
F  pole powierzchni przekroju belki,




Iir skladowe tensora momentu bezwladnosm prze-
kroju belki, :
@ funkcja rozwigzujaca,
w skladowa ugiecia prostopadlego do plyty,
@ funkcja Airy’ego.
Symbolami N, N&, Mle, M® oznaczaé bedziemy wektory napieé i mo-
mentéw w powloce o sktadowych

N(a)zsz Re N, Rﬁ ‘Q—Qz“,
Hy
IN@ =_._N1_RE,__WSE_IE& +Q,n,
2.1) H, H,
Re R
M(a]:—Mzﬁ_szﬁa':
Re R
M®) — — My —— H, + M, Hﬁ,

EHf Hy sin)

B

“ Kf(ﬁ} Ei,H,;Hsz:‘u”
2

i

1, 13
Rys. 1
gdzie Ny, Ny, Sy, S, @y, @z, My, My, Myp, My, sg skalarnymi wartodciami na-

pieé i momentéw w powloce, nazywanymi w dalszym ciagu wielkoSciami
statycznymi.
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ce (rys. 2) o skladowych 2
th

H(“) = +t2 ﬁ +t11‘l,
2
nlf=t, RT ——n%ﬂ——!—tln,
(2.2)
‘ m'® = R, +m, - Ry +m.m,
* H, H, 2
R“ g + myn,

mf) ==, Mg —~
H, + ms o,

gdzie m, ¢, ty, my, my, m; sa skalarnymi wartosciami

w belce,

HE
HiZ

oy

Rys. 2

Wprowadzimy jeszeze trzy symbole tensoréw: tensor deformacji po-

wioki
ety eyt
lem] ¥ == €y - v €y + '.“v’"zz
0 0

tensor deformacji belki na krawedzi = Ba

€1 -+ No¥ge + Yotir 0
leiel® + 0 0
0 0
tensor deformacji belki na krawedzi a= g,
0 0
[e/e]?== |0 em+ &%y + ¥o¥aa
0 0

0
0
0

Podobnie nt®, nié), mi®), m oznaczajg wektory sit i momentow w bel-

— — —>
# Na rysunku oznaczono je symbolami Qeled, QLB Welad, HIB),
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1—y? 1 0H

TR ekt g g 5p e
l_'VE 1 6H2
TRy R R, o o

3. Funkcje naprezen

Niewiadome wektory napicé N, N oraz wektory momentow Mo
i M (rys. 1) muszy spelnia¢ réwnania réwnowagi ({8], s. 34)

dﬁ(H (Nl ))_,(,’3'_ H, N“’))+H H,sin yP'=0,

— %(HIM‘“)) ~a (HgM‘ﬁ]) + H,N® X Ry + H,NY X Re +
+ HH,sin yQ=0.
Lurie i Goldienwiejzier wykazali ([8], s 37), ze dla jedno-
rodnych réwnan wéwnowagi mozna zredukowaé cztery niewiadome wek-
tory do dwéch wektoréw L i K. Wykazemy, Ze réwniez dla niejednorod-
nych réwnafi moina przeprowadzié taks TedukCJQ
Wprowadzamy oznaczenia

(3.1) l

H N(”‘)~—~+ lestmedﬁ,

HthﬁJ:——+ fH Hysin £Pda,

(3’2) MM '—Q{—L X Re + ~ f{[lestin'dea]XRa}dﬁ+

| —?—i_instinxQdﬁ,

H M@ -mﬁ%%q-LxRﬁq— f{[fH stmedﬁ}XR‘g}da—i—

+ = fH] o Sin yQda.

Wowezas réwnania (3.2) spelniajg tozsamodciowo réwnania (3 1). Funkeje
L i K sa rozwigzaniem ogélnym réwnah jednorodnych, wyrazy catkowe
sg szczegolnym rozwigzaniem niejednorodnych réwnan réwnowagi. Catki
mogg byé¢ nieoznaczone, poniewaz chodzi tu o jakiekolwiek rozwiazanie
szczegblne,

Dla uzyskania bardziej przejrzystych wynikéw ograniczymy dalsze
‘rozwazania do wspdtrzednych ortogonalnych.
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Wektory L i K nie sa niczaleine, mianowicie skiadowe wektora L
przedstawié mozna za pomocs skladowych wektora K:

K:G(U,ﬁ)% -I-.b(a,ﬁ)%z——c(a,ﬁ)n, |

(33) 1 J b a 0 Ra
L=Fﬁﬁ#“m*ﬁ—ﬂa+

' 19 e b o Re

JF(H1 AR R,2+@)H2+

©58 % 0a

yr 19,19, 1 {0
*?[“ﬁ;ﬁ“f'ﬁl 3a ? H1H2(

)— (Mist Méi)]n.

Wynika to z warunkéw nastepujacych:
64 HMén—0, HMom=o0, Ml imel—o.
. 2

i
Pierwsze dwa réwmnania sa warunkami tego, aby momenty miaty skla-
dowg normalng do powloki réwna zeru, trzecie réwnanie jest warun-
kiem, aby
Mg+ My = 0.

W powyzszych réwnaniach Mis, Mh, ¢, »° sa wyrazami pochodzacymi od
calek szezegblnych. W ten spostb dziesigé wielkosci statycznych (2.1) zo-
stalo zredukowanych do trzech wielkodcl skalarnych a, b i ¢ speniajacych
tozsamodciowo réwnania réwnowagi. )

Rozkladajge lewe i prawe strony réwnan (3.2) na skladowe, nasteptiie
poréwnujac ze sobg wyrazy pPriy tych samych kierunkach otrzymamy

v Loyl g, b a) 1 OHy (1 dc , a
=" H, 0p\H, 0 " Bi Ry H,Hy 0o \H da = FKi
bV, 1 J10a 10b, 1 OH, _, OH, ‘
R12)+2R]2[H36ﬁ Hlda+H1H2(a ap P 6a)]+N1’
g 10f1d o b) 1 010, b_
2™ T H, Ja\H, da ' Ri Ry/ H,H, 08 \Hs 0 ' Rz

g\, 1[10a_14b ‘1 (0H , 01, ,
R12) + 213%[1:12 % H da | HIL, ("' Of da )] + N

1 01 9 a_ b\ 1 dH1 0c b
Sl“H2 aﬁ(Hl a+Ri ng) H, H, da (H2 0p +Ré
a) 1[1 do 1 0b 1 (dHl aHg)] ,
e e— _l_ ai_'_ — +S‘1’
ap Oa

R, 2R:|H,08 H;da  HH,
S =_,1_9_ ,1_@44_!)”__“_ )l__al{é _1,_ ?E_FEL_
# H, da\H, 0 ' R Ry, H,H, 0f \I da = Rt




by 1 f1da_10b,. 1 (3H, » OH,
_ng) 2R] [ﬁ 0p Ga_i_ﬁ Hg( 9 5% ")}JFSZ'
1 9f{1 da_1 0b 1 OH, , OH,
Qi_ZTIZEB[HEdﬁ H, da (ag bﬁ)]*
1/{1 de |, a 1 dc a ,
+E§(E5;+E R, )—Pﬁ*l—z(ﬁaﬁ—i— R—lz“)-l-Ql,

1 0d[1 0a 1 b, 1 [ 3H, @
@ =— 2H, da[H_g(?_ﬂ H, @a+H1HZ( 0 bda)}—F

1{1 0e a 1 /1 de b
+R1(_I{—dﬁ Rﬁ2¥R)+ RlZ(Hl aa-i_'l??( . R12)+Q2:
_ 1 0b_ 1 Hy ¢, ..
Ml_ aﬁ H H aa +Ré+M1’
_ 1 0a 1 (?IH1
M= H da H.H, 08 bt g gt
-1 da 1
M12:~M21=§E 9f  2H,H, Hz +
_'1.___99M717 JOHL ¢ | Mo—Min
oM, 0a 2H,H," 0f ' Ry 2

o Calki szczegblne réwnan (3.1) dla Q =0 i wspéirzednych ortogonal-
' nych sa nastepujace:

—nﬂ(fﬂlanga)xﬂq] ap,
—nf[(fH1H2-Pdﬁ)=x Rp] da,
Mizz_—z—;a gff{(fHIHEPdﬁ)ng]da,

— e pda)xm,]dﬁ,

10, 1 0H ., 1 Ra
120, LM Mg H,Pda,
i, 08" H,H, 0a? R (Mig J- M) — 5 g | HiHabdo

'_-_~ L}i 0 1 6-H1 o 1 Rﬁ Pd
Np =+ 10(1 o1, Oﬁ + (M12—|—M21) 9H. H, H,H,Pdg,

i 1 0 0___1_0H2 0___ 1 Rg

Si= H, g% _H, 0a (M12—|‘M21) I, 1 fH H,Pda,
Vo 1 K ! ‘1 8H, 1 R. P
Sy =— aa +"ﬁTﬁ; 7@90_ (M12+Ma1)+2H H1IH1H2 g,

415




SR S PR U SR .
Ql_z-—H—g dﬁ(Mm-f—le)‘,‘Régﬂ “|‘R121P “|‘2H2Il‘ H,H,Pda,
AR (VAR VDAL USSR S
Q=g gg Miz + M) + 27y R’ " 2H, 120,

, 1 R
Mj:in -H:f[(leHanﬂ)XRﬁ]da’

, 1 R (]
Mg:——ﬁ{—l .H_lfl(fH_lePda)XRa]dﬁ-

- Aby rozlozy¢ wyrazy catkowe (3.2} na kierunki R, Rg, n, nalezy te
ostatnie przedstawié¢ za pomocg wektoréw i, j, k ukladu statego, czyli po-
wierzchnie przedstawié réwnaniem

R(a:ﬁ):a(arﬁ)i+ﬁ(a:ﬁ)j +?(a»ﬁ)k

Funkeje a, b, ¢ nie mogg byé dowolne., Musza one speinia¢ warunki nie-
rozdzielnosci, ktére wyrazone w napreseniach majg nastepitjaca postaé:

g—ﬁ H, [— G—?ﬁ M, + %Eﬁ%m*' 2ES}1RJ _ [Eif;g (M, — vM) +
N porn EE [ 1) 1
Mty P [

8 [* oM+ g e ]aa% +

e
- [El”:? (M —23,) + NgE;RZNl + 2sz5{1;] a'a%l +
+ g oM + T e S|+ il g Bl
T [—aﬁh T }_HRH[EI—}? (M — M) +
R o | k| o + Tl
o | e e — et —
e 5 H ) — 2 () =0,




HHE = 0 HyNi—»NJ) S OHy 0 HyS, N,—sN, oH,

98 ER ~ 2Gh da ' O« 2GR ER 0B’
_Ni—vN, 0Hy | 0 H,S, S, OH, 0 Hy(Ns—»N,)
HHsb=""5p da +6,6 2Gh  2Gh 0 Oa ERh

Na przykitad dla powloki walcowej okreélonej réwnaniem c‘(rys. 3)
R(a,ﬁ)=Rsin%i+ﬁj+Rcos%k,

dla obcigzen sitami g (a, §) prostopadiymi do powderzchni srodkowe] otrzy-
mammy

—_ £ in > da — sin - @
N, = cﬁg—!~cost951ana stfgcosta,
1 1
Ng:':"éc(m‘"ﬁaa, S_l:caﬁ"__aﬁ
1
ng_ctzﬁ‘-ﬁ( ba) QSIH“dadﬁ—

1 a
—Ecosﬁffgcosﬁ—dadﬁ—ﬁffgdadﬁ,

1. 1
(3.7) Q, = —(agg baﬁ)-—f ngsm—ﬁda——?cos—fgcos ~da

1 @ . @ )
Qo= — 5 (dap— ba) +§CﬁA4R cosﬁ-ffgsm g dodf +

1 . a a 1
—i—aﬁsmﬁffgcosﬁdadﬁ—-z—fgdﬁ,

M, =—bs, Mzz_aa+%‘ca

4

1 . a . a 1
I smﬁffgsmidadﬁ——Iffgdadﬁ.

Réwnania (3.6) przyjmlija postac

1 1 '
Mizz_Mm:.?(aﬁqua)-—cos%ffgeos%dadﬁ;

l o (1 _][_,p) M123 + (Ms——vM1)g - 1};R [(N N, )a_"' 3(1 +3") Siﬁ} =0,
2
(3-3)7 (1} %) Mase, + (M; —»My)e + %R(Nl_“’NZ)ﬂ =0,
l (N1 - ""Nz)ﬂﬂ -} (Nzé"’Nl)“a T (1 + 'V) (SQ“‘S_S“?“)__ -
M%(Mz——ij)izﬂ.
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Po wstawieniu do réwnan (3.8) zaleznodci (3.7) otrzymamy

(aﬂ 14 » az) flor e 10

da? 2 o “ 2 Oudp R 0«
0

1—y 0° 1+ g2 g2 p
(8.9) TW“JF(T?);?*EFE)I”L‘R@,S":O’
12 12» 0 12 ¢ 1 o*
(M + thz)c+ RR? d_ﬁb~ﬁ3%a+ﬁ—[u+ﬂ6aaﬂz +
63
T o

Rys. 3

Gdy pominiemy wyrazy ze wspoblezynnikiem

h? 1 | o8 P L
af oraz T{—[(l-[—v)raaTﬁz + a—a?] a
i wprowadzimy oznaczenia
| _1'(2_) ¢ ),
A " 0a0pr T 0a? | Y
1 0® o8
3.10 i b=—ﬁ-(‘ﬂa—ﬁg+m)@a
, g2 0?
¢=AAD, A =3 + o

to uczynimy toZzsamosciowo zadodé dwu pierwszym réwnaniom ukladuy
(3.9), a z trzeciego otrzymamy réwnanie o budowie podobnej jak w pra-

cy [27], s. 317;

2
(3.11) Adade . 22— ot

~ Rt @ PO

418

TN NI




Nalezy zauwazyé, ze wystarczy rozpatrywaé jednorodne réwnanie
(3.11), poniewaz calki szczegélne réwnan (3.1) sg réwniez catkami szczegbl-
nymi réwnan (3.6).

Wielkoéci statyczne wyrazaja sic za posredmctwem funkeji naprezen

wzorami
N,==— o AAD -+ cos —- gsinidc:t——simi cos— ¢
1T R R R | 95 R &
L .aﬂ 1 . ali 64
N, = B‘"EAA@_EE[Q—‘ ) zaﬁa + ()a]
g o 04D
5= 500 440+ 5 [(2 " 9058 T aaﬂaﬁ]

(3.12)

d? 0
Sy=— (6 dﬁd—{—Rz aadﬁ)A@—————sm—ffgsm—dadﬁ-

4R-:os—ffgcas dadﬁ"———ffgdadﬁ,

A3
Q1=‘%%aﬁ2d@g~—sin—fgsin#da—?cosﬁfgcosRda,
A L
Q=—% 75 zaﬁ" 4 ffgsm—dadﬁ+
sm——ffgcos dadﬁ——wfgdﬁ,
e o 0
M‘_ﬁ(aa2+”3ﬁ?) ws M= ( ﬁﬁ“’aa)aﬁa .

. 1—y 0%
M= — My — Rv 0a6ﬁ"’ — 005mffgcos—dadﬁw

_Tsm »R—ffgSinEdadﬁ—Tffgdadﬁ-

Podobnie dla ptyty prostokatnej otrzymamy podstawiajac do warun-
kéw nierozdzielnosci rownania’

(3.13)

Nli‘—"“‘c_yy, N2=—Cxx,
S1=cxy; Szz_cxy»
M, =—by, My, = —ay,

1, 1
M12=_M21:E(ay—|—bx)~———2—fgdacdy,
1 1
Qiz-——z"(ayy—’—bx )—?fgdx,

a4
1 1
Q= 9 (ttry — bre) — 5 f gdy
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pnastepujacy uklad rownan na funkcje naprezen:

(1 +‘1’)ayy+2axx+(1_“v)bx}'=0’

(3.14) (1 + #ybxx + 2byy + (1= 2) ey =0,
AAC = 0.
Podstawiajac
1 2
(3.15) a=__@xy, b:l—l—y@yy"l_r"_“—;@xx

zredukujeiny trzy funkcje naprezen do dwéch C i @. Z warunkéw nie-

rozdzielnosci otrzymamy dwa réwnania

{(3.16) 449 =0, A44AC=0.

Wzory na wielkosci statyczne w plycie przyjma wiec postaé

¢ (1
Mlz“‘gg(l—i_?} nyrl @xx), My, = Py,
) 1 i, 1
(317) M]gz ‘_Mm Al — ax (@xx + 'V@yy) 2 f dedy:
1 g? 1
@ e Oxdy A@—Efgdac,
1 g 1
@=1, '65:_2"'@_?[9@'

N]_Z—ny, Ny =—Cyy, S1='“Sz=Cv\‘y:

W analogiczny sposéb mozna dla dowolnej powloki utworzyé warunki,
jakie maja spetnia¢ funkcje naprezern wewnatrz obszaru, W ogélnym
przypadku beds to liniowe réwnania rézniczkowe o pochodnych czgstko-
wych i o wspblezynnikach funkeyjnych. W konkretnych rozwigzaniach
beda konieczne pewne uproszezenia, np. zalozenie przyblizonej postaci
warunkow mnierozdzielnogei z réwnoczesnym zachowaniem réwnan réw-

nowagi powloki w doktadnej postaci.

4. Warunki brzegowe i podporowe

Belka wzmacniajgca powloke winna czynié zado$é nastepujagcym wa-

runkom:

1) by¢ w rownowadze pod obc1azemem bezposrednim i oddziatywa-

niem pochodzgeym od powloki,

2) odksztalcaé sie tak samo jak powloka w miejscu kontaktu.
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Warunek 1 formuluje sig na podstawie réwnania réwnowagi belki,
Np. na krawedzi §=f, réwnania réwnowagi zapisane wektorowo w ukla-:
dzie ruchomym, przyjetym na krawedzi powloki (rys. 2) majg postaé: :

—nl® + HN@ + H G=0,
(4.1)
Ry (er)
— m - nl® g, T 7on + n'@ %
2

R 0 R
><|'Ra+7?gaH—:+ ’J’Gmn‘!‘%aa 'EZ“I"}'DH:J; +H1M(“)+H1Z’=0.

Rownania rownowagi na krawedzi § =4, oraz §, = §,<<f, wyrazimy wzo-
rami skalarnymi

1 0dH, H
t2H2 a—ﬁ'“_"ti R$+H Sz+H1Q§—0
1 OH, H, .. :
—m— - ety t, - H H =0,
nH2 08 tae + :Rm“f‘ 1Ns+ H,g, =0
H H
Rll tﬁRl; te + H @y —H,g; =10,
— Mg mldH1 H, ta + Yoats + pot n1+
{4.2) 1H, 0f R' —+ Mo tte + Youts + Yo toe + oR
1 0H,
+'y0nH aﬁ +?']0at1+H1M2+H Z;-—-O
1 0Hy H 1 0H,
H2 aﬂ m1w+m2a st +'y0’na—§~t1H1 }’OtgH aﬁ +
' 1 a H,
inﬁtlﬁz a—ﬁl"‘}’ﬂa’ni—nn R I H M21+H ZB—O
Hy H, — 1 0H, H,

s R; m1*RJ:—*m2cc+??0na_t2H1i'ﬂa =5 +

t2H dﬁ i’?ﬂtl R

i dH H, . H
+7?0t1H aﬁ ?’ntzﬁ—l—?]ﬂan—i"?on‘ﬁ;];+H1Z3:0.

W powyzszych réwnaniach zastosowane podwéine znakowanie. Gorne
znaki odnosza sie do krawedzi f=8,, a dolne do f; —f, << f,.
Warunek 2 przedstawilismy postugujac sie zazwyczaj stosowanymi
" zwigzkami miedzy skladowymi tensora odksztalcen, a wielkosciami sta-
tycznymi w powloce; :
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1 12
eq4 :Eﬁ(NN‘VNz), ”uﬁﬁ'iEhs (M1-“?’M2):

1 12
eggié(Nz—”?’Nx)y szz_“"g(Mz_?’MJ,

(4.3) Eh ER

1 1 i2 12

=S T "mS T T ot
T=Tg T Ty T1g == Tp1.

Postugujac sie hipotezg plaskich przekrojow mozna réwniez przed-
stawié wielkodci statyczne w belce za pomocyg odksztalcenn powloki, wzie-
tych na krawedzi kontaktu, Dla belek smuklych, czyli takich, dla ktérych.
stosuje sie liniowy rozktad odksztalcef, otrzymamy

[ n=E'F(ey + no¥a + vora1),
I my= E' L%y + E Iy%i1,
i m.1 —E 123%22 E I %11,

l e — kIDG Tyg-

(4.4)

Ogtatnie réwnanie (4.4) jest warunkiem fizycznym, prey czym kl, oznacza
sztywnoét belki na skrecanie,

Podstawiajac zwiazki (4.3) w réwnanie (4.4) otrzymamy nastepujace
zaleznoéci miedzy wielkoSciami statycznymi w belce a wielko$ciami sta-
tycznymi w powloce na jej krawedzi

EF g Iy -I-m1 s m, 1, =myl,,
n Eh S (Ny— ”N2)+F(+ o 12_‘_“3 _I 1, + 70 123132‘—“1 Ak
E I, E‘l, (1 )
M2 =T 9GH, 5 S ogh 1, (Nt Nt
E'l, % 12E Iy
) EH1H2h dﬁ (N‘l ”Nz) ’“+_ E (M VM2)
4,5
( my— e E g o Ela(ldl g o gy,
~ T "5GH, h 2”‘*2EGh 2y A 28
— BT, ol 2Bl o
+EH1H2h aﬁ (N1 'VNE) + Eha (Ml "JMB)P
6kI, G’

W réwnaniach (4.5) stosowano podwéjne znakowanie. Gérne znaki od-
nosza si¢ do krawedzi =4, a dolne do krawedzi g = §; << ff,.
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Analogicznie na krawedzi a==oa, i ¢« =0, <<q, ofrzymamy réwnania
rownowagi:

1 o H,
—tgﬁ—“nH a2+th1 J-H, NJ+H291-~0

1 0oH H,
z}-f 6—;+nﬁ_t1fg+ﬂzs1+H292201

o, H,
—1, R; LUy R —tg+ H,Q, —Hyg, =0,
1 aH H, b,
(4.6) — Mg + Ms —— H, 0a 2L m, Rm — 1, H, —nﬂyo+n§0R -+

1 dH, 1 0H S
-+ tg'}'o H a +t EOE a—ag—n?03+H2M12+H2Z1: 0,

g, gt ]t e g 1 6l

H t2y0§ i tlEGﬁ i Hng—l—Hng = 0,

H H,
R, Rg"“'mﬂﬁ + t,Hy—ngé,— (7’0 Ry, + '503)

+ 1 “““|'t23’0R2+H Zy=0.

Zwigzki miedzy wielkosciami statycznymi belki i powloki majs dla
Q=0 0raz a=aq, <<a, postaé

= E}i: f (N,—wN)+F (i £, _Jﬁ:}::irzz;:s —, i}?fizfﬂ,‘h )
my = 2(?1?;; 213;211 (11 W+ e —
+ Efffg% o OHy g — o) — 225 Ly ony.
ms = E%—? M.

Podamy tu przyklad zastosowania powyizszych wzoréw biorge w tym
celu pod uwage powloke walcows, pokazang na rys. 3. Na brzegu f==4§,
powloka jest wzmocniona belka o stalym i symetrycznym przekroju, wy-
konang z tego samego materiatu co powloka. Ciezar wiasny belki pomijamy.
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7 drugiego i trzeciego réwnania (4.2) wyznaczamy sily poprzeczne
1
(4.8) ‘ tee = — Ny, tia:‘Qa_E'n

Gdy wyeliminujemy Zz pozostalych réwnah roéwnowagl sily poprzeczne
¢, i t, otrzymamy '

2
(1 +aa) QZ'—*—SS“-*O

—msa—n—;; + poNa— My =19,
{4.9) o
— Miee (“'* + 7 ot )n+Q2 Mot — 0,

1
"Emm mZaa"}“(l_‘*)Nz*—O

W praktyce mozna przyjac my, == 0, poniewaz w tym klerunku belka jest
w porownaniu z powloka bardzo wiotka.
Réwnania (4.5) przyjmuja postal

F 12F5°

.n:W( —No} + 55— T (M, — »M,),
191
(4.10) ] my= Tt (M M),
m, =10,
6kI
Me — h;) Mgl

Wstawiajge (4.10) do (4.9) otrzymanty

02
(Ft- gz | 1 o0 +

6k10 My + ‘YONg — M2 =1,

121«"7;0

( fVMg)l—%a+S2w:Or

ha
(.11} 12 i1 o 0* N,— N
* — h ( 17 g)aa'_ +?oa i( 17— 7 2)+
IG
12 'V(} (M1 - VMz)] + Qz Mae=—10,
6kI,

_EQEMz a,"l"(l'—)No'—O

Réwnania (4.11) formutujg warunki, jakim majg uczyni¢ zadosé wiel-
kosci statyczne w powloce wzmocnionej na krawedzi belka.
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Dla plyty prostokgtnej, wzmocnionej na krawedzi Symetr’yczng belks
o stalym przekroju i wykonanq z takiego samego materiatu jak ptyta po-
stepujge analogicznie jak powyzej otrzymamy:

{4.12)

F Fn, (1 )2
T sl S0 Sl (N Ny
F 0* 12F
+ [%(14'?’)6—‘&"3—1]32—!- WH(M1“”M2)J¢+91=—O,

6kI,
—Wlex_“??on—?oNz + My — oG5 —yogs +2,=0,

121, ' '
— e (M1 —_ 'J’Mg)xx — Qg + Moy — ‘}/oszx + YoG1x— Gy + 2y =10 y

I gs d L (1 —9)?
[;(Hw)a;g+mg;c]sz+7%2¢juv1+wz)m—

— Ny — g1z — gy + 22 = 0.

Réwnania (4.11) i (4.12) majg tak 0goding budowe, ze zawierajg przy-
padki klasycznych warunkéw podporowych, Przechodzge bowiem z od-
powiednimi sztywnosciami belki do zera albo do nieskonczonodci otrzy-
mamy kolejno krawedZ wolna, przegubowo podparta, sztywnie zamoco-
wang lub sziywnie przytrzymana.

Rozwigzujge konkretne zagadnienia nalezy réwnania (4.11) i (4.12)
przedstawié za pomocg funkcji naprezen, Obliczajgc naprezenia w plycie
za pomocg funkeji Airy ego @ i funkeji ugiecia w, przedstawimy tez
przy ich pomocy réwnania (4.12). Jezeli wprowadzimy taki uklad wsp6i-
rzednych s, n, ze s jest styczng do konturu tak skierowana, ze obchodzae
w kierunku dodatnim pozostawimy obszar z prawej strony, zad§ n jest
zewngtrzng normalng do konturu, wowezas dla obeigzenia prostopadlego do
plyty otrzymamy dla catego brzegu jednakowe réwnania: '

(4.13)

F
Gy + R (Onn — 90y) - %‘E (O +10@n) — EFy wss =90,
2

k1, Gtossn — ne K (Wssn -+ wrmn) - K(wm: + ?wss) — Y@ =0,
EIngSSS"_ K ['wmm - (2 — 1’) 'wssn] -+ 'J’o@s.m —g=0, .

Ca L =91, L1 -
O — 1@y h[(1+V)+mv]@ssn—m)_@nnn*0-

Analogicznie mozna utworzyé w 0golnym przypadku warunki brze-
gowe dla dowolnej powloki. Réwnania odpowiadajgce (4.11) i (4.12) beda
bardziej zlozone, moga by¢ rézniczkowo-calkowe o wspotezynnikach funk~

‘cyjnych.
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Warunki brzegowe, ustalane lokalnie, nie zaleza od warunkéw pod-
parcia belki. Rézniczkowa forma tych réwnan daje swobode dodatkowego
wyboru warunkéw podporowych metodami stosowanymi w teorii ustro-
jéw pretowych, a wiec w przemieszezeniach albo réwnie dobrze meto-
dg sit.

5. Przykiad liczhowy

Szczegblowy tok obliczenia powloki objasnimy jeszeze dodatkowo na
przykiadzie plyty (rys. 4) wzmocnionej z dwéch stron belkami a z dwéch
pozostalych stron podpartej przegubowo. Rozpatrywang plyte mozna ze
wzgledu na réwnoczesne wystepowanie plaskiego i momentowego stanu

j2 naprgzeh uwazaé za szczegOlny przypa-

ey dek powtloki. W podany ponizej sposdb
mozna rozwigzywaé te wszystkie przypad-
ki powloki, gdy réwnania na brzegu
i wewnatrz obszaru majg state wspdlezyn-
niki. Do takich ré6wnan mozna stosowaéd
metode Fouriera. W innych przypad-
kach, bardziej zlozonych nie moZna podaé
ogolnych metod rozwigzywania, Przewaz-
nie bedg to jednak przybliZone rozwigza-
nia, a uproszczenia beds szty w kierunku
zredukowania réwnah wewngirz obszaru
do znanych i rozwiazanych typéw réwnaf,

Rys. 4 (Warunki brzegowe moga by¢ nawet reali-

zowahe metodami warilacyjnymi).

Naprezenia w plycie opisuje sie za pomocg funkeji @ i w. Musza byé
" tu zachowane warunki

_ _ 9
{(5.1) AAB =0, Adw =,

' przy czym na brzegach x==0; x=qa powinno byt w=wn,=0@5—=,;,—0,
za$ dla brzegu y== £ b/2 zachowujg slusznod¢ réwnania (4.13). Rozwig-
zania poszukuje sie w postaci szeregéw Fouriera, Obcigienie ply-
ty g, =-const rozlozone w szereg ma posiaé

oa

4q, ‘1 . nmw

{5.2) q=

7T
n=1,3,5, ...

Uwzgledniajge symetrie obcigzenia i warunkow brzegowych poszukuje sie
rozwigzania w postact
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4 2 -
— Do £ na BE R\ n.
{5.3) =1,4, . :
a! o 4 Ha\? n
n=1,3,5, ...

1
-I-D;;%ysh%y)]sin?m.

Na brzegach x==0, x=—a s3 ju spelnione warunki brzegowe. Stale
A,, B,, C, i D, wyznacza sie z warunkow (4.13), poniewaz po podstawieniu
{5.3) do (4.13) otrzymamy uklad algebraicznych niejednorodnych réwnah
z niewiadomymi stalymi calkowania.

Dla obcigzenia

: : 4q, , =X
(5.4) g=-_"sin =",
otrzymano nastepujgce wyniki, ktére ilustrujg zaleznosé naprezen od spo-
sob6w podparcia na krawedzi y==0,5b (rys. b):

x=05a 4z . z . o
®oa S S 8|
*T = 4 il CS# d X
— a1 PYYTI | [} | =
gﬁi’l’u‘_ h 0)25{1' ﬂ‘,ﬂ ﬂ:5a a l_.
@ - 0.09738 Ny=agea
My=my gm0t
My 2'772%52
g~Fsin T
~ 000978 y=0
j (& - 0a974 M4 000368 D
S 0,01855 (3
/ 0.0808 (@
® 003165 502848 @
0,02896 3
@ 05504
008838
®® 0.09292 ‘
0,09337 -
@ guss
| 812603 ®
Rys. 5

Rozpatrzono przypadki:

1} sztywne zamocowanie,

2) sprezyste podparcie gdy I,==0, I, 50, I,#0, y,—0;
3) sprezyste podparcie gdy I,=0, I, #0, I,=0, v,=0;
4) sprezyste podparcie gdy I, #0, I,#0, I, #0, p#0;
5) przegubowe podparcie,

t) krawedZz swobodna.
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Dla sprezystego podparcie jak w Przypadku 4 otrzymamy dla 1 — 0.5q
w koficowym wyniky obliczen nastepujace wartogei wielkogei statycznych:

n— %- (Vo= aNo)-+ Fy, ™ 0,856 a2
3

—__ EL Iy Q- _ —3 8
mE%—zéESx‘h I_:ZJ—(NL_J_NQ}J’___O’OOQII 10 qa 3

iy = 0y — o) = 001145 g

My =10,
6. Uwagi koricowe

1. Dziesigé niewiadomych wielkosci statycznych w powloce redukuje
sie zg pPomocy funkeji naprezen a,bic do trzech, Funkeje Raprezen spel-
niajg tozsamosciowo rownania rownowagi i nalezy je WYzZnaczaé z wa-
runkéw nierozdzielnosei, Jak Wwynika z przykiady Plyty i powtoki wal-
cowej, warunki wewnatry obszaru sy tego samego typu jak w Przypadku
rozwigzania tego problemu w brzemieszezeniach, Sg to réwnania roznicz-
kowe liniowe o pochodnych czgstkowych rzedu dsmego i typu eliptycz-
nego. W ogdlnym przypadku sz to réwnania o wspolezynnikach funkcyj-
nych. Ze wzgledu na brak ogolnych metod catkowanig takich réwnan

nan. Obliczanje powiok w naprezeniach tym sl miedzy innymi rézni og
metody przemieszczeniowej, Ze w rreypadku plerwszym zawsze zacho-
Wuje sie éciste TOwWhanig réwnowagi powloki, natomiast tylko w prey-
blizeniu trzeba bedzie spelmiaé warunki nierozdzielnogei, W przypadky
drugim, Przeciwnie, spelniamy &cigte warunki fizyczne, Uproszczenia wno-
simy do réwnan rownowagi powloki, zachowujac je zazwyczaj tylko
W przyblizeniu. Pod tym wzgledem metoda naprezen mg brzewage nad
prqemieszczeniowq, zwlaszcza gdy sie weZmie pod uwa
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R

my warunki brzegowe w przemieszezeniach, Gdy problem wymaga obli-
czenia tylko naprezen w konstrukcji, woéwezas zadanie moze by& rozwig~
zane calkowicie w naprezeniach bez przechodzenia do przemieszczen,

3. Warunki brzegowe sy formutowane lokalnie, rézniczkowo, zosta-
wiajgc swobodg spelniania dowolnych warunkéw podporowych na kons
cach belki. Warunki podporowe mogg byé okreslane metodami stosowany-
mi w teorii ustrojéw pretowych, a wigc metods sil, albo metods prze-
mieszezeniows, :

4. Przedstawione wzory dotycza zasadniezo takich przypadkdéw, gdy
belka wzmacnia kraweds powloki. W przypadku ogélniejszym, czyli do-
wolnym usytuowaniu belki w obszarze, nalezy postepowaé analogicznie.

Réznica polega na tym, ze w réwnaniach réwnowagi belki naleiy braé

sume oddziatywan z obu stron. Zwiazki miedzy wielkosciami statycznymi
w belce i w powloce nalezy utworzyé na podstawie (4.5) i (4.7) osobno dla
jednej, osobno dla drugiej strony belki biorac odpowiednie odleglosei
srodka cigzkoéci belki od krawedzi powloki i uwzgledniajge odpowiednie
wspotezynniki formy metrycznej. Wielkoécei statyczne w belee nie za-
lezg od tego czy je obliczamy idac = lewej, czy tez z prawej krawedzi.
Stad wynikajg zaleznodei miedzy wielkosciami statycznymi w powloce
po obu stronach belki. Sq to réwnania cigglodci, ktére lacznie z réwna-
niami belki sy warunkami wzmocnienia powloki belka umieszczong we~
whatrz obszaru 2.
Peswme
OBOAOYKNM NOIKPEILIEHHBE BAIKAMIT

B pabore maeTca cnocol pacdera of0I0YeK TIOZKPEINIEHHDIX BalKaMM.
OTy 3aga4gy aeTop NPCACTABUI B HAIPAKEHMAX, 4 HEe KAK 9570 ODLIYHO
AenaeTcs B nepeMemeHmax. ‘S,Q;E[aqa paccMatpmeaerca B ofmieir dopme
AL TTPOM3BOINEHON o6osrouky. Takmum obpaszom, fus pellemnysa 3afawyu He-
obxomma GopMyIMpOBKa yeaoBWiT BEYTpu o6macTy 000I0YKY, OCHOBEI-
BafACh Ha (DYHEIMAX HATPAMNKEHM, a TaKmKe YCIOBUI VOPYTOIO COTPYIL-
HiYecTBa Baskm; 5TO COTPYAHMICCTEO TTPOMCTABIICHO EPaeBBIMHM YCIO-
By, Ha xazxpom Kparo MMEOTCS QeTBIDE yeaoBMd, T.e, KOAMICCTBO MX
obecneunBaeT OHOZHATHOCTE DEIIEHHMS anddepeHINAILHOTO VPABHEHNS
¢ HacThIMII TPOM3BONLHBIMY SJLTMIITHMIECKOr0 THIIA, M3 KOTOPOTO OIpere-
JAIOTCH (DYHKITMM TATIPAK EHMH.

A eopmynupoBaia 3a4a9M BHYTPU TPOCTPAHCTBA, ABTOP MCIOJh-

30Ban (OYHRDMM HAOPARKCHMHE naHELIC JI ypbe n 'onepmewBeiise-

pom ([8], c. 37} m pmomosmEma uX ocobRIM MHETErpaTOM HEOTHOBOTHBIX
YPaBHEHMI DABHOBECMA, & 3aTeM HATORMI HA HUX YCIOBWM HepazphIB-
HOCTH, TpUMEeHAeMbic K 00ounoukamM B mHTerpate ympyrux pedopMmarmil

3aTeM aRTOD IOKA3AJ, WIO IS IMIIMHAPHIECKOM 0DeJI09KY 1 IpAMO-~
YTONEHON ILTACTIHKY IOTYYaeM TaxuM o6pasoM ypaBHeHMsT TOTO 3KO0 THIIA,
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SHELLS STIFFENED WITH BEAMS

A method is suggested for computing shells stiffened with beams, Thig
problem is described in stresses not, in the ysual manner, in displacements,
An arbitrary shel] is considered. It wag necessary to establigh conditions
inside the ghel] on the basis of the stress functions and the elastic inter-

stress functions gre obtained,

In order to state the problem inside the region, stress Tunctions are
used as given by Lurye ang Goldenweiser ({81, p. 37). They are
completed by the present author with a particular integral of non-homo-

Praca zostgla 2lozong w Redakefi dnig 25 wrzesnia 1957 ¢,
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