FRANCISZEK SZELAGOWSKI

STAN NAPIECIA W KRAZKU WIRUJACYM MIMOSRODOWO

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE
CVv







Wyznaczymy stan napigcia w krgiku wirujgeym dookola osi poto-
zonej mimosrodowo ze stala predkoscia katows o. Zagadnienie to spro-
wadza sie w zasadzie do okreslenia wartosci naprezen Re, Ry 1 @9 panu-
jacych w dowolnym punkcie tego krazka. '

Punktem wyjécia bedzie praca [1], z ktorej wynika, Ze wartosci na-
prezen Xy, X, Yy w dowolnym punkcie tarczy nieograniczonej, wirujgcej
ze staly predkoécia katowa o, okreslaja nastgpujace wzory: '

A .
. Xx“’“Yy:“—T_E_%“szZZ,,
92Xy + (X —Y,) = i K pw?2t
; Yy % ALin 2,

gdzie z==x+iy, 2,=x — iy oraz gdzie ¢ oznacza gestost tarczy.

Dla ukladu prostokatnych osi wspéirzednych, ktérych poczatek zostal
przesuniety w lewo na odleglosé a, wartosci wyzej wymienionych napreg-
zen Xy, X« Yy wyrazaja sie wzorami:

At

XeF+ Yy=— *i":l_—z; ew® (2 - a) (2, — a).
: N i I 2 2
] 2Xy 41 (X;r = Yy).—-— - "2”' ‘x?z‘u e (z, — a)*.

7 kolei przechodzac do ukladu wspélrzednych biegunowych bedziemy
mogli okresli¢ stan napiecia niecgraniczonej tarczy za pomocg nastepu+
jacych wzorow: :

% AR e —
Rr‘l‘@@—"*Xx“!'_Yy— s 2,[1 Qo {z (L)(ZJ a),
2R® "l‘ %(Rr - Q@) — 221'8 I2Xy —l‘ 1- (Xx — Yy)1 = e2i®"’£_ —M"’ 9(02 (ZI "“ﬂ:)z '-

2 it+2p
Wbbec POWYZSZego nha obwodzie kota o premieniu R (rys. 1) tarczy nie-
ograniczonej bedg panowat _naprei-enia Re i Ry okreslone wzorem nasig-
pujacym: . ]
() Ro+iRp=y [2Re +ille—B6)| +  (Re + Go) =

. a Y‘ . A+
Ry pa— —z) — b

NI . T I
4(3 4 2u) @wz(ﬂR R 22424 pw® (2 a) (2, : o).
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Przylézmy w punkcie O, omawianej tarczy nieograniczonej (rys. 1)
site skupiong P =—aagw®R®. Wartodei naprezent Re 1 R, powstalych w pun-
ktech okregu kola o prcmieniu R pod wplywem dzialania sity P, wy-
razi wzbr

(2} Re+1iRp=

ei®

2

[W, % 2,9 (2) + F(z)] + % [2@) + D.(z)],

1[5_?

Rya 1

przy czym wartoéci funkeyj @ (2), @,(z)) i F(2) na podstawie pracy (2]
WYNnosza: '

P Adp 1
2@ = % A+2u z—a’
P 1
@1(21)——-; %E z—a’
_ i At e A43p 1
F(z)_Z:rz A4 2u [ {z—a)¥ + A+n z——a]

UWzgledniajqc powyzsze wartoscl funkcyj oraz wartodé sity P we wzo-
rze (2), bedziemy mieli:
At z L. s Atn 28

- IR = e g 2p2 . g .2 —_
@ Rotifie=—iaew’R 0 o e—ar T G o G—af
. At3u 28 . e Agp 1 i
_ 2 — 2 .
B Ao r—a e R +2) (z-—a zl—ﬁa)‘

Sumujac naprezenia Re i Rp okreflone wzorami (1) 1(3) otrzymamy
w wyniku dzialah cgdlne wartosci naprezen Re i R panujgcych w punk-
tach okregu kola o promieniu R eru]ace3 tarczy meogramczone] 1gcznie
z dziataniem sily P.
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Wartoéei tych naprezeh okre$la wzor nastgpujgey:-

2
@ R@+iRR:—"mi%59w”(R”%z)'—”ﬁL o (e —a)—

242 )
At z At 22
. 2 p2 £ oI —_
‘lﬁ@w R 1 ﬂ.-l—z,u) = + ia® ,QCrJ 4(7L+ 20) (Z‘—ﬂ-)z_ _
, A+3u o 28 L Adpn 1 1
- a2 % - 22
oo Ao z—a 0 T a1 (z —a 21—a)'

Przypusémy, ze na okregu kola o promieniu R dzialaja sily napre-
zenia Re i Rp okreslone wzorem (4), lecz ze znakiem przeciwnym. Wy-
znaczajgc dla tego stanu obcigzenia krazka wartosel maprezen w dowol-
nym jego punkcie oraz dodajac powyisze wartoScl naprezen do naprezen
panujacych w odpowiednich punktach wirujgcei tarczy nieograniczonej,
na ktéra dziala réwniez sita P, otrzymamy wartodcl naprezen panujgcych
w krazku wirujgcym mimoérodowo, tj. dookola osi przechodzace] przez
punkt O,. '

Pod dzialaniem naprezen Re i Rz okredlonych wrzorem (4) krazek
o promieniu R znajduje sie w réwncwadze; latwo mozna sprawdzie, Ze

Eﬂr .
f (Rr+iRe)e'® dO=0.
L1}

Warunek ten ohejmuje réwnanie rzutéw sil na osie wspblrzednych prosto-
kgtnych w ksztalcie nastepujacym:
25 ’
[ (Rrcos® —Rosin9)d0 =0,
o

2
f (Rrsin® + Recos®) d6& =0,
; _

W dalszym ciggu wyznaczaé¢ bedziemy wartosci naprezeéhi Re, Er i @e,
panujgcych w dowolnym punkcie krazka o prcmieniu R, powstatych pod
wplywem dzialania Fe i Rg na obwadzie fego krazka zgodnie ze wzo-
rem (4), lecz ze znakiem przeciwnym.

Okreélenie tych naprezen bedzie mozliwe ze wzoréw

1

R: + O =.~§[ {(2) + Dy (2))],

) ' s 2
2Re - i(B, —86) — — 20’ () + 25 F@),
po uprzednim wyznaczeniu f.unkcji ®(z) i F(z).
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W tym celu zostanie zastosowany wzér Schwartza

2

(5) 2= -%f qo(@) +zd@+zbo,

0

okreflajacy funkecje holomorficzng f(2) w cobszarze ograniczonym okre-
giem kola o prcmieniu R, gdy znana jest cze$é rzeczywista ¢ (@) tej funk-
cji na obwodzie powyzszego kola.

Podobny kszialt ma rowniez wzér

2a

(6) -f(z>:--if Mg +zd@+ao,

In Re'®
b1

okreslajacy funkcje holomorficzng f(2) w obszarze ograniczonym okre-
giem kola o prcmieniu R, gdy znana jest czgs¢ urojona ip(@) tej funkeji
na obwodzie wspecmnianego kola,

Dodajac stronami wzoér (6) i (5) otrzymujemy

) {[(p w(O] +zd@+zb +ay,

za§ odejmujac wzor (6) od wzoru (5) mamy
1 , Fe'® Lz .
(8) ﬂf l¢(©) —iy(@)] Re®—g 00 Ty a,=0.

Wzor (7) okresla funkcje holomorficzng w obszarze ograniczonym ckre-
giem kola o promieniu R, gdy znana jest czei¢ rzeczywista i czest uro-
jona tej funkecji na obwodzie wspomnianego kola. Naftom'ast wzér (8)
wskazuje na to, ze w przypadku wiadomej funkeji sprzezonej na okregu
kola o promieniu R ofrzymujemy w wyniku okreslonych dziatann tylko
wielkos$e stals,

Przechodzae do sprawy okreslenia funkeji @(z) napiszemy w {ym
celu"rownosé nastepujges:

Rr + 0Ge—2(Rr + iRe) —i[2Re— i (Rr —Os)] .

Stosujac do lewej strony wzor (5), do pierwszego wyrazu prawej strony
wzor (7), zas do drugiego wyrazu prawej strony (8), ofrzymamy, {3},

Re’®—|~ P

(9) Dlz)= - f (R + iRe) 1 40+ C.
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Podstawiajac w tym wzorze Re'® ==t mamy d@ =:dt/ii i wobee. tego
wzor (9) okresla]acy fun.kcge @ (:) napisa¢ moina w postaci nieco ymieé- B
nionej, mianowicie:

(10) & (2 ——j((RR-I—zR@) LRSI PG

—z)

Z kolei przeksztalcimy funkcje Rg+iRe okreflong wzorem (4) za po-
mocg zaleznosel 2z, == R? w ten sposbb, azeby funkcja @(z) dawala war- .
toSci naprezen skofczone. Zmienimy jednoczednie znak na przeciwiny.

Postac funkeji Rr+iRe wystepujgcej pod znakiem calki jest po prze-
ksztalceniu nastepujgca:

o H 2 e . ) 3.4:,!1 2D o 3

'RR+QR®_4M+2)9&) (R Rtl) 2(A+2)gw (R*—at—at; +a®) 4+
A—I—‘u : t At 1
2 4 S 2 —
oo Ry B—ar a*go" R! 10+ 2u) (R2—at)?
A+3s 1 amy A n t 1
24 2p2 —

oot R ) e —ay T O B 2M)(R2mat T Rz_atl)'

Nastepnie biorge pod uwage wzor (8) oraz ponadto w przypadku funk-
cji meromorf1czne3 wWZOr

~{J‘(z ) dz == 2ai 2 res¥(as),

fgdzie res f (a;) oznacza residuum omawianej funkeji w punkeie (ax)] otrzy-
mamy ze wzoru (10) po wykonaniu odnosnych dzialan

. s At Ré At 2 o
A @la)=—2agw’ ) rE e R R — 0o
Atp 1 . A+ 3u 1 1
—_—? 2714 . 2 R4 - -1 -
e R W—azr T O Ty {z{ﬁ?---az) R ] +
+ apw”R* +M—-—%——E—Ci.

A+2u RE—az
W celu okreslenia funkeji F (2) napiszemy rownos$t nastepujaca:
2(Re + iRg) = i{Rp -- Og) + [2Re + i(Rp—Be)].
Stosujac do wyrazu lewe]j strony wzor (7), do pierwszego wyrazu pra-
wej strony wzér (5), zaé do drugiego wyrazu prawej stromy wzér (7},
znajdziemy ) : '

—f (Re +zRR)Fe,@—+—zd@_a@(z)_zz@ (z)+-— ﬁF( 2),
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skad ofrzymujemy

¥

=

275 .
(12) F(z):;zz[;f (R®+1R3)%dq—a@(z),—h,zzcb (=)
B B R N e o I N
=5 [m’. { {Rp + ;RR) HE—2) d_t id(z) + _1;2@'{2)]’

gdzie t = Ref®, _ , ]
' Funkcja Re- iRg, znajdujaca sig pod znakiem catki pierwszego wy-
razu prawej strony, na podstawie wzoru (4) i po przeksztalceniu jego przy
pomocy zaleznosei zz, == R? oraz po zZmianie znaku na odwrotny, posiada
nastepujacg postaé: o

. 2
(13) R®+iRR:iQw2_%’t_ ----- (R—-%t) +igwm® Atp

+ia9w2R44(;i‘;ﬁ—) (R”i'a:tl)"‘_“iazgw?Rdéﬁ(ii?ﬂ) H{B:afl)a +
+MW%1$$5mmi@ﬁwwwwﬁéﬂﬁﬁa+@éa)
Po wykonaniu odpowiednich dzialah otrzymujemy ze wzoru (12)
(149 F(z)= %{ima y 4}—”2;4 (R — }‘; 2)2—— iza@zﬁtg‘;z +
;f—iagaﬁj—izﬁz + iqzlg;:o'z'ga; ::2&; —(ﬁfia)? -
- g0 i [z(ﬁ%a?)'“ivﬁz] HiagotR ES %%—i)i)‘“
L

_ R*—2az
z(R?—az?

] + i(c;—cl)}.

Stale C; i C; wystepujace we wzorach (11) i (14) nalezy okreslié
z istniejgeych warunkéw rozpatrywanego zagadnienia, tj. z warunku ze
na obwodzie krazka, a wiec dla r=— R, naprezenia Re + iRp wWyZnaczone
z zaleznosci ‘ o :

, 1 T i

Re -+ iRp= 5 [ZR@ + i(Rp —0@)] + ";" (Rr -+ Og) = 7
o = L@ P+ (0 + o)
= 4 2Pz oRE 4 1=/l

muszg byé takie same jak we wzorze (13). Ponadto dla r:_-—O wartosci
naprezen w krgzku powinny posiadaé wartosei skonczone.




Zatem z plerwszego warunku otrzymujemy

| A+
(15 C1—]-C‘, 2p0® _sz& (R2+a)

zad 2 druglego warunku, ‘tj Z zaleznoscl ‘

2Re + 4(R,—66) — L ap()+ 2@

wynika, ze dla *==0 wartoéci naprezen bedq mlaly wartosel skonczone
o ile przyjmiemy, ze : : :

2
e — e M "o
.Cg Cy: e’ R T¥ 2 + gw?a ﬂ—l—?,u
Wobec tego z powyzszej zaleznosci oraz z rownosci {15) ofrzymujemy
24+ 3p A ' :
—] 2R2 S
C,=po’R 2(2_*_2)4- & A—|—2,u’ Sy
20+ p -
— 2 A
Cr= e R o)

Zatem na podstawie wyzej przeprowadzonych rozwazan wartosci na-
prezen Re, R, i Og panujgcych w krazku wirujgcym dookota osi przecho-
dzacej przez punkt O, mozna bedzie okregli¢ z réwnan nastepujacych:

At u CAtp (010 1
= - 2 — —_— *
Rr 06 = —gu' T G ol —0—aea’R o o) (z—a+z1—a)+

14 2q At At p 2
.. + 5 { 200%a 1+2 (z+2) 4 po? aR“A_l_zﬁ[(Rg_az)g +
. zl B P .7 At 1 1
+ (RE,—-—az,)Z] o R 2 [(R"-——az)" te—wy|

' A3 1 1 1 1
R g 4 & o ——
tewlaR o I’z(R*-—az) Bz Tz R—az) Rzz,] +

e e T

| + po’R? %%%},
ZR@H(R';@@)x_szLTiz) (e, —af —igo “Rgz(ii‘;u) \zjé). '
zae@ *R? Z(Eigu) ig [ (z—aa)" + 1;::& zia] ‘t—;—{—‘Za 2 %I.?%t+

Ahp  Ritaz T = |
1720 (RP—az 2“9‘”Ra+2 w— mapw

+ agmzR"
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tapurre AR 1 az}‘*+a 2R4/'H-3,u{ﬂl R!—2az ]}+

A+2u (R — A+2 2*(R? —az/’
e R a+2 +alew A—QH e Q“’2R4;:;u (R*— : -azf'

et AL g R )

— 20 gw? R4 ,1—:_2"; {Rﬂ—z—az ; +agw®R! jiﬂzﬁ [ﬁi?“%ﬁ%ﬁ”

Wartoscl tych naprezen sj nastgpujace:

3
6 =_ 00 ) ' LI —
{16) Re 4(}._'_2“){ 2(A4 2u) arsin© -+ pe®sin 20

(r’—a?sin®

2rsin®@—asn 2@__

— (@ + waRey + (4 gt B

A‘3 A3~ .
(A + 3u) aR? asin20—rsin®
A
6R'a%r® — a'r! — R*) sin © — aR*r (R! + a*r sin 20
—(Jl-i—y)aR“r( a’r®—a'r smBa al*r{R* + a’risin n
spa., B(3a%r? —RY)sin@—a'risin 20
+ 2 @Ry = BRSO TSR
2.2 A\ o
— (4 ) aR'y (a®r ;)51n@ n
aR[R¥* (R} 4a®r?) sm@-—2a1‘(ﬁ“+a 7} sin f@-H{Qa 2 5in 30
oo E| - -
5in @ ow® a"12 312
T +73F_2—)T (A+warsin®— JIég—sn‘xZ@—l—(J&—I—,m)a'R T X
arsin 20 — 2R¥sin@ R’sin@—arsin 20 sin®
X! B B3 LT ( oA -_“1—32—)+
+Uf-+3) [sin®  R*R'+4d’+")sinO—2ar’ R+’ 7)sin 2604 a’F*r°sin 30
T R.} B-..
R*(3a*r* — R*) sin @ ~ a®r" sin 20
— 2 (A p) P RAr (3a"r )s};x; @’risin 20
6R422__44_RE]'@_R? Rt 242 5in 960
+(1+H)QR4T( Réa’r®—a'r )s-nB3 aR?r(E*4-a®+% sin },
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17

___@mz . (TR 2y 8 IR E __
R'“4(A+T,,L){(”+3f‘”3 ) 20+ 2+ 2 Greas O — .

= N 4 Pl _ 2
05 20— 2 (14w aBP T8O T8 4 o4ty rey BHET) COSO—2R%ar

A ! B'.’.
a__ 2 2 2 -
mz(ﬂ_l_#)agRgR 2R arcosBQ&ﬂl-‘a r 0052@_}_2&_'_”} ARy Rcos @ —ar n

4 /R? _
+ 203+ 3u )aR (R cos @ Ba’rcos2@ cc;{sze)_m

(fr“—lT a*)cos®@ — 2ar

~~ (2 ) aR®r A -+
) 2. 2 ’ _
(G + p) @R U 2afcos(9‘,-i~a cos 26 _(24_3#)&}{2:'0030 accs20
: A* A
2 (a4 - 3,2 I T ) 4
(A ) R R?(R" + 32°r*) cos O Bgr cos 29 — 3R ar n
200+ 1 a" Ry RQ(R“—I—3a2r"')cos@;aﬂrgcosil@—3R"a'r n
e )ﬁj{ R(R'-+4ar) cos® —2ar(R*+a’r?)cos 20+ R’ cos 30 — 2arR?
. B:! .
cos® R%cos 20 —ar{3R*+a*r" cos@+3R2a r?
m_RZ ] (A {—,u)a R4 2 5 )
1 2 _ope
— (A4 ) aRir (R*+a® 'r)c;sz(? 2R ar}_i-
L pe? R2
+4(A+2,u = — A+ parcos®@ + pa® 2—|~———cos.‘26) +
s g B —2R? & + a®r® cos 26
(24 p) a*R a‘rcosB2 + a’r*eos 26
aR“ R2 cos @ — arcos 26 cos @
. 2 2 BB . 4
——-=-2(l—|-,u)a3R4rR (R'-+3ar )cos@Bsa,r cos 20 — 3R ar |
R® —a'r") cos @ + aR2r(R* — a®r®) cos 20 + 3R%ar(a®+® — R!
Gt pamey ) cosO TR = W Ry
aR4 cos®
RZ(R4+4a r?) cos @—2a'r(R‘-l-a"r") cos 20-a® R¥r? cos 3@—~—2a*rR4]}
o B_, 3
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Bp ==

— 2pa®—(u+22)1*-+-(24+3p) R* — 2 (A+2p) ar cos @+

pw?
4(2+2p)
@ 4 9 %
+uacw29—“2m+uoIytgﬁzmm~+2m+MaR4(R+?r)i§@ Rar _

2R ar cos@-l—a r? cos 20
B T
4 2 o
+2 (,14_3“)211( R r:‘ps@Barco.sQQ __coRsa@)+

RlcosO— —2ar
- B AT

. L - 2
LAt watRe T 2arco§z+a c0529+(l+3p)aR2rcos@ chos2@

2 4 — 3 . 4
- (AhpaRdr R (R!'+3a® 1")(2059}33 -ar cos 20 — 3R'ar

- R4 3 2t 0_ ] ﬂ@—SRd .
“-Z(A-J—u)a"R"r R*(R*+ aT)CO-S BaaT cos?Z ar
(a3 OF [ BART At )cbs O—2ar(R'+a’r?) cos 20+ Ra’r cos 30— 2arR?
30 2 i k!
o cos & R 2D — 3R 2 R2g?
' ”“‘0—] - (:1+,L¢)a2R4 (€08 ar( “{é? ¥} cos @+ 3R*g?r?

Ry (R* 4 a®r’ )CCS@"—szaT} B

— 2+ wert S

‘_'+ 2(1+u)aR2 ”ﬂ‘i‘(ﬂﬂ" ) aREr (’P‘ +a?) cos® — 2ar

-+

+ () 20— 2Ry

gw?  R? A o
4“1_,_2‘“) Tz{ +M)amos@+,ua ( + Racos2@) -+

R? —2R arces @ 4 o®r? cosz()

R +en B
' ai* [ R®ccs@-— arcos 260 __cos0
ww(ﬂﬁfoi (-_m__ o= Rﬁ)u
o RE(RF30212) c0s @ — a1 cos 26 — 3R
2 (A1) G*R'r (R*+- a'.r ) cos ABgar cos 26 - L

— 2o (R4 —
“_"_ () aRsi (R ~a'r )c059+aR (R Bc: *r%) cos 2 26 + 3R2m_

. iR2 (R4+4a r*) €08 G 2a'r (B*+a’s®) cos 2@—!—a2R"'r‘ cos 36 — 2arR‘n
i B R - BJ X




We wzorach powyzszych przyiete zostaly oznaczenia
A = 1% 2ar cos O+ad?,
B = R!— 2R%ar cos O+a’r*

Ze wzordw (16) i (17) mozna zauwazy¢, ze dla r== R, tj. na obwodzie
krgzka, wartoscl naprezen Re i R, sa réwne zeru, jak by¢ powinno, przy
czym dla r==0 wartosci naprezen, Re, Rr i @¢ posiadaja wartosci skon-
czone. Natomiast dla r=a & & =0, 1j. na osi obrotu, wartosci naprezen
R, i Os osiggajg wartodel nieskonczenie wielkie, a to wskutek dzialania
skupionej sily odporowej P. W bezpoéredniej bliskoSel osi cbrotu bedy
wiec mialy miejsce odksztalcenia niesprezyste. Jednakze w pewnym od-
daleniu od tej osi stan napiecia jak réwniez i odksztalcenia beds okre-
Slone Scisle wzorami wyzZe] wyprowadzonymi.
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PeswmMe

HATIPAXKEHHOE CCCTOHAHME
B SKCOEHTPHYLECKM BPAINAIOINEMCA AVICKE

B paGore BpiBojaTCA QOPMYILL, OLPENENALMe SHAYCHNA HAIIPAKCHNH
Re, R;, Oa, cyﬁxecmyrom;mic B [IPOM3BOJILHOM TOYKE IMCKA, BPAIHAIQLIS-
rocsa ¢ IOCTOSHHOM YIMIOBOH CROPOCTEHIO @ BOEPYT OCH Ipoxopsireil gepes
Toury O, PACIONOREHHON HA PACCTOAHMHM ¢ OT LISHTPA STOr0 AMCKA.

Summary
THE STATE OF STRESS IN A DISC ROTATING ABOUT AN ECCENTRIC AXIS
This paper is devoted to the derivation of equations defermining the
values of the stresses Re, Rr and &g at every point of a disc rotating

with constant angular velocity w about an axis passing through a point O;
at the distance ¢ from the axis of the disc.

Praca zostala ziozona w Redekcji dnia 12 grudnia 1957 +,






