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Statecznoéé ruchu waléw wirtjacych zalezy od predkoéci katowej wi-
rowania i przy predkosci rdéznej od predkosci krytycznej ruch jest. sta-
teczny. Przy predkosci wiekszej od krytycznej wystepuje zjawisko samo-
centrowania sie walu. Zjawisko ma taki przebieg przy zalozeniu stalej
predkosci katowej. W praktyce utrzymanie stalej predkosci szczegblnie
przy zmiennym momencie obcigzenia jest polgczone z trudnofciamii tech-
nicznymi i z tego wzgledu czesto dopuszeza sie pewne wahania predkosei.
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Niniejsza praca podaje analize ruchu preta wirujgcego o malym nie-
wywazeniu przy sinusoidalnym wahaniu predkogei. Jak wynika z prze-
prowadzone] analizy, nawet mate wahania predkosei mogy powodowat
niestatecznoée ruchu i wywolaé¢ niebezpieczne amphtudy drgan poprzecz—
nych preta, i

W pracy rozpatrywany jest pret. wirujacy w dWéch Io:'zyskach
{rys. lag). Na precie osadzona jest tarcza, ktcrej $rodek masy S nie lezy
na osi preta i powoditje male niewywazenie ukladu. Pomijamy mase
preta i moment bezwladnoéei tarczy wzgledem $rednicy tarczy i osi
cbrotu preta. Obieramy nieruchomy uklad wspélrzednych x, y w plasz-
czyznie tarczy (rys, 1b). Srodek moasy tarczy S ma wspblrzedne (x, y),
zag §rodek tarczy W wspdlrzedne (x,, v,) i znajduje sig na osi odksztal-
conej preta. Poczatek ukladu 0 obieramy na nieodksztalconej osi preta.

549



Odcinek d jest matym mimoérodem, za$ ¢ katem obrotu tarczy. W ukla-

dzie x,y réwnanie ruchu mozna napisaé w postaci
(1 mi -+ cr; =0, mi + ey, =90,

gdzie m jest masy tar-czy, ¢ wspolczynnikiem sprezystosci preta przy zgi-
naniu.
Miedzy wspolrze;dnyml punktu W i 8 zachodzi zwigzek

@ L Xy == -~—d cos ¢, LY==y —dsineg.

Po Wst.é.w‘"ieni_u' (2) do (1) 1 podzlelemu przez ™ otrzymamy

(-3)' - x+k2xMAcoscp, y—chy ASIan,

‘gdme k2—~c/m A=cd/m. .

1

.‘ (&) e’ % cosBl . (E) + 2 Z (— ;i)" I (ag) cos nfit,
E - 5 R==1 ﬁ

Uklad (3) mozna napisa¢ w postaci ]ednego rownama podstawiajac
z=;c+ iy:

(4) : Z4 k?z= Ae™.
o Przyjmiemy sinusoidalne (rys. 2)

wahanie predkosci. Predkosé ka-
towa da sie przedstawié wzorem

] e "
Y

@ 'I E .\\_/ (5) i w, + asin fit.
2 Catkuj
, jac (B) Otrzymarny kat obm_
t
0 -~ tug:
a a
Rys. 2 (6) ‘P(t):wot"l—?——ﬁ-cosﬁt.

Funkecje te nalezy podstawié do réwnania (4). Rozwigzania rownania {(4)

szukamy w postaci

_ i twt+ 5
{7) z:zie(w 'F).
Na 2y otrzymamy réwnanie
. . E_ f
{8), Bt 2iwg?, 4+ 2 (k20— A ‘ﬁ“‘sf‘

Korzystajge z whasnodci funkeji Bess ela mozemy zastosowaé roz-
- winiecie na szereg :

'

‘gdzie I, 1T, oznaczajg funkcje Bessela:
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- Rozwigzania na 2, szukamy w postaciszeregu trygonometrycznego ..
(10) 2 =0C,y + Z {an cosnft + by sin nfit).
Tl !

Po wstawieniu (9} i (10) do (8) i po poréwnaniu wspélczynnikéw przy
cosnft 1 sinnft oirzymamy nastepujace wartoSei na Cy, a,, b,:

Csacyn|S) R
A g e = T — il B

B e e 2 iwynf
b,,—_2A( 1) Iﬂ(ﬁ)(kz_wo_n 2B ——461}0'n ﬁz

Wspblczynniki e, i b, nalezy rozdzieli¢ na czeSci, rzeczywistsy i urojOné
i funkecje 2z, przedstawi¢ w postaci z;=u+tiv. Funkcje u 1 v wyrazajg
sig wzorami:, - :

i'ﬂ (_:_;_) Ion (%) (kz— wgfé n? £%) cos 2n.ﬁt
u ﬁA**-iz -+ 2A 2 {-—1" { (kz__wgﬁ 4n2ﬂ2)2—16n2m%ﬁ2 o

1211“1 (ﬁ) 2@2n—Dwfsin{2n—1)pt
_q,_Ikz—mo (2n—1)72 2 —4(2 n—ﬂl),moﬁ"}’
(12) -

= I:mui(%) [kz_mg_(2ﬂ—-l)2ﬁ2] cOs (271*““1)ﬁt '
LI‘ (_l)ﬂ{ Hc.a CO ‘—(2?’1—1 ﬁ2]2m4(2n*1)2w0ﬁ2 -

‘ I (%)4nwoﬁsin 2nft
Lo g
- (k? —w2—4n B8P — 16 n? w052
Po okresleniu funkcji © i v mozemy wyznaczyé funkcje z z réwna-
nia (7), a nastepnie znalezé funkcje x i y:

x=ucos(wdt—i—%)——vsin(mot+ ;), ,

(13) ‘ _
y:usin(wot + %) i— v COS (wnt -+ %)
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Podstawiajac (13) do (2) otrzymamy wspoirzedne &, 1 % punktu W. Ze
wzoréw (11) wynika, ze gdy mianowniki znikaja, nastepuje wezrost ampli-
" tudy drgan tak jak przy rezonansie.

. Poréwnujac mianowniki do zera otrzymamy

a4 - K==

Réwnanie (14) nie jest spelnione, gdyz rozpatrujemy ruch preta przy
predkosci o, rozne] od predkosci krytycenej.

Réwnanie (15) okresla wartosci krytyczne f§, przy ktérych ruch preta
staje sie niestateczny. Jak wynika z otrzymanego rozwiazania (12), Zmien-
na predkosé katowa wywoluje drgania preta, ktore s3 drganiami wymu-
szonymi z czestoscig f. Jezeli czestodé p jest rdwna jednej z czgstosel
okredlonej wzorem (15), nastepuje rezonans. Stad wniosek, ze pret wi-
rujacy z predkoscig katowa g i posiadajacy predkosc¢ krytyczng I moze
byé wprowadzony W drgania rezonansowe Z drganiami o czestodel
(i, K)fn Tub (wo -+ k)n. : :

Jezeli predkose krytyezna k nazwiemy predkoscig krytyczny statycz-
na, wowczas predkosci (w—k)n i (w,+k)/n nalezy nazwac krytycznymi-
predkbéciami dynamicznymi. Ruch preta wirujacego ze zmienng pred-
koscig jest niestateczny nie tylko przy predkoéciach réwnych predkosciom
krytycznym, lecz réwniez przy wahaniach predkoscl z czestoScia kry- .
tyczna dynamiczng. S .

- Moze sig zdarzyé, ze predkost krytyczna dynamiczna jest réwna.pred-
kogci krytycznej statycznej. Ze wzoru (15) po podstawieniuv § ==, otrzy-
mamy ‘
(16) ‘ o= (n=2,3,4,..).

n—1 P
W tym przypadku mamy do czynienia z subrezonansem 0 predkosciach
1/2, k/3, k/4, ... .

. Warunki niestatecznoscl ruchu preta wirujagcego nie zaleza od ampli-
tudy wahan predkosci (wielkost a). Przypusémy, ze wahania predkosci
sq mate, tj. przyjmiemy, ze d jest male, za$ § zmienne, lecz rozne od
predkosei krytyczne] dynamicznej. Rozwazymy dwa przypadki: stosunek
/B jest maly w poréwnaniu z jednoécig, stosunek a/f jest duzy w porow-
naniu z jednoscis. ,

W przypadku pierwszym mozemy podstawie Ig(e/p)=1 oraz 1n(a/B)==0.
Ze wzordéw (12} wynika

(17) [
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‘Wspolrzedne $rodka masy S wedlug wzoru (13) wynosza -

A A o
{18) T= e wo 5 oS wy t, Y= Tt sin o 1.

Wspbirzedne drodka tarczy W wedlug (2) wynoszg

A A
(19) xT; == (k":'é'—:(;‘z d) COS g T, Y — (k2 s )Sln w, L.
i .

Ze wzorow (18) i (19) wynika, Ze Srodek masy S i punkt W nﬁogai mie_é
dwojakie poloienie wzgledem siebie zaleznie od znaku réznicy kf-—wm?,
Przy k* > wi polozenia $rodka masy S by

i punktu W pokrywajg sie z po]i(}zemem oY u

punktéw S i W',
. !
a przy k?<<w? z 87 i W” ' " §
d

(rys. 3). Ruch w obu przypadkach ]est sta~ a *

tec7ny ' Wnﬁﬂ’ﬁ
‘W drugim przypadku, gdy /f jest duze / 4 T

w poréwnaniu z jednoscia, mozemy zastoso- .

waé - wzory asymptotyczne dia  funkeji

Bessela: T Rys. 3

- ‘a n." a\ _VQ': o ___ I i
(200 Izu(g-)z(—fl) 10({3) 12”_1(19)%( 1) 1](5).

Wzorv na uiwv wedlug (12) magq postac

S,{ I, (k*— 033—4?1,“]9)005211,&
F—m TPA L (P ani R 160 o

=l

. L,2(2n—1) wyfsin(Zn—1)ft }
(21) ‘ |k* — wi—(2n — 1P 2] 4 (2n—— 1) oif?)7

.'_ -  [le? — @l — (2%——1)[)’}(:05(211——1 gt
lo—24 {[k Tl - 2n— PP 2n — 1 o

o S ILidnow,psin2npt ‘
: [k‘)‘—*—mwo——fln flE 167 co"f‘}a

=t

W ukladzie nieruchomym x, ¥y przyjmiemy uktad ruchomy u, v, ktérego
0$ u tworzy z osig x kat egt+a/f. W tym ukladzie wspdirzedne $rodka
masy S i punktu W oznaczymy odpowiednio (ug v} i (U, u).
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Oznaczymy szeregi wystepujgce we wzorach (21) przez @, 1 @y Wspdl-
rzedne S i W mozna napisaé¢ w postaci:

I, A
U= gE g T P vs = &y,
(@22) ral e | -
o = g 4 O V= —d | Dy

Zhadamy ruch srodka masy S i punktu W biorge pod uwage tylko pierw-
¢ze harmoniczne z szeregbw @, i Ds. Wspblrzedne u, i v, okredlone wzo-
rem (22) przyjms postaé: - o o '

I,A 4 Al w .

%k — 603 - (6 — w3 — FE—a w%ﬁz sin fit,
2 Al (k* — o} — 7
o o — PP— o
Wsptlrzedne u,, i v, olrzymamy odejmujac od us 1 U5 warto§é d. Row-
nania (23) sa réwnaniami elipsy o $rodku w 0" lub 07 zaleznie od tego
ezy k?-—— o} jest dodatnie, czy. ujemne (rys. 4). Srodek masy S porusza

. sie po ocbwodzie elipsy i kierunek ru-
S T , chu zalezy . od znakéw przy Ip il
‘ t , Na rysunku 4 zaznaczony jest kie-
S runek przy Iy>> 01 I, > 0.
Analogiczny  ruch  wykonuje
(—) punkt W. -
. - © Jezeli wartoéé stosunku a/ff roénie,
O i to I (@/f) 11,(a/f)daza do zera, a stad
St funkcje @, i @, daza rowniez do zera,
Srodek masy dazy do poczatku ukla-
du, zaé s$rodek tarczy W wiruje
Rys. 4 w odleglosci d od grodka masy S.
' R . Nastepuje samocentrowanie sie walu.
7 przeprowadzonej powyze] analizy wynika, Ze badanie statecznosel
ruchu waléw wirujacych przy ograniczeniu sie do statych predkodel wi-
rowania jest tylko czecig problemu. Zastosowana metoda predkosci
zmiennej sinusoidalnie przy uZyciu funkcji Bessela pozwala nie tyl-
ko ustalié predkodci krytyczne statyczne i dynamiczne, lecz réwniez
w sposéb prosty wykazuje statecznose ruchu walu wirujacego z predkoscig
ponad krylyczng oraz ilustruje zjawisko samocentrowania sie watu, W pra-
cy nie przedstawiono wplywu momentu zyroskopowego na statecznosé
ruchu, Rozwazania na ten temat przy uwzglednieniu predkodel zmiennej
prowadza do zhanych wnioskéw, jakie otrzymuje sig przy-zalozeniu pred-
kosci stale]. ‘ ' ' o :

Ug ==

(23}

Vg == cos ft.

=
o
%u

W"

554




Literatura eytowana w tekscie

{i] R. Grammel, Kritische Drehzahlen und Kreiselwirkung, Zeitschr, VDJ,

1920.
[2] A B. CeeTnoB, 0 noncpeurpir %0sclamuns sPailfaioueocn cmepicns, TIpuxa,
Marem. Mex., 1938.
131 Ocmosb cospesennux nemodoe pacuema He RPOUHOCH 8 MAULUHOCM PO, TION
cpen. C. A TMouomapesa, 1952.

Pezswowume

YCTOVMYMBOCTE IBUMIKEHHWA CTEPXKHEN,
BPAITAIOIIMXCHA C TEPEMEHHOW CKOPOCTBIO

B pabore pemaerca cuayuail Eojgebammii CTEPIKHA, BPAIHAICIIETOCH
¢ YyINIOBOM CMHEYCOMARNBHO IIEPEeMEHHOH CEOPCCTHIO.

Pemenne ypaBHeHMA OBMIKEHWA [TOAYTASTCA UPM TOMOIMM Jeccelreroii
ynrmon M3 aHamwusa 9T0r0 YPABHEHMS BEITEKAET, YT0 B CIydae Kole-
Banmit cxopocTell CYImICCTBYIOT TaKKe M OPYTME CKOPOCTH, IPH KOTOPLIX
JBIKCHME CTEPIRHA HeycTolumueo, B paboTe 9TM CXOpPOCTM HABBAHEL: AM-
HAMHYSCKHMM, KPUTHISCKMMM CROPOCTEMA.

W3z sToro me ypiBHeHMS RBMIKCHMS CHCAYST TaKXe, TTO0 YCTOHuM-
BOCTBH JIBMIKEHWA CTEPIKIA, BPAIAIOILIETocd ¢ HEPEeMEeHHON CKOPOCTLIO,
BABMCHUT OT FaCTOTHI koJebarii CROPOCTH, HO He 3aBMCAT OT aMININTYHbI
KOoJieDaHuiT '

Summazry

THE STARILITY OF MOTION OF BARS ROTATING WITH VARIABLE
: ANGULAR VELOCITY

The problem considered is that of a bar rotating with sinuscidally
variable angular velocity. ) '

The solution of the equation of motion is oblained by means of
Bessel functions. From an analysis of this solution it follows that fer
a fluctuating velocity there exist, besides the critical velocities, other
velocities, for which the motion is not stable. The term «dynamic critical
velocities» is in this paper, used for these velocities.

From the solution of the equation of motion it follows also that the
stability of motion of a bar rotating with variable angular velocity depends
on the frequency of velocity fluctuations and not on their amplitude.

Prace zostale ziozone w Redakejl dnia 10 czerwca 1958 r.






